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Tisztelt Olvaso!

Feladatgytjtemény-sorozatunk egyediilallo a kdzépiskolai matematika feladatgydjtemények kozott.
A konyvek felépitése pontosan koveti a Sokszini matematika tankdnyvesalad kteteinek szerkezetét,
igy akik ezekbdl a tankdnyvekbdl tanulnak, kozvetlenil alkalmazhatjdk az drai munka és az 6nallo
gyakorlas, sét az érettségi felkésziilés soran is.

Ugyanakkor — mivel a feladatgyijtemények felépitése természetesen megfelel a tantargy belsd logika-
janak és az iskolakban altalanosan alkalmazott kerettanterveknek — minden nehézség nélkdl hasznal-
hatjak azok is, akik mas tankdonyvekbdl tanuljak, illetve tanitjak a matematikat.

A feladatok nagy szamanak és valtozatossaganak kiszonhetden a tanulok bdségesen taldinak a maguk
szamara kit(izott szintnek megfelelé gyakorlasi lehet6séget. lgy a tankdnyveket és a feladatgydjteményt
egyitt hasznalva kelld jartassagot szerezhetnek a feladatmegoldashan.

Az egyes fejezetek végen talalhato Vegyes feladatok attekintést adnak az adott fejezet anyagabol, ezért
jol segithetik az atfogobb szamonkérés el6tti felkészilést.

A feladatok nehézségének jeldlése
Minden fejezetben harom kiilonbdz6 szintre bontva taldljuk a feladatokat:

Gyakorld feladatok: olyan feladatok, amelyek — akar a tandrakon, akdr hazi feladatként —
eldsegitik a megtanult ismeretek elmélyitését. (narancssarga szin feladatsorszam)

[GED Emelt szintli feladatok: az emelt szintli érettségire valo felkésziilést segité problémak,
melyek nemcsak megoldasuk nehézségében kiilénboznek az elézGektol, hanem felvillantjak
a matematika szépséqgét is. (bordo szini feladatsorszam)

Kiegészitd feladatok: az érettségi szintjét meghaladd feladatok. (lila szind feladatsorszam)

A feladatok sorszamozasa

Konyviink a Sokszini matematika 9—12. feladatgydjtemények sorozatanak befejezd tagja. A sorozathoz
illeszkedik a feladatok szamozasa is, amely ebben a kétetben a 6001-es sorszammal kezdddik.

Megoldasok

A feladatgydjtemény minden feladat megoldasat tartalmazza. A gyakorlo feladatok esetén csak a vég-
eredmeényt kozoljik, mas esetekben pedig annyira részletezziik a megoldasokat, amennyire azt peda-
gogiai szempontbol szikségesnek tartottuk.

A kittizott feladatok megoldasahoz jo6 munkat és jo tanulast kivanunk!

A szerzok
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A feladatgyijteményben hasznalt matematikai jeldlések

Jeldlés Magyarazat

N a természetes szamok halmaza

7 az egész szdamok halmaza

2 7= a pozitiv egész szamok halmaza; a negativ egész szdmok halmaza

Q; Q" a raciondlis szdmok halmaza; az irraciondlis szdmok halmaza

O 0= a poziliv raciondlis szdmok halmaza; a negativ raciondlis szimok halmaza
R a valés szamok halmaza

R*; R™ a pozitiv valds szdmok halmaza; a negativ valés szdmok halmaza

acA; be A a eleme az A halmaznak; b nem eleme az A halmaznak

AcCB A halmaz részhalmaza B halmaznak

C b C halmaz valédi részhalmaza D halmaznak

EgF E halmaz nem részhalmaza F halmaznak

AUB; CnD; ENF | A és B halmaz uniéja; C és D halmaz metszete; E és F halmaz kiilonbsége
2, {} iires halmaz

A az A halmaz komplementere

[Al az A halmaz elemszdma

A=B;CoD ha A, akkor B; C akkor és csak akkor, ha D

[a: b]

a, b zart intervallum

[a: 6]

a, b balrdl zdrt, jobbrél nyitott intervallum

Ja; ]

a, b balrél nyitott, jobbrdl zdrt intervallum

Ja; b[

a. b nyitott intervallum

n! n faktoridlis: n!=n-(n-1)-(n=2)-...-2-1
fxk> az f fiiggvény hozzarendelési szabdlya
flxg) az f figgvény helyettesitési értéke az x;, helyen
[ x| az x szdm abszolit értéke

[x] az x szdm egészrésze

{x} az x szdm tortrésze

Jx az x szdm négyzetgydke

fx az x szam n-edik gydke

alb az a szam oszt6ja a b szdmnak

(a, b) az a és b szim legnagyobb kozos osztdja

[a, b] az a és b szdm legkisebb kozos tébbszirose
AB az A pontbdl B pontba mutaté vektor

@0 a vektor, nullvektor

< sz0g i




Feladalok

Sorozalok

Fiiggvények
tulajdonsagai

Differencial-
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AZ ANALIZIS ELEMEI

SOROZATOK

A sorozat fogalma
Irjuk fel a kovetkez sorozatok els6 négy tagjat, és dbrdzoljuk Sket szdmegyenesen.
a) a,=0,5n-2; b) b,=n3—4n?, &) &= |a® —dn 3
d) d,=3+(-1)"*1; €) =2+ £) f,=cos(nm);
n-35
8) 8u=
n+l’

({2 Szamitsuk ki a kovetkez§ mértani sorozatokban a megjeldlt tagokat.
a) ay=6, g=1; ay és ay b) by=3, g=-1; by és by; c) cy=-4, q=2; cgés cqp;
d) dy=27,q9=3 dyésds; e e=1,¢,=8; e;és ¢35  f) =5, £=20; fy és fi.

A sorozatok tulajdonsagai I. Korlatossag és monotonitas

LE) Vizsgdljuk meg a kovetkezd sorozatokat monotonitds és korldtossdg szempontjabol.

2 4 3n 44 3n

a) ﬂn=§?’t—7; b) bn=7——4~; C) C”=7_4n;
3n-5 5

d)d,= =—3 e) e,=2+1gn; f) [,=2n"-Tn+9;
n-+1
2 2 2 2.

g) g,= —_—t—t .t —
3 5 57 7-9 2n+1)-(2n+3)
_1yn+l . _ 1\Tn+2 |

n) h”:( 1) (n+1D+(-1) (7n+2).

8n+3

Bizonyitsuk be, hogy az a, = log,n sorozat feliilr6l nem korlétos.

[IE Létezik-e kozos része az egyes intervallum-sorozatoknak? Melyek egymdsba dgyazottak?

|
&) L=|2~— 34— : b) J,=[nn+2]; ) K, = 1+i;2+2;
2” 3f’1 "y "
2
d) L,1=|:2-+-i;2+ﬁ]; e) Mn:]—n; n[; i N”:]l()_l;l()_,_l[;
n n n n
1 1
g) OH=]10;10+{I; h) Pn:[:10;10+~|:.
n n
Déntsiik el, hogy a kovetkezd sorozatok monoton névék vagy csikkendk.
! 5 !
a) a,,:M; b) b="1; o C”:(n+3).'
S 5 (n—1)
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SOROZATOK

[{lFd Keressiink olyan természetes szimokbél dllé novekvé sorozatot, amelyben barmely két egymads
utdn kovetkezd tag Osszege egyenld a kiilonbségiik négyzetével.

A sorozatok tulajdonsagai Il. A hatarérték fogalma

I} Adjuk meg a kovetkezd kornyezeteket intervallumként, az intervallumokat pedig kdrnyezetként
(azaz P kozéppontjdval és e sugardval).

a) P=6, e=2; b) P=-1, e=1; ¢) P=23, £=32;
d) P=+5 e=1+45; e) I={xeR|2<x<4,6}; fr J=P7530:
g) K=1-18;36/[; h) L=]-5;-2,7[.

[} Adjunk példat olyan nem monoton sorozatra, amelynek a hatérértéke 10.

Qi) Adjunk e-hoz kiiszibszdmot, ha tudjuk, hogy {a,} — A:
_ 2
L A=1, £=0,1; b =t s sl
n+2 n-—100

c) a,=%7, A=1, £=3.10-3

a) a,=

[l Hatdrozzuk meg a kovetkezd sorozatok hatarértékét. Adjuk meg az £=10" 3 értékhez tartozéd

kiiszobszamokat. w0 oy g b
P 7 (o, 5n-3 . 5-3n
a) dy=——"7: \b) b = e = $
A 2n+3 ) b= dn+1’ )\ " Tn-2
* n—11 ’ n?—4n+3
Al ———— e) e, =—— =
A n n?+4n+3 ) e nesp=
Adjuk meg a kivetkezd sorozatok hatdrértékét. TetszSleges &-hoz hatdrozzuk meg a kiisz6bsza-
mokat.
Lo
a) 2010 ; b) Iln+5 : ¢) i'12 n+5 .
In+1 Tn-3 3nc+2n+3

[1fk) Bizonyitsuk be, hogy a kovetkez§ sorozatoknak nincs hatdrértéke.
D+ D+ (D)2 (Tn +2)
8n+3 '

nw
a) a"=c0si; b) b, =

[{E) Adjunk meg olyan sorozatot, amelynek elemei kozétt az dsszes pozitiv egész szam reciproka
el6fordul, mads szamok nem szerepelnek benne, és a sorozatnak nincs hatdrértéke.

A sorozatok tulajdonsagai Ill. Konvergens sorozatok tulajdonsagai

[l Vizsgdljuk meg, melyik sorozat korldtos, monoton, konvergens. Adjuk meg hatdraikat is.

@ a, =225, ) b= T ¢) ;= 02" d) d,=40.9:

e) enzcos (HTCJG f) fn:(ml)”iz; g) gn:(_l)"nz
2 n



Nevezetes sorozatok hatarértékei |.

[0 Trjuk fel két egész szdm hdnyadosaként a kovetkezd végtelen szakaszos tizedes torteket.
a) 1,4 b) 2,14; c) 3,214; d) 4,3214.

Adjuk meg tort alakban az 52,261565 végtelen szakaszos tizedes tortet.
Igazoljuk, hogy 3,99999... = 4 (a végtelen sok tizedesjegy mindegyike 9).

Képzeljiik el a kdvetkezd alakzatot! Induljunk ki egy négyzetbdl, harmadoljuk minden oldalat, és
a koz€psd harmadokra kifelé rajzoljunk djabb négyzeteket. Az igy 1étrejott kiilsG hatarold szaka-
szokat ismét harmadoljuk, majd a kozépsd harmadokra kifelé rajzoljunk négyzeteket — és igy tovibb,
folytassuk a végtelenségig az eljdrdst. Mekkora a végiil kialakuld alakzat teriilete? Mekkora a keriilete?

Nevezetes sorozatok hatarértékei Il. Miiveletek konvergens

sorozatokkal
(@) Hatirozzuk meg a kivetkezs hatdrértékeket:
o m At e ¢) lim ,
n—eslln-"7 n—ee 9n — 22 n—eo 212 — 511
2 2
& Tin 13n 4n+1; o) Tm 2:15n+312; #) lim 8n +5n+4;
n—e i+ 100 n—eo - —4n — 1 Jz—>w3l‘£2—7n+1]
3 2 o
o T S, 5 1im1+5+9+“';’(4” 3),
n—yoo 1+n6 n—poe 13n*

o B2

[I74l] Hatirozzuk meg a kovetkezd hatdrértékeket:

a) 1im(v3n+10 - \3n); b) 1lim(v4n? =6 - 2n); ¢) lim(V2n+8 —n+2);

n—ree n—reo n—roo
d) lim(Vn2+n -2 -1).
=0

@A Hatirozzuk meg a kivetkezd hatarértékeket:

. 1 . nZ+2 , JIn+s
a) lim : b) lim : ¢) lim ——rrs .
) n—e\ 8n+1 4 n—w \02+5 ) n;w1+\/9n+l
2
d) lim?.n—S n +2.

n—e +f25p2+ 1

ikR) Szamitsuk ki a kovetkezd sorozatok hatarértékét:

a) {thon+324}; b) {i\g—é}; o) {¥n+2 -Yn=4};
2010 n
d) {m+n}; e) {nzn }; f) {101(:0 }
n!
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@ 1gazoljuk, hogy ha {a,} pozitiv tagi sorozat és lim a,=a, akkor lim /a, =Va.

n—yoo H—¥ce

. n%—8n-28
[{FA Igazoljuk, hogy a lim————————=co
BAZOT, ogY & I 1001 + 593

[[F3 Hatirozzuk meg az aldbbi hatdrértékeket:
n n 2n
; 1 5 ; +
a) lim |1+ : b) lim|1——|; c) lim nts ;
n—seo n+3 n—3e0 n n—el\n+1

Vegyes feladatok

177 Adjuk meg az intervallumot, ha ismert a kdrnyezet kizéppontja és sugara, illetve adjuk meg a kér-
nyezet kdzéppontjdt és sugardt, ha adott az intervallum.

a) P=37 &=2; b) P=-10; £=0,001,; c) P=§; £=%;
6 22
) 1126, 13.2[; ¢) 1-0.5: 1.8[; /) ]5;7[,
Vizsgdljuk meg monotonitds és korldtossdg szempontjdbdl az alabbi sorozatokat:
a) a,=5n+1; B) b =il c) cn=tg((zn-1)-£}
" n 4
@) Sejtsiik meg a kovetkezd sorozatok hatdrértékét. Igazoljuk gy, hogy barmely e-hoz kiiszGbszdmot
/ adunk meg.
3n—-6 n+2
= : b) b,=———.
@) n+s ) b it —28
[EN Vizsgdljuk meg, melyik sorozat korldtos, monoton, konvergens. Adjuk meg hatdraikat is.
on + 10 n->5 L
= i b) b,= ; =0,99%; d) d,=|1+—1.
a) aJI 3}1 ) n n+ 10 C) C” ) 1 [ 2”]
[@ED) Hatarozzuk meg a kivetkezd hatdrértékeket:
P n
a) lim(\/n+2—\/ﬁ); b) lim M; ¢) lim 2—
n—soo n—eo14n — 35 n—>wI’£10

@R Egy egységnégyzet egyik oldaldt harmadoljuk, és a koz€ps6 harmad fOlé befelé irt négyzetet
tavolitsuk el. Ezutdn az iires hely legbelsd oldaldt ismét harmadoljuk, majd frjunk a kozépso
harmad [61€ kifelé négyzetet. Ezt folytassuk, véltakozva a befelé irt négyzet kivdgdsdval és a kifelé
irt négyzet hozzdaddsdval. Mennyi a keletkezett alakzat teriilete?



FUGGVENYEK TULAJDONSAGAI

Fiiggvények, érdekes fiiggvények, abrazolasuk

és alapvetd tulajdonsagaik

Az aldbbi feladatokban p periédus alatt a lehetd legkisebb pozitiv p-t, az n. alapperiédust értjiik.

a) pdros és nem pdratlan;

¢) nem pdros és nem pdratlan;

CIEE) Adjunk meg olyan fiiggvényt, amely az értelmezési tartomany4n

b) pératlan és nem paros;
d) pdros és paratlan,

IEE Bizonyitsuk be, hogy az f(x) és g(x) fiiggvény értelmezési tartomdnyédnak metszetén értelmezett
F(x) =f(x)- g(x) szorzatfiiggvény akkor

a) pdros, ha mindkettd pdros vagy mindkettd pdratlan;

b) pératlan, ha egyik pdros, mdsik pdratlan;

¢) p szerint periodikus, ha mindkét fiiggvény p szerint periodikus.

d) Igaz-e a fenti dllitdsok megforditisa? Adjunk ellenpéldat, ha nem.

e) Tegyiik fel, hogy f(x) p szerint periodikus, és F(x) = f(x)- g(x) is az. Igaz-e, hogy ekkor g(x) is
p szerint periodikus? Mivel kell kiegésziteniink a feltételeket, hogy igaz legyen az llitds?

[ Allapitsuk meg az aldbbi fiiggvények természetes értelmezési tartomanyit és értékkészletét. Vizs-
gdljuk meg tulajdonsdgaikat (monotonitas, korldtossig, szélsGérték, periodikussdg). Amennyiben

lehetséges, vizoljuk a fliggvénygirbéket koordinata-rendszerben.

}\Ka(x)=x+2-|x|;

d) dix) =|-2x2 + 16x-30[; e} e(x)=%x2~2-|xl;

g) g0 =Ixl;

B J@) =9 —x%

m) m(x) = sin 2x;

p) plx) =lg(sinx);

s) s(x)= {

b) b(x) = 2x + | xl;

¢} ey =22 =2x—3

f) fx)=+x% - 6x+9;

h) h(x)=\/m-sgnx; i) i(x)=—v3-x;
2 1

k) k(x)=T1+1; [) f(x)=x2_4;

n) n(x) = 2cos(x + 7m); 0) o(x)=|lg|xl|;

q) q(x) = 2°05%; r} gy =2-14;

1, ha xe]2k2k+1], keZ,
2, ha zelk+1:2k+2], kcZ

@D Allapitsuk meg, pirosak vagy paratlanok az aldbbi fiiggvények. Vizoljuk grafikonjaikat.

a) a: R—->R,

c) c: R=>R,

e) e: [—2; 1] - R, e(x)=

_ 4.
a(x) = 2x,

cx)=|x-1|+|x+ [

X2 —3x
x-3

3

b) b: R— R, b(x)=%x3;
2

& & Fri1]sn, aye=t—F
x-3
3 L2

N F 22 SR, f0)=——
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g) g2R—=R, g(x) =x-sinx; h) h: R—> R, h(x)=x-cosux;

i) i: RO} > R, i(x)=%,
X

Allapitsuk meg a kovetkez6 fiiggvények értelmezési tartomanyat, értékkészletét és szélsGértékeit.
Van-e a fiiggvények kozott alulrdl, feliilrél korldtos? Ha igen, melyik? Vazoljuk a gorbéket.

1
a) f) =2+ =5, B o) = x4+
% x
c) h(:c):x"+L (ne?), d) 1'(x)=x+2 (aeR*).
X %
Hatdrozzuk meg az aldbbi fliggvények periédusit:
1
a) f(x)=cos [EXJ; b) g(x) = sin3x;
¢) h(x) = {x} + {2x); d) i(x):sin%+cos§;

e) j(x):sin£+cos% (a,be Q).
a

Vizsgiljuk meg a kovetkezd fiiggvények értelmezési tartomdnyat, értékkészletét, tulajdonsagait,
és vazoljuk a fiiggvények grafikonjat.

a) a(x) = [x]% b) b(x) = {x}% ¢) (0 =[x; d) d(x) = {x*};

e) e(x)=x-[x]; f) f) =[x {x}; g) gx)=x-{x}.

Adjuk meg a kovetkez6 fliggvények értelmezési tartomdanyiit, értékkészletét, periddusit, és vazoljuk
a fliggvények grafikonjat.

a) f(x) = [sinx]; b) g(x) = {sinx}; &} ix)y=42smx}.

Korldtosak-¢ az aldbbi fiiggvények? Ha igen, adjunk meg also, fels§ korlatokat. Hatdrozzuk meg
szélsGeértékeik helyét és értékét is.

a) f(x) =3sinx + 4cos x; b) g(x) = asinx + bcosx (a, b e R).
Periodikusak-e az aldbbi fiiggvények? Amelyik az, annak dllapitsuk meg a periédusat. Bizonyitsuk is

allitdsunkat.
a) f(x) =sin{x}; b) g(x) = sin[x]; ¢) h(x) = {x} +sinx.

Fliggvények hatarértéke

Hatdrozzuk meg az dbran vdzolt f(x) fliggvény hatdrérickeit
az x;=-2, x,=-1, x3=1 és x, =2 véges pontokban, illetve .,
+eo-ben és —eo-ben. (A szaggatottal jelolt részek utdn a fiiggvény ' 3
menete mar nem valtozik.)




AZ ANALiZIS ELEMEI

[} Hatdrozzuk meg a kovetkezd fiiggvények hatarértékét a megadott véges pontban.

a) lim(3x — 2); _b)-tim (x2 - 5x + 2); ¢) lim
<7 x—=3 x—-1 is0E—2"
d) lim sgnx; el limv/x+4; f) limsin x.

x—-5 x—=5 X—=T

{il) Hatdrozzuk meg a kivetkezd fliggvények hatdrériékét a megadott , toréspontban’.

, {Zx—l, ha x>2, {x2+3 ha x>1, . {x3, ha xe@,
a) lim

b) Iim ¢) lim i
x=2 3, ha x<2; x>l |2x+2, ha x<l1; x—=0|—x, ha xe@.

Hatarozzuk meg a fiiggvények hatdrértékét az értelmezési tartomanyukon k1vu]1 pontban.

g lim* -2 B tim S, g w22,
=0 X ~" x=0%x° +x°—2x x—=3 x-3
. _ 2
d) lim -8 (e lim Y L f) lim LM
r—2x2 4’ = el B x4 x2+Tx+12°

) lim . - 2]
5 asl\l—x  1-x2)

Vizsgéljuk meg az aldbbi fiiggvények jobb és bal oldali hatdrértékét a kérdéses pontban.

: x2, ha x21 lgx, ha x>0
l o ; b lm x H Ly l > L]
a) b L ) \Ll{x+l ha x>1; ¢) x—0| x¥3, ha x<0:
. ] 1 2-1
d) lim e) lim T 1) hm—
x—22x-2 x—=-1(x +1) aolx?—2x+1

A lim L 1 nevezetes hatdrérték segitségével adjuk meg az aldbbi fiiggvények adott pontbeli
ggveny P

x—=0 X
hatarértékét. )
T stx; b/ lim sm(xﬁﬂ:); S\ sme
230 &% 7 xom X—T ~_x—0 3x
23 t 2
a2 i I %, e) lim =2, F} By
=0 2x =0 X x—0 1 —cosx’
. l—cosx . ~1—cos2x . .. Sinx
g) lim———; h) lim —————; i) lim 2
x—=0 X x—0 X X2 X—1
Hatdrozzuk meg a kovetkezd fiiggvények végtelenben vett hatdrértékét.
3x+1 A 2x2 +500x 7 Ax2-10
a) lim b) i m———-= ¢) lim —————;
\ r—mx—lOO \—> o x-—10 = x—e Xx+1
- CI)
d) Iim(«.n‘x2+27x); e) lim(+/2x+ g\/x_l); f) lim (i-x};
X—oo " x=—deo X—oo x+1
£2) lim [sin x|
] Xx—>—ec0 X



Fiiggvény folytonossaga

[@ED Igazoljuk a folytonossdg Heine-féle definicidjdval, hogy az aldbbi fiiggvények az x, = 2 pontban
folytonosak:

alf:R=R, fX)=x2-3x+1; b) g R\(-1;1} >R, gx)= £+2

21

Igazoljuk a Cauchy-féle definicidval, hogy a fliggvények folytonosak az xy =4 pontban.
a) f: R—> R, f(x)=5x+2; b) g Rj >R, g(x)=+x.

[EA Igazoljuk jobb és bal oldali fiiggvényhatdrérték segitségével, hogy folytonosak a valds szdmokon
értelmezett fliggvények a jelzett pontban:

x, ha x<l, _
“)f(x):{(x—z)z, W oFal, W5

249
FrE ha xef2-2),

2_
@g(x): . ? x5 =-2,

—, ha xe{2;-2},
| x|

[@ER) Bizonyitsuk be, hogy a 6020. feladat b) részében szerepld fiiggvény az x, =2 helyen nem folytonos.
EED 1gazoljuk, hogy a kévetkezd fiiggvények az x, = 0 pontban nem folytonosak:
1
a) f(x) = (x=1)*-sgnx; b) gx)=—5

1
sin—, ha x=#0,
¢) h(x)= X

0, ha x=0.

[ Mely pontokban folytonosak a kisvetkezd fiiggvények?

. x2-6x+8, ha xeR\Z,
“)f(x):{ 3, ha xeZ;

covx. ha % e}R\{k%, keZ},

b) glx)= |
~. ha xe{k-ﬁ, keZ}.
2 3

[ED Adjuk meg tigy a paraméter(ek) értékét, hogy a fiiggvény mindeniitt folytonos legyen.

~(x>+4x+1), ha x<-I, ~(x+4x+1), ha x<-I,
= b =
B e { 2x+b, ha x2-I; —— { 2ax+b, ha x>-l;

—(x2+4x+1), ha x<-I,
c) h(x)=7 xZ+ax+b, ha -15x<2,
~#ebr-3, ha @2



AZ ANALIZIS ELEMEI

Vegyes feladatok

[E Allapitsuk meg az aldbbi fiiggvények természetes értelmezési tartomanyat és értékkészletét.
Vizsgaljuk meg tulajdonsdgaikat (monotonitds, korldtossdg, szélsGérték, paritds, periodikussag).
Viazoljuk a fiiggvénygorbéket koordinata-rendszerben.

a) fx)=-(x+2*+ I; b) g(x) = Vx+4:

¢) h(x) =—cos2x.

[iEf) Hatdrozzuk meg a kovetkezd hatdrériékeket:

5_19,3
a) lim(x2+1); b) lim & 22x ;
_— x—=0 X
-1
¢) lim(x+1)-sgnx; & G g v B el
e x=0| 1, ha x<0;
gf T sin3(x + 7)

x—-n 2(x + 1)

[E) Vizsgdljuk meg, hogy folytonosak-e az aldbbi fiiggvények a megadott pontban:

a) fx)=3x*+4x2-6x+2, x5=1; b) g(x):igu, Fy=D
P
x+1
h(x) = , Xp=-1.
¢) h(x) gt M

(Y Adjuk meg b paraméter értékét Ggy, hogy a fiiggvény folytonos legyen az xy=b és x, =—b
helyeken.
x-sgn(x), ha |x|<b,

3, kuldnben.

f(x)={



DIFFERENCIALSZAMITAS

A differencialhanyados fogalma

Szeld, érintd

(1) Hatdrozzuk meg az aldbbi fiiggvények megadott pontokon dtmend szelGinek meredekségét.

a) f(x)=x2— I; xy==1, x,=3; b) g(x)=\/m; x1=0,x=3;
c) h(x)=cosx+2; x;=0, x5 = %; d) ix)=27%x=-2, = L.
(1) Adjuk meg az aldbbi fiiggvények megadott pontokon dtmend szelGinek egyenletét.
a) fRy=x-2x2-x+2; X = =3 b) g(x)=§; X =%, X, =1;
¢) hx)=tex; xi=0x= %; d) i(x)=log;(x=2)+1; x;=5, x,=7.

@TR) Bizonyitsuk be, hogy az f(x) = 0,5(x — 1)2 + 2 fiiggvénynek érintje az y = 2x — 2 egyenes.
Melyik pontban valdsul meg az érintés?

. 1 e . p
Igazoljuk, hogy a g(x) = —— + 2 fiiggvényt érinti az y =—x + 5 egyenes. Melyik pontban valdsul
meg az érintés? x=35

[ Hatirozzuk meg b értékét tgy, hogy az y=—2x + b egyenes érintse az f(x) = 2x> —3x + 1 filggvényt.

Adjuk meg b értékét gy, hogy az y = x + b egyenes érintse a y
g(x)=+/x+1 fiiggvényt. 4

Hatdrozzuk meg m értékét gy, hogy az y =mx— 1 egyenes érintGje legyen az f(x) = —x? + x -2
fliggvénynek. Abrazoljuk is a fiiggvényeket.

(i) Szamitsuk ki m azon értékeit, melyekre az y = mx + 3 egyenes érinti a g(x)=—v-x+1+2

fliggvényt.
Tudjuk, hogy egy normdl alldsti paraboldt érintenek az y = 2x és .
v =-2x egyenesek. Adjuk meg az Gsszes lehetséges, emlitett feltéte- 4 y=2

leknek megfeleld parabola egyenletét.

3 1 X




a) Egy masodfoku fiiggvénynek ismert harom érintdje:
(Dy=-x-05  (2)y=2x-8 (3)y=-3x-05.
Hatdrozzuk meg a fiiggvény explicit képletét!

b) Vizsgaljuk meg, hogy hdrom tetszGlegesen adott egyenes milyen feltételek mellett érintGje
ugyanazon masodfoku fliggvénynek!

Differencia- és differencialhanyados

T0E) irjuk fel a megadott Xo pontban az aldbbi fiiggvény differenciahdnyadosit a lehetd legegyszeriibb

formaban.
a) xg=7;, fx)=-2x+1; b) x9=2; f(x)=3x2-5;
¢) xo=-2 f(x)=+x+3; d) xg=-5; f00)= %J,z;

e) xp=0; f(x)=2tgx

[{IfA Szamitsuk ki az adott fiiggvény adott x;, pontbeli differencidlhdnyadosit.

a) xg=-8; f(x)=3x-2; b) xg=1; f(x)=6x2+2x—4;
¢) xp=3; f(x):Q\/_; d) xg=-2; f(x)=%x3

1
f)xo—os f(x)—m

B Trjuk fel az aldbbi fiiggvény adott pontbeli érintdjének egyenletét:
a) f)=2x*-x+3, x=3; b) g(x) =—(x +3)? + 3, Xy=~1;

O MO=2-2, xp=4 ) D=3, m=4
X

¢g) =8 +42 wm=1.
Bizonyitsuk be, hogy egyik aldbbi fiiggvény sem differencidlhaté a megadott x, pontban. Sgn x

az elGjelfiiggvény:
-1, ha x<0,
segnx=4 0, ha x=0, xeR.
1, ha =0,
3
a) flx) =2 x=0; b) gx) =sgn(x®-4); xy=-2;
X
1
-1)2+1, h 2, —., h ,
o) iy Ol B EER e @ =il ™ T gm0
NJx—=1+1, ha x>2,
0, ha x=0,

e) jx)=x, Dj=]-oo,~1] U {0} U[1,e[; x5=0

i Adjuk meg a differencidlhdnyados definicitja szerint a fiiggvény derivéltfiiggvényét az értelmezési
tartoményon. Abrazoljuk a fiiggvényt és derivaltjat egy koordindta-rendszerben.
a) f)=2x—172+1; b) g(x)=x%2—-3x+3;

¢) h(x)= —

2+2; d) ix)y=~x—-1+1.



Miiveletek differencialhatd fiiggvényekkel

6076, A hatvanyfiiggvény derivaltjdt és a fiiggvények konstansszorosdra, dsszegére, kiilonbségére vonat-
“koz6 derivalisi szabélyokat alkalmazva hatdrozzuk meg a kovetkezd fiiggvények derivaltjait:

a) a(x) =2x-1; /b' b(x)=—3x+2;

A cx)=3x; ;ar/) d(x) = —x N2

e) e(x)=2x%+1; f) f(x):x -

s =-3x2+Tx +9; /'i) h(x) = ﬁxﬁéxm;

1) ifx)=2x" 3% j) == +3x-2;

W kO =53 + 262~ 5% —6; M) i) = \fﬁ +%—%x2+x 1,

({i7F) Ahatvanyfiiggvény derivdltjét és a fiiggvények konstansszoroséra, sszegére, kiilonbségére vonat-
kozé derivdlasi szabdlyokat alkalmazva hatdrozzuk meg az aldbbi fliggvények deriviltjait:

af a(x) = (2x)%; b) b(x) = Tx81 — 9x25,
¢) clx)= %xﬁ - éxs + %x“; l‘)dfd(x) =617 + (7x)% + 8% + (9x)%;
e) elx)=5x%* + 2519, f ) FC) ==10x08 4 3504,
3 2 1 7 2
/g’} g(x) = x4 +6x3; h) h(x) = 3x6 — 4x2 +2,5x5;
_4
i) =455 7) jx) =5x"104+7x 9;
k) k(x)=6x" D I(x) =2x"*5;
Ey
—m)-m(x) = (6 + \@) x6*‘/§; Calap(x) = V2xV2

ﬁm [rjuk 4t a fiiggvényeket hatvany alakba (tort-, illetve negativ kitevével), majd deriviljuk Sket
| a konstansszorosra, dsszegre, kiilonbségre vonatkozd szabdlyokat alkalmazva. A derivdltakat
© irjuk fel djra gyokas, illetve tort formdban.

a) a(x)=~Ix -3; /Mb(x)=5\/}; \ c) c(x) =3J7x;
d) d(x)=10-3x; e) e(x)=2-%5x; /fj’f(x)=§x \/F
L s =+ T ) e = R i) i) =—
j) =2 0 k) = D 10 =22,
JC x
7 I 2 1 xt-2
mmw=Tas(L-2) =L o) oty = X352
x+1
p) plx) = T



Gl Derivdljuk az aldbbi trigonometrikus fiiggvényeket:

(7 .
@ a(x) = sinx + 2;

: ¢) c(x) =sinx+ cosx;
te) e(x) =—sinx + 5cosx;

N g) g(x) =sin?x + cos?x;

‘a) a(x) = 3%
c) c(x) = 23,

e) e(x') = "TF (3x)4 + 22 _ 43x,
“g) g(x) = log, x;

i) i(x) =Tlogsx;

k) k(x)= %ln X

[l Felhasznalva az alapderivaltakat, valamint a szorzdsra és hanyadosra vonatkozé szabdlyt, derivaljuk

__az alabbi fiiggvényeket:

\a\)ga(x) =x*-Yx;

e) e(x) =x° sinx;
g) 8(x) =tgx;

i) i(x)=x-Inx;

Felhaszndlva az alapderiviltakat €s az Osszetett fiiggvényre vonatkoz6 szabdlyt, derivaljuk az aldbbi

' fiiggvényeket:
) a(x) = (5x +3)%
\ '5),} c(x) = (&* — 3x2 + 5x)10;
“e). e(x) =Vx> - 5x% +Tx;
g) g(x) =sin’x;

i) i(x)=.sin(5x+7m);

k) k(x)=tg?3x;
_m) m(x) = In/x;

Q');\.Jo(x) = In(cos 3x).

[Ifik] Deriviljuk a kovetkezd fiiggvényeket:

a) Fx)=3J3x% + 1 — 4(2x — 1) (x82 + x-6)’

b) g(x)=sin"34x tg(m—x) + sinx-ctgx;

d) i(x) = (sinx)*;

b) b(x) = 3cosx;
d) d(x) = 4sinx — cos x;
S@ f(x) = —cosx — msin x;

@h(x) =3sinx + 4cosx — +/2sin x.

LIED) | Derivéljuk a kdvetkezd exponencidlis és logaritmusfiiggvényeket:

b) b(x)=4-5%
dpd(x) =3e*;
f) f(x)=4lnx;
h) h(x) = 5lgx;
J) J(x) = 6lnx — 3logsx;

b) b(x) = (3 + 2x)(x” - 3x5 + 5x2);

4x2 4 x06
G
f) f(x)=sinx-cosx;
h) h(x) =ctgx;

B e,
X

d) d(x) =

b) b(x) = 2(6 - 4x2);

d) d(x)=3x+1;

f) fx)=10-x* - 2x2 + 6x;
h) h(x) = cos®2x;

4

j) j(x) = sin2x-cos*x;

Y iw= 2L
x—1

n) ”(x) = esinx;

7 3

“x2+200x

43 .
x4 —3x2

x-1 _ex3—3x+].

c) h(x)=1In
x+1

e) j(x) = (Inx)".



Néhany konkrét fiiggvény derivaltfiiggvénye

T[] Lehet-e a piros fiiggvény a kék derivaltja?

a) y b) N\—/ c) vk
| \ 1

d) yA e) y

e i

Adjunk meg egy fiiggvényt, melynek deriviltja a kivetkezo:
a) a'(x)=5; b) b'(x) = 2x; ¢) ' (x)=4x—2;
d) d'(x) = 5x1; e) €(x)=+x; ) Fx=x2

g) g =x*+x3+x2+x+1; h) K(x)=-cosx.

Mirdl informal a differencialhanyados?

Erintd
frjuk fel a fiiggvény adott helyen tekintett érintdjének egyenletét. Haszndljuk a derivaltfiggvényt.
a) f(x)=-0,2x%+6x+3, x5=5; b) g)=x"T+x, x9=1;
. 5 b2 T . tgx )
¢) h(x) =2sin"x-cosx, xp= -3 X = Fe d) i(x)=—=—, xg=m;
X
e) j(x) =€, xp= —73{

Derivalt és szélsdérték kapcsolata

Allapitsuk meg a kivetkezd fiiggvények derivaltjainak zérushelyét, amennyiben létezik.

a) a(x)=28; b) b(x) =3x-2; c) c(x) =x%-17,

d) d(x)=-x%+ 5x; e) e(x) =4x% +3x-9; f) f(x)=—3x2+8x—2;
g) gx)=2(x-3%+1; h) h(x)=—(5x + T)* - 3; i) i(x) = x3 —4x%;

j) j(x) =2x3 — 3x2 - 36x; k) k(x)=(x+2)7-6; ) lx)=5x2-11°+8;
m) m(x) =/2x+6; n) n(x) =+x2 - 3x; 0) o(x) = 3—x2+3x;

p) P = 9 o =——: ) = s

s) s(x) = sin (3x2); t) t(x) = ctg mx.



A derivdlt segitségével dontsiik el, lehet-e szélsGértéke a fiiggvényeknek az adott pontokban.
gha=1, %=10, fH=2*-28+%
b) xy=-7, %,=2, g(x)=2x+ 15x2 - 84x + 106;
) xy==1, X3=~2, x3=7, h(x)=5x0+18x5 - 22,5x* - 90x3 + 30x2 + 180x + 13:

d) x=3k- g, i(x) = cos (), ahol k € Z.

CIEE) A derivdlt segitségével dontsiik el, hogy a megadott pontokban maximuma van-e az aldbbi fiigg-
vényeknek. (A maximum lehet helyi vagy globilis is.)

glx=1l, =3 fO=-x2+6x+3;
b) xj=-1, x,=1, x3=2, x=3, g(x)=025x*-2x3+ 5,5%% — 6x + 7.2:
c) x=0, h(x)=-tg (xz);

d) x=+kr, i(x)=sin [xz - g}, ahol k € Z},.

Hatdrozzuk meg, hol van minimuma (akdr helyi, akdr globdlis) a kovetkezd fiiggvényeknek.
Mennyi a fiiggvényminimum értéke?

a) f(x)=2x*—10x+5; %g(x)=x3+ 1.5¢% - 6x# 1:
C) May=a" — i d) i(x) =sinx-cosx.
Hol és milyen sz€éls6értéke van az alabbi fiiggvényeknek?
a) f(x)=3x%—4x +2; ;‘j’\)"‘g(x):—%x3+2xzfx+ 13
;) h(x) = ?x ; d) i(x) = 2sinx — cos x.
(2 x“+1

Derivalt és monotonitas kapcsolata

IEF Derivdltak segitségével dontsiik el, hogy az aldbbi fiiggvények az adott intervallumokon monoton

novék-e.
a) a(x) = 1,001x-3; |—ee;5]; b) b(x)=3x*+1; [0;2];
c) cx)=-x*+2x+5; [-5;2]; d) dx)=x*+x% [-3;-2] u0;2];
e) e(x)=—x-3x*+4x+5; J0;1[; F) o) = =i J-es; 0];
x2+0,5
g) g(x):iz; ]-e0;0]; h) h(x) =vx?+3x+2; [-2;2];
X
L 3 3 1 - 0L ., |® 5m
i) i) =x +x=3; J—eo;eaf; J) o) =sinde |25
k) k(x) =tg (x - %J J-m;0[; 1) I(x)=x-sinx; [0; g]
[{TF) Derivaltak segitségével keressiik meg, mely intervallumokon monoton csékkendk a kovetkezd
fiiggvények:
a) fX)=-x2+3x+4; b) gx)=x>-4x2 + 6x - 3;
c) h(x):z—l—; d) i(x)=tgx+ctgx.
xt—x-2
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(itE) Csomagoldlizemiinkbe nemrég 4j gépsor érkezett, amellyel

Hatdrozzuk meg derivéltak segitségével az adott fiiggvények monotonitdsi viszonyait.
a) fix)=8x+72; b) gx) =x2-2x+8;
¢) h(x)=2x3 +x2 - 4x-5; d) i(x)=x"+3x0+x°.

Szelsdoérték-feladatok

Liver Pal gyerekkora 6ta nagyon szeret focizni. Kisiskolds volt,
amikor édesapja vasdrolt 150 m dréthalét. A hdléval egy foci- Utcafronti kerités

palyat kerithettek le az udvarbdl tgy, hogy felhaszndljdk a telek e '
keritését és a 25 m hosszi hdzfalat. Mekkordk legyenek a pdlya |
méretei, ha a lehetd legnagyobb teriilet pdlyat akarjdk kiala- — f'—ﬂ,e"fl‘ﬁ s
kitani? (A héz faldra és az utcafronti kerftésre — ami gyakorlatilag Sl
tetszélegesen hosszinak tekinthetG — nem hdznak ki halot.)

Pali kozépiskolds kordban is focizik. Nem sok babér terem a szdmadra, ugyanis gyakran rig
.gyertydt” (olyan 16vést, amely fiiggélegesen felfelé szall). Milyen magas gyertydt rig Pdl,
ha az éppen aldhullni késziil labddt 75 cm magassdgban taldlja el, és ezzel v, =10 M ezds-
sebességet ad neki? s

A labda magassagat a kezdGponttél t masodperc milva az y = vyt —%tz képlet irja le, ahol

2=938 % a gravitdcios gyorsulds.
Pal beldtva sikertelenségét, a foci utdn squashra valtott. Egyik meccsén pontosan a 20 % sebes-
séggel megiitott labda irdnydra merdlegesen egy légy repiil kométosan, 2 ? sebességgel. Az lités

pillanatdban a légy épp Palival szemben repiil. A 1égy és a labda mozgdsa is tekinthetd egyenes
vonald egyenletes mozgdsnak.

A squashpdlya 9,75 m hosszi, a légy az egyik, Pali a mdsik végében van. Hdny centiméterre
keriili el egymadst a 1égy €s a labda? (Mennyi a kozéttiik levd legkisebb tdvolsdg?)

Eszter két méter hosszi drotbol egy téglatest alakd papirdoboz élvazit szeretné elkésziteni. Annyi
kikotése van, hogy a dobozka pontosan 5 cm-rel legyen szélesebb, mint amilyen magas (hosszu-
sdga barmekkora lehet). Segitsiink neki: mekkordk a doboz méretei, ha a lehetd legnagyobb tér-
fogatli dobozt akarja elkésziteni a drétbol? (A téglatest térfogata az élek szorzata.)

30cm

30 cm oldald, négyzet formdja kartonlapokbdl szabdlyos nyole-
szdg alapi dobozokat tudunk formara vagni és hajtogatni. Mek-
kordra allitsuk be a gépen a doboz magassagit, hogy a lehetd
legnagyobb térfogati dobozokat allithassuk el§? (A doboz tér-
fogatdt az alapteriilet és a magassag szorzataként kapjuk meg.)




Egy 75m magas és 6 m dtmérdjd hengeres torony tetején 25 m magas, kiip alakd kupola taldl-
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hato (az épiilet 6sszesen 100 m magas, a kupola illeszkedik a hengerre). A torony kizepébe egy
kor alaki liftet épitenek tgy, hogy a lift a lehetd legtdbb embert vigye fel egyszerre a toronyba
(a lift kupoldba esd térfogata maximdlis legyen). Mekkora atmérdji liftet tervezzenek a toronyba?
(Az R sugari, m magassdgi henger térfogata V=R2-7-m.)

Az AC talapzatra épitettiink egy csuklds-teleszkdpos szerkezetet.
Ez a szerkezet szétestisztathaté AE napelemtédblékat emel fel
az A pont koriili forgatdssal a Nap dllisanak megfelelGen. A BD & E
¢s BF merevitdk is teleszkdposak. Hany fokos sz0g esetén lesz
a merevitSk dsszhossza a legnagyobb, ha a B pont A-t6l 2 mé-
terre, C-t6l 3 méterre taldlhat6? (D, E, F pontokban derékszdgek
vannak.)

(@B Egy hegy ald a mémokok forditott parabola keresztmetszeti, egyenes alagutat terveztek. Az alagut

15 m magas és a legaljan 10 m széles. Mekkora lehet annak a legnagyobb kamionnak a téglalap
alaku keresztmetszete (szélessége és magassaga), amely még éppen 4t tud hajtani az alagiiton?
(Az alagiit egysdvos, villanyrenddr szabdlyozza a haladds irdnyit.)

(L) Gdz Géza hivatdsos partibiciklista, a cégének tobb kiilonbozé

hosszisdgti tandem kerékpérja van. (A partibiciklista kerékparral
szdllit utasokat.) Legiijabb meghizisa egy viszonylag sziik (2,5 m
széles) utcdba sz6l, ahovd csak egy arra merdleges, 4 m széles
utcdbol lehet behajtani. Legfeljebb hiny iiléses kerékpdrral
induljon, hogy be tudjon kanyarodni az utcdba? (A kihajtds mdr nem okoz gondot, mert egy
soksdvos sugdritra kell kifordulnia. Egy f6re dtlagosan 1,5 méternyi kerékpart lehet szamitani.)

A 30 cm atmérGjl pizza alapjat készitéskor négy egyforma részre vagjik. Feltétnek minden
szeletre egy téglalap alaki felvdgottat tesznek ligy, hogy a felvagott két sarka a koriven legyen, két
sarka pedig a két hatdrol6 sugdrra essen (a felvigott egyik éle parhuzamos a pizzaszelet szimmetria-
tengelyével).

a) Mekkora lehet a legnagyobb teriileti felvdgott, amelyet ebben a formiban erre a pizzara
siitnek?

b) Hatdrozzuk meg a felvdgott méreteit, ha a pizzdt nem négy, hanem n egybevagd részre osztjak,
€s gy tesznek minden szeletre egy téglalap alakd felvagottat.

Derivalt derivaltja. Mirl informal a masodik derivalt?

Deriviljuk kétszer az aldbbi fiiggvényeket:

a) a(x) =5x + 3; b) b(x)=x2-3x-1; ¢) ¢(x) =—3x%+ 5x—13;
d) d(x) =—x3 + 5x; e) e(x)=2x3-3x2+x—6; F) f(x) =x12 4 327,
2) g = W) ==L D it = J P

X X<+ 3x

J) j(x) =sinx + cosx.

Hényszor kell derivdlnunk a szinusz- és koszinuszfiiggvényt ahhoz, hogy visszakapjuk az eredeti
fiiggvényt?
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1P Az aldbbi dbrdn egy negyedfoki fiiggvény grafikonjdnak részletét

-J—---— /‘,A__|
DIFFERENCIALSZAMITAS B =

Hatdrozzuk meg a masodik derivalt zérushelyét.
a) flx)="5x>-3; b) g(x) = 5x% —2x2 + 3x - 3;

c) h(x)=x*+x3 - 2x%; d) j(x):_li;
2x+1
e) j(x)=sinx-cosx.

Déntsiik el csak a masodik derivaltak segitségével, inflexids pontja van-e az aldbbi fliggvényeknek
az adott helyen.
a) f)=12x2-5x+3, xy=4; b) gy =x3+3x2—dx+1, xp=-1;

2 7

c) h(x)=tgx, xo=0; d) ) =xl0= 28, xgso,xlzg- -

Hatdrozzuk meg a kovetkezd fiiggvények inflexids pontjait. Adjuk meg, mely intervallumokon
konvexek, mely intervallumokon konkévak a fiiggvények. Csak a masodik deriviltat hasznéljuk.

a) f(x) =4x3 —3x% + 5x—6; b) g(x) =x*—2x° - 3x2 —dx + 2;
A x0 2t d) i(x)=2sinx+3

c) nx =— X) = 28InX + 2COSX.
)= 2076 i)

Az els és mésodik derivilt segitségével dontsiik el, hogy a fiiggvényeknek mely pontokban lehet,

és mely pontokban van szélsdériéke.

a) f(x)——x —%x +2x2 +1; b) g(x) =cosx—x.

A masodik és a harmadik derivéltak segitségével dontsiik el, mely pontokban lehet, és mely pon-
tokban van az aldbbi fiiggvényeknek inflexids pontja:

a) flx) = % : [%xs +x4 433+ 1]; b) g(x) = —cos?x;

¢) h(x) =x-Inx—x3.

Differencialhato fiiggvények vizsgalata

latjuk. Figyeljiik meg alaposan, majd egészitsiik ki a mondatokat,
hogy azok igazza viljanak!
A fiiggvénynek az dbra alapjdn

a) . helyen helyi maximuma van;
;] R— helyen helyi minimuma van;
) sssuesions helyen abszoliit maximuma van; »
d) helyen abszoliit minimuma van;
€) s helyen inflexids pontja van.
A fiiggvény az dbra alapjin
L 3 — intervallumon szigortian monoton néva;
- —— intervallumon monoton csdkken;
h) o intervallumon konvex;
) — intervallumon konkav.

J




Végezziink teljes fliggvényvizsgdlatot a kévetkezd folytonos fiiggvényeknél! Allapitsuk meg az
értelmezési tartomadnyt, a zérushelyeket (ahol lehet), a paritést, a periodikussdgot, a folytonossdgot,
a szakadasi helyeket, a hatarértékeket, a szélsdértékek mindségét, helyét és értékét, a monotonitdsi
viszonyokat, az inflexiGs pontok helyét és értékét, a konvexitdsi viszonyokat és az értékkészletet.
Abrizoljuk a vizsgélat alapjdn a fiiggvényeket.
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a) fx)=x2—x-2; b) g(x) =—x2 +2x+3; c) h(x) = x3 —4x;
d} i(x) =—x3 + 4x? — 4x; e) jx)=x5 -3 f) k(x) =4 - x2

Végezziink teljes fiiggvényvizsgélatot a kovetkez6 fiiggvényeknél! Allapitsuk meg az értelmezési
tartomdnyt, a z€érushelyeket, a szimmetriatulajdonsdgokat, a folytonossdgot, a hatarértékeket,
az alaki tulajdonsdgokat és az értékkészletet. Abrazoljuk a vizsgdlat alapjan a fiiggvényeket.

a) f(x) =§—i3; b) g(x) =tgx + ctgx; ¢) h(x) =cosx(2sinx - 1);
X X i
d) i(x)=x-Inx; e) jn=2"; £) k(x) = x*~.
X

Vegyes feladatok
Erinti-e, és ha igen, mely pontban az f(x) = —x2 + 5x + 6 fiiggvény grafikonjdt az y = 3x + 7 egyenes?
Szamitsuk ki az f(x) = x* fiiggvény differencidlhdnyadosdnak értékét az Xp =3 helyen.

Deriviljuk a kivetkezd fiiggvényeket:

a) f(x)= (x3 - 2x2) (3x2 +x - 2); b) g(x) = cos(2x)-sin(x + 7);
3
¢) Bl s d) i(x) =sin (cos (x3)).
sinx

P

Adjuk meg az aldbbi fiiggvények meghatérozott pontbeli érintGjének egyenletét.
a) f) =x3—x2+4, xy=—1; b) g(x) = x-sinx, xgzg.

Adott az f(x) =x3 — 4x> + 3x + 2 fiiggvény.

a) Hatirozzuk meg szélsGértékeit, b) Hatdrozzuk meg monotonitdsi viszonyait.
A csomagoldiizem gépsordval a 30 centiméter oldald, négyzet formaji kartonlapokbdl mér
szabdlyos hatszdg alapi dobozokat is tudunk formdra védgni és hajtogatni. Mekkoranak 4llitsuk be
a gépen a doboz magassdgdt, hogy a lehet§ legnagyobb térfogati dobozokat dllithassuk elg?
(A doboz térfogatét az alapteriilet és a magassdg szorzataként kapjuk meg.)

‘5—-6 3
Inflexiés pontja van-e az f(x) = e fiiggvénynek az adott pontokban?
X
a) xp=-2; b) x;=0; ¢) x;=1.

Végezziink teljes fiiggvényvizsgdlatot az f(x) = x3 — 6x2 + 9x fligevénynél. Allapl’tsuk meg
az értelmezési tartomdnyt, a zérushelyeit, a szimmetriatulajdonsdgait, a folytonossagit, a hatar-
ertékeit, az alaki tulajdonsdgait és az értékkészletét. Abrazoljuk is a fiiggvényt.



INTEGRALSZAMITAS

Primitiv fiiggvény

Az integrilok kiszdmitdsa utdn kinnyen ellendrizhetjiik munkénkat: derivaljuk az eredményt!
Ha jol szamoltunk, akkor a kiinduldsi fliggvényt kapjuk vissza.

7FE) Hatérozzuk meg az aldbbi fiiggvények primitiv fu,grgvenyet az értelmezési tartomanyukon.

Xa) fﬁdx, b jzxdx, \ c) 2[ (d) j4x3dx

e) Imc”*]dx; >&f) Ixsdx; g) J.2x4dx, h) J-—dx

i) ji dx; f'/}), [¥7 dx; ‘-'k)‘j.(4x3+8x73)dx;‘_,"’? ! f(x-z)(zxw)dx;
L)‘ & \F %) ijF dx; o) (e +2)2dx; >"~;) I(x—l)3dx;

q) _[ dx, _rz) I):;j dx; sfj(x+%)2dx; /?J -[J—+1

() Mi az aldbbi fiiggvények antiderivaltja? (Az e)-j) feladatokat addiciés Osszefiiggésekkel
oldjuk meg!)

‘L‘ci)/]Zsinx d#; b) J-cosx /c j

dax; d dx:
sin?x ) J.coszx

e) J-sinx-cosx dx; f) J. dx; g) Ixfl—coszx dx; h) Itgzx dx;
e N0 i

51112(2 )
i) Jcoszx dx; J) Ism xdx.

[PA Hatdrozzuk meg a kivvetkezd fliggvények hatdrozatlan integraljat.
: 2 5 x+e”*
a) |3e*dx; b) |leY) dx; c) | =dx; d A
) ) Ji) )2 ) [£2

0 [(Z+ G Lo

[P Integraljuk parciélisan a kovetkezs szorzatokat.

a) J.x-sinx dx; b) Ix-cosx dx; c) Jx-e“'zdx; d) Jx-lnx dx;
e) farcctgx dx; f) J~1nx g) {sinrcosx dx; h) Je"'-sinx dx;
i) jex -cosx dx; ) sz-e“‘dx; k) IxZ-cosx dx; D IxZ-sinx dx;

m) _[x4 cetdax.

P a) A 6126. feladat g) alpontjdban parcidlisan meghatdroztuk Isinx -cos x dx-et. Most hatarozzuk
meg ismét parcidlisan, de az elébbi megolddsunktol eltéréen! Mit tapasztalunk?

b) Hasonlitsuk dssze ezeket egyméssal és a 6124. feladat e) alpontjaban addiciés osszefiiggésekbdl
kapott eredményével. Mi az eltérés magyardzata?



Akt Hatdrozzuk meg parcidlis tortre bontdssal a kovetkezd hatdrozatlan integralokat:

2 1 10 4x +8
S NS ) NS — ik @[ g
”)I(x+1)(x+3) * )-[xz—Bx—lO - C)J‘x2+x76 * )] *

4x2 +8x+3

[P Keressiik meg a kdvetkezd tortek antiderivaltjait:

i® %7 '
a)j1+x3dx, b)jx2+4c1x, c)jx2+4dx_

GED Az osszetett fiiggvény derivdldsi szabdlya alapjan (helyettesitéses modszerrel) keressiik meg a kivet-
kezd fiiggvények primitiv fiiggvényeit:

2x ; ) . x+1 ) H o
a) -I.x2+ i dx; b) Ictgx dx; c) Im dx; d) IZx-cos(x )dx,
e) j6x2-\/x3+2 de: £} _[ : dx; g) jsinx-cosx dxt h) Isin55x-cosx dx;
x-Inx
.. rsin®x . sin 2x v £C0s? X
i) -[cossx dux; jm dx; k) _[smx-cosx g

Fiiggvénygorbe alatti teriilet meghatarozasa a kétoldali kzelités |
mdodszerével

Az aldbbi feladatokban az intervallumokat — vagy azok részintervallumait — az egyszeriség ked-
véért mindig osszuk n egyenld részre.

(EEID Osszuk fel a feladatban megadott intervallumot négy egyenld részre 6t osztépont segitségével, majd
szamoljuk ki az also és felsS kozelits téglalaptsszegeket.

a) fx)=x2+3, 1=][0;2]; b) glx)=-2x2 I=[0;1].

(25 Osszuk fel a megadott intervallumot 6t egyenld részre, majd hatdrozzuk meg a fiiggvényhez
tartozo alsé és felsd kozelild Gsszegeket.

aj I=[0:1], fa=2%

—_t=

b) I:B&;g], g(x)=sinx. (=)

=8

7]

GEE) Hatdrozzuk meg alsé és felsS kozelits osszegek segitségével az adott 7 intervallumon az f(x)
fiiggvény gorbéje és az x tengely kozotti teriiletet.

a) fx)y=x2, 1=[0;1]; b) gx)=-x2+4, I1=[0;2].

3 X
2

AEE) Hény kiilon részre kell bontanunk az aldbbi véges zdrt intervallumokat, hogy meghatdrozhassuk
az adott fiiggvények x tengellyel bezirt teriiletét? Adjuk is meg a teriiletet.

a) 1=[0;3], f) =27~ 4x+5; b) 1=[0:2], g@)=22-1;
¢) I1=[0;3], h()=-(x—172+1.



[EED Legyenek 0 < a < b tetszblegesen rogzitett valds szamok. Bizonyitsuk be, hogy az I = [a; b] inter-
vallumon az f(x) = J/x fiiggvény felsé és alsé kozelitd sszegeinek kiilonbsége 0-hoz tart.

[BED Legyenek 0 <a < b tetszdlegesen rogzitett valds szdmok.

a) Bizonyitsuk be, hogy az I = [a; b] intervallumon az f(x) = — fiiggvény felsé és alsé kozelitd
dsszegeinek kiilonbsége 0-hoz tart. *

b) Adjuk meg az el6z$ részfeladat alapjdn, hogy legaldbb hany osztdspont felvétele sziikséges
az I=[1; 2] intervallum felett az f(x) fiiggvény gorbéje és az x tengely dltal bezdrt teriiletet

s

0,01 pontossdggal torténd meghatdrozdsihoz.

Tekintsiik az 7=[0; 1] intervallumot, osszuk fel X; 0SZto-
pontokkal n egyenld részre (i=0, ..., n), majd kossiik Ossze
a szomszédos (x,-;f(xl-)), (x,- + 15 f(x; 1)) pontokat egymadssal s
az (x; 0), (x;41: 0) pontokkal (i =0, ..., n — 1) az dbrdn lithat6
mddon. Adjuk dssze minden n-re a kialakulé trapézok teriileteit,
jeldlje az dsszeget 1, Mit tapasztalunk, ha n — eo?
a) f(x)=x%
b) f(x)=-2x2

FEE) Magyardzzuk meg a példdkban latott fiiggvények tulajdonsdgai és a sorozatoknal tanult tételek
segitségével, hogy a vizsgilt esetekben miért miikodik a trapézmodszer.

A hatarozott integral fogalma és tulajdonsagai

1
EE) Szamitsuk ki az _[xzdx hatdrozott integrdlt a hatdrozott integrdl meghatdrozasa alapjin!
0

|
00 A hatdrozott integrdl meghatdrozdsa alapjan szdmitsuk ki .[(x3 +1)dx értékeét!
-1
G Legaldbb mennyi osztdpont felvételére van sziikség, ha
1 72
a) J- VJ1—x2dx értékét (negyed egységkor teriilete); b) _[cosx dx értékét
0 0
szeretnénk meghatdrozni egy tizedes pontossiggal?

3
(FIH Szamitsuk ki jl dx értékét fél tizedes pontossdggal!
x
2

a) Legyen az f(x) paratlan fiiggvény értelmezve, és legyen integralhaté is a [-a; a] intervallumon.
a
Mivel egyenl§ [ f(x)dux?

—a

b) Mit mondhatunk, ha f(x) pdros?

b b cb
G Az ismert, hogy _[C fdx=c¢ -_[f(x)dx. De mivel egyenld j c- f[fl dx?
P
a a ca

(Tételezziik fel, hogy f(x) az [a; b] és [ca; cb] intervallumokon integralhat6.)

31 e



A Newton—Leibniz-tétel

[I5 Az adott intervallumon egy minden hatdron tiil finomodé {F,} felosztdssorozathoz tartozé also és

felsé kozelits osszegek segitségével hatdrozzuk meg a kovetkezd integrdlokat (ha Iéteznek):

P

1

a) .7[5 dx; ( b) _[7 dx;
, 10

6 7 2
C)'i I2x dx; ?F)/ J—5x i e) J?:x dx.
3 2 4

szabilyok alkalmazdsdval az aldbbi Osszeget:

=) 5 5
j(zx —4)dx + 2j(x —2)dx + j(4 —2x)dx.
1 3 7

4 -3 2
a) Isgnx dx; 5) jsgnx dx;. ©) J.sgnx dx.
2 -4 -3

4
a) [lxldux;
2

}w’j.xzclx;
0

5
b) I[x]dx;
0,5

3
,dfj[l(x —572+ 2de;
\2

8
/gd/ J%/P_ dx;
1

_P)’I(x —13dx;
5
/2

}’J Jcosx dg
0

) ]‘1331 dx;
—9)

/2

[sd/J‘x -sinx dx;
0

] 3.8
¢) j{x}dx; d) J.[x}dx.
0 0.5

0
,gﬂ (2 +3)dx;
=2

* 2

o [(5x2+4x-3)dx;

-1

2
/ﬂ_}[x x
x4.3 o
/M/J-x 2 o

1
j)/ (x-e*—1dx;

0

¥ 2
AT (=357 + dxdx;
0

[FIF) Hatdrozzuk meg a szignumfiiggvény (elSjelfiiggvény) integrdljainak értékeit.

(I Hatdrozzuk meg a hatdrozott integrdlra vonatkozé addiciés, szorzdsi és hatdrokra vonatkozo

[FIT) Hatdrozzuk meg a kovetkezd Riemann-integrdlokat. ([x] az x egész része, {x} a tortrésze.)

BIE A Newton-Leibniz-tétel segitségével hatdrozzuk meg az aldbbi integrdlokat. Haszndljuk fel a pri-
mitiv fiiggvények meghatdrozdsaindl kapott eredményeket.



w4 101 3

X X 3
dx; ——dux; —dx;
v gcoszx w)lgg«.fl+x2 * & '!(x—l)(x+4) !
'3 1 2
» j[——} dx.
COSX - sinx
wld

TE) Létezik-e a kivetkezd Riemann-integral? Ha igen, mennyi az értéke? ([x] jeloli az x egész részét.)

[x], ha xe€Q,

1
-([g(x)dx, ahol 8()5):{ 0, ha xeR\Q.

EE) Milyen valés szdmot irjunk a b paraméter helyére, hogy igaz legyen az egyenldség?

| 2

a) [(2.5¢> +bx)dx=0,5; b) [(3x? 2bx +2)dx =6;
_4 1
/4

¢ J(bcosx +2sinx)dx =3/2.
0

Adjuk meg ¢ értékét gy, hogy teljesiiljon az egyenlGség.

g C
a) [x*dx=114; b) [x3dx=324;
1 0
2¢ c
c) j4x4dx=793,6; d) J-fZSinx drx=1 (ce[—ZJr;Zn']).
c w2

[@FER) Hatdrozzuk meg Ggy a b paraméter értékét, hogy teljesiiljon az egyenldség.

b 6
a) [(Bx+2)dx=4; b) 3+ x)dx =336;
1 b
b , b
¢) [x+bydx=14; d) [(3cosx —sinx)dx =0.
1 0

FE) Szamitsuk ki, milyen hatdrok kozott mozoghat az egyes esetekben az a paraméter értéke, hogy
igazz4 véljanak az egyenldtlenségek.

0 4
a) j(4x+3)dx<1; b) J(3x2—l)dx20;
a 0
2a 0
c) _[(*4363 +1)dx>0; d) I(cosx— sinx)dx < 1.
—a a

X
[EE Adjuk meg a valds szdmokon értelmezett F(x) = Isim dt fiiggvény értékkészletét.
/3



A hatarozott integral alkalmazasai

1) Szdmitsuk ki a kivetkezé figgvények gorbéje és az x tengely dltal bezdrt teriilet nagysdgdt az adott
intervallumon.

a) ax)=x2-4x+3, I=[0;1]; b) b(x):%(x—Q)z—lO, I=[1:4];
¢) cx)=x-x - x, 1=[1;4]; d) d(x)=x*—x3 + x% I1=[-1;1];
T sinx T 2w
=3 ; I==—8 2k = 3 I=|——1
e) e(x) =3cosx [ 3 2] f) flx) 5 [4 3}
) gy =x"-1; I=[-1;1]; h) h(o=(—172-4,  1=[0;5];
i) i()=x3—6x2+8x, 1=[0;3]; j) j@=-P-x2+2x, I=[-2;2];
k) k(x) = sinx, b 2w | I) I(x) = 1,5cosx, =52 43z,
5 4’4
Tekintsiik az els§ siknegyedben azokat a zdrt sikidomokat, melyeket az adott fiiggvény gorbéje
és egy tengely vagy a tengelyek zdrnak kozre. Mekkora ezen sikidomok teriilete? Ve
a) a(x) =—x(x—2); b) b(x) = 4x - x%; '
c) clx)=(1-x)(x—4); d) d(x) =—(2x% = 14x + 20);
e) e(x) =—x%+2x+3; f) f=2/1-x;
g) g(x) =—x(x—4)(x - 6); h) h(x) = 4x — x3;
§) i(x)=—x+6x2— 11x +6; J) j(x):fzfsmx_x.

Hatédrozzuk meg a két fiiggvény gorbéje dltal kozrefogott, zdrt sikidom tertiletét.

a) fx) = %%, gx) =-x+2; b) f(x) =x2 - 2x, g(x) = 0,5x> — x;
c) f(x):—x2+5, g(x)=x2_2x+1; d)f(x):_x3_4x, g(x).:—x;
e) f(x):x3_x, 8(x)=x2_ 1; ‘f)f(x):x3—5x2+6x, 8(x)=x2—2x;
g) f=sinx,  g)=cosx (a[0;2a]-on); k) f(x)= 2sinx, g(x) = Zﬁx;
i
i) f(x):z, g(X):—x2+2x+l‘, J) f(x) = sin2x, g(x)z_(x_zx)(;f'l‘]ﬁﬁ)_
X

2

Az y= % fiiggvény gorbéjét toljuk el a ¥(2; 4) vektorral, majd szamitsuk ki a két gorbe kozé esd

teriiletet a [0; 4] intervallum felett!

B Hatdrozzuk meg annak a konvex, x tengellyel érintkezd, zrt sikidomnak a teriiletét, melyet az
2

= %— parabola, az y=—x+4 ésaz y= %x + % egyenesek hatarolnak!

Hatirozzuk meg az f(x) = Va3 fiiggvény [0; 3] intervallum feletti ivhosszat.



(6162

6163

6165

6166

6168

A feladatokban szerepld fiiggvények gorbéit megforgatjuk az x tengely koriil. Szamitsuk ki a kapott
testek térfogatat.

afiI3R, f=2.Yx 1=[0;8]; b) g I>R, gx)=1-x2 I=Dg;
c) : I-R, h(x)=cosx—1, 1:[0;%]; d) i: I >R, z'(x):g, 1=105;2].
X

Akovetkezd fiiggvények gorbéinek adott intervallumhoz tartozé részét megforgatjuk az x tengely
koriil. Hatdrozzuk meg az igy keletkezett nyitott test kiilsé felszinét.

a) fx) =x, I=[2;3]; b) gx)=2/x, I=[1;4]; ¢) hix)=x3, 1=[-1;2].
Tekintsiik az f(x) = x- sinx fiiggvénynek a koor-
dindta-rendszer elsd siknegyedével alkotott
metszetét! Hanyadik ,,dombocska” teriilete lesz
eldszor nagyobb 1000-nél?
y=x
8 y=x-sinx
:
1 5 10 X

Az dbran egy régi épiilet boltives folyosdinak
bejaratat latjuk. Az épitész kivdncsi a harom
boltiv hosszdra. A méretardnyos maketten ugy
latja, hogy a boltivek gorbéit a 10: 37[-on
tekintett f(x) = In|sinx| + 2 fiiggvény x tengely
feletti része frja le. Segitsiink az épitésznek, hata-
rozzuk meg a boltivek dsszhosszat! (A boltivet
tarté egyenes oszlopok hosszdtol tekintstink el.)
Az integricios intervallumot és a végeredményt
két tizedesre pontosan adjuk meg!

Adott a [0; 3]-on értelmezett f(x) = 3x2 + 11 fiiggvény. Hova kell rajzolnunk azt a fiiggSleges vo-
nalat, amely a gorbe alatti teriiletet elfelezi?

Forgassuk meg az f(x) =x fiiggvény gérbéjének [0;2] intervallum feletti részét az y tengely
koril. Hatdrozzuk meg a kapott test térfogatat.

Egy iivegpohir , tengelymetszete” az f(x) = x fiiggvény [-2.2]
intervallum feletti része. Buli el6tt a hizigazda tigy gondolja,
hogy kiilonbozé szin( tivegtestékkel festi be kiviilrdl poharait:
minden vendég vélaszt magdnak egy szint, igy nem keverik
Ossze a poharakat. Mekkora feliiletet kell lefestenie egy-egy
szinnel? (A pohar szdratdl és talpétdl eltekintiink.) Egy egység
harom centimétert jelent, ¢ =3 cm. ==




Fizikai alkalmazasok

@@ Egy matematikus megtervezte a tokéletes autét. Elektromos motor €s lendkerék hajtja. Az elektro-

motor dllandd v o0 = 3 ? sebességet biztosit, a lendkerék pedig szinuszhullimban niveli vagy

csokkenti a jarm( sebességét (az induldstol eltelt x id6 fiiggvényében): Viepgierex = SINX (Ej—)
S

s

a) Szamitsuk ki a jarmii ltal egy perc alatt megtett utat.
b) Mennyi id alatt érne a jarmtivel kozlekedd Kaposvirrdl Balatonlellére (51 km)?

Az autépalydra valé felhajtiskor egy jarmi kezdsebessége 50 l(hﬂ A sofér két szakaszban gyorsit.

Kilenc médsodpercig a gizpeddlt nyomja novekvd intenzitdssal, majd bekapesolja a 125 kTm

allitott tempomatot. (A tempomat olyan berendezés, amely az elGre bedllitott sebességre
gyorsitja/lassitja a jarmévet, majd azt tartja, mig a sofér be nem avatkozik.)

A jarm( gyorsuldsat a kvetkezd fliiggvény irja le (az eltelt x méasodperc fiiggvényében):

E\E ha 0<x<9,

o k! ha 9<x
4x’ o /
a) Héany L1 -s sebességre gyorsitotta a sof6r az autét a gazpeddllal?

h

b) Hény masodpercig gyorsitotta az autét a tempomat a kivint sebességig?

[FER) Mennyi munkét kellene végezniink, ha a teljesen kiépiilt 400 tonnds Nemzetkozi Uréllomést

(ISS - International Space Station) egyben szeretnénk 350 km magassdgban Fold koriili palydra
allitani?

3
Mg = 400 tonna, My = 5,974 102 kg, Rpgq = 6372,8 km, G = 6,67- 107! ;1—1(
ST -Kg

Improprius integralok

FEA Hatirozzuk meg az aldbbi improprius integralokat:

=1 =1 71
a) .[;5 dx; b) £;§ dat €) _m? dx;
2 16 0
1 1 1
d) J.—dx; e) j4—dx; f) dex;
g 3% 0"/; i
1 4 = 1V
*dx; h 2%d % ] dx.
g) _[e X ) J i) J(Z] x
- —oo )
Hatdrozzuk meg a kovetkezG improprius integrdlokat:
oo 1 oo
1 1 X
a) | ————=dx; b) dax: c) dx.
_wrr+(\/5x)2 J.]\/l—xz £]+x4



@D Létezik-c a f[x}[-‘]dx improprius integrdl?
0

Ha igen, mennyi az értéke? ({x} az x tortrészét, °
[x] az x egész részét jelenti. Az x* fliggvény
0-ban vett hatarértéke alapjan 0°=1.) .

Vegyes feladatok

) Hatdrozzuk meg az aldbbi fiiggvények primitiv fliggvényeit:

a) f(x) =5x3 - x4 —34—2 +5; b) glx) =2cos2x — 6sin3x; ¢) h(x) =sin2x-cosx.
X

)

7
T Szamitsuk ki a hatdrozott integrdl definicidja alapjdn az I(x + 4)dx értékét.
1

FE Szamitsuk ki a kivetkezd integrdlok értékét:

i e o
a) |Sxtdx; b) | —=dx; ¢) |-cos (—]dx.
0 > V-2 2 7

Szamitsuk ki az f(x) =x% -9 fiiggvény és az x tengely kozé zdrt teriiletet az I = [1; 4] inter-
vallumon.

Hatdrozzuk meg az f(x) = cosx ésa g(x) =sinx + 1 dltal a |0; 27r] felett kdzrefogott kisebb mér-
ték teriiletet.

) Hatirozzuk meg az osztépontok szdmdt az egyenld részekre osztott [0; 2] intervallumon, hogy
a fiiggvény alatti teriiletet egy ezred hibdndl kisebb eltéréssel meghatarozhassuk.

a) f(x) =x%—6x +8; b) g(x)=x3 +x2%
@IE) Hatdrozzuk meg az improprius integrilokat:
oo oo 0 i
1 _L
a) | —=dx; b) |e¥dx; ¢) |x Sdx.
) Jl- x : '([ : J.1

GEA Mit kell frnunk a ¢ paraméter helyére, hogy teljesiiljon az egyenlSség?

2¢ 3
j(ch +5c)dx = l—@
21

c




VALOSZINUSEG-SZAMITAS

A valdsziniiség-szamitas ij megkozelitése: valdsziniiségi valtozo

TFF) A Balldb FC idei formdja alapjdn 0,1 annak az esélye, hogy a jov6 héten gyGztesen hagyja el
a pélyat. Jancsi mégis a gyGzelmiikre fogad az Igazségos Fogadoéirodaban.
a) Mennyi pénzt fizessen a fogaddiroda a 10 eurds téttel fogadd Jancsinak, ha nyer?
bh) Mekkora téttel fogadott Jancsi, ha 117 eurdt nyert a fogadassal?

(D Egy igazsdgos fogaddson az 1 eurds tétre 3 eurdt fizetnek ki a fogadd gyGzelme esetén. Mekkora
valdszintiséggel nyer a fogadd?

[ Adjunk meg hirom olyan valGszintiségi kisérletet egy kocka segitségével, melynek eseménytere
a) véges; b) megszédmlalhatéan végtelen; ¢) kontinuum végtelen.

7 Dontsiik el, hogy az albb leirt eseményterek koziil melyik diszkrét és melyik folytonos. Adjuk Jneg
a kisérlet egy konkrét lehetséges kimenetelét €s az eseményteret. ‘

EjternyGsok egy 40 x 40 méteres négyzet alaki teriileten gyakoroljdk a landoldst 300 méter

magasbal.

a) A négyzetet kbzépvonalaival felosztjuk L, IL, IIL, IV. részekre. A kisérlet kimenetelének azt
tekintjiik, hogy melyik részen landolt az ugr6.

b) A mezdre egy képzeletbeli récsot fektetiink (a racsvonalak 5 m-re vannak egymdstol). Az ejto-
ernyGsok ezen racspontokba ugranak véletlenszerdien. A kisérlet kimenetele az, hogy melyik
racsponton landolt az ugro.

¢) A négyzetet egy koordindta-rendszer egységnégyzetének tekintjiik. A kisérlet kimenetele az
a pont, ahol foldet ért az ugro.

[7) Egy szabdlytalan érme a fej oldaldra 0,6 valGszintiséggel esik. A kisérletben egyszer dobjuk fel
az érmét. Adjunk meg egy valészintiségi vdltozot, majd dbrazoljuk az eloszldsat oszlopdiagrammal.

FI) Egy hagyomanyos kockét kétszer dobunk fel. A két dobott szdmbol képeziink egy kétjegy( szamot
(az els6 jegy az elsd dobds eredménye). A valészintiségi valtozo rendeljen 1-et a kapott szdmhoz,
ha az 10 és 22.5; 2-t, haaz 22,5 és 41,5; 3-at, ha az 41,5 és 70 kozé esG esemény. Abrézoljuk
oszlopdiagrammal az eloszldst.

FEE) Egy szabilyos érmét addig dobunk fel, mig frds nem lesz. A valoszintiségi véltozo jelentse azt, hogy
hényadik dobas lett fras.
a) Igazoljuk, hogy ez valéban eloszlds.
b) Abrizoljuk az eloszldst oszlopdiagrammal.

¢) Adjuk meg pontosan azt az dltalunk is ismert, eredetileg folytonos valés fiiggvényt, amely leirja
ezt az eloszldst.

[T Egy tarsasjitékban a szabdlyos kockdval dobva 3 pontot kapunk, ha primet dobunk; 2 pontot
kapunk, ha 6sszetett szimot dobunk, és —5 pontot kapunk, ha mast dobunk. Varhatéan hany pontot
szerziink egy forduléban?

iH) Egy nem szabdlyos érmével 0,3 valészintiséggel dobunk fejet.
a) Mennyi a virhaté nyeremény, ha fej esetén 3 eurét kapunk, irds esetén 1 eur6t fizetiink ki?
b) Mennyi a varhat6 bevételiink, ha a jaték dra 0,5 eur6?



Egy szerencsekerék 5 részre van osztva gy, hogy az 1000 ponthoz tartozé korcikk kozépponti
szoge 30°-0s. Ez a tobbi (500, 100, 10, =750 értékeket tartalmazd) korcikk kozépponti szogeivel
egyiitt szdmtani sorozatot alkot. Egy porgetéssel annyi pont szerezhetS, amennyi a kiporeetett
mezon lathatd. Mennyi az egy porgetésbél szerezhetd pontok vérhatd értéke?

Hatdrozzuk meg a 13 + 1-es tot6jdték varhaté nyereményét, ha a telitaldlatra 13 millié, a 13-asra
1 millid, a 12-esre 500000, I1-esre 10000, 10-esre 1000 Ft-ot fizet. (A tobbi lehetséges kime-
netel esetén nem fizet semmit.)

(@D Hatirozzuk meg a 4-et az 50-bél ,,hagyomdnyos™ lottéjatékon varhatd bevételt, ha egy szelvény
ara 2 eurd, és telitaldlatra 1000, 3-asra 500, 2-esre 50 eurot fizet.

[FEA Egy piros és egy zold kockdval dobunk egyszerre. Harom
eseményt kiilonboztetiink meg ebben a sorrendben:
A = Mindkét kockdn legfeljebb 1-es vagy 2-es 4ll.
A, = Legaldbb egy kockdn 3 vagy 4 értéket dobtunk, és a masik

dobott szdm sem nagyobb 4-nél.

A; = Legaldbb az egyik kockdn legaldbb 5-6st dobtunk.
Milyen értékeket rendeljen az A, A,, A; eseményekhez
a valoszintségi viltozo, ha azt akarjuk, hogy x, x,, x3 Crté-
kei mértani sorozatot alkossanak 2 kezdd értékkel (A; — x;,
i=1,2,3), és avaltozo vdrhatd értéke 2 legyen?

2t

A kovetkezd jatékot jatsszuk a Pascal-hdromszog szdmain. Képzeljiik el, hogy kiinduldsképp
alegfelsd 1-esen dllunk. Valaki kijeldl egy elemet a kivetkezd sorban, de nem tudjuk, melyiket.
Tippeliink: ha eltaldljuk, hogy melyik a kijellt elem, nyertiink. Ha nem, akkor rdlépiink a kijelolt
elemre, €s tjra vélasztanak a kovetkezd sorban egy elemet. A £ valdszintiségi viltozo jelentse azt,
hogy hdnyadik 1épésben nyeriink.

a) Igazoljuk, hogy P(E=k) (k=1, 2,3, ...) val6szintségi eloszlds.
b) lgazoljuk, hogy ennck a valdszintiségi eloszldsnak nincs vdrhatd értéke.

{117 Egy dllithaté dobdkockdval dobva az 1-es, 2-es dobds valészintisége 0,1-0,1, a 3-as, 4-es dobds
valészintisége 0,15-0,15 értékre van bedllitva, és az 5-0s, 6-0s dobds valdszintisége is ugyanaz.
Mennyi egy dobds varhato értéke és szdrdsa? (£ értéke a dobds eredménye.)

(1171 Egy 10 egybevigo korcikkre osztott szerencsekerék 3 mez&jén az 5, 2-2 mezdjéna 10 ésa -7,
tovdbbd 1-1-1 mezdjéna 15,a 0 és a —20 érték van feltiintetve. Egy porgetés utdn a jitékosnak
annyival véltozik a pontszdma, amennyit a kerék mutat. Mennyi egy porgetés virhaté értéke
és szordsa?

(iI7) Egy mobilszolgiltatondl megfigyelték, hogy hat- P

N [z |dd 0-6 6-12 12-18 18-24
oOrds részekre osztva a napot, az egyes idGsza- | .
kokban az eldfizetdik a tabldzatban szerepld p — 0 03 04 0,2

valészinséggel fognak telefondlni.
Hatdrozzuk meg ez alapjdn azt az id&szakot, amikor a hivdsok legnagyobb része lebonyolddik.

WAl Egy aruhdz a beérkezett drut visszatevéses mintavétellel vizsgdlja meg, mieldtt dtvenné. A legutobbi
500 darabos széllitménybdl is ellendriztek 40 darabot (tapasztalatbdl tudjdk, hogy az érkezett
drub6l minden 25. hibds). Vdrhatéan mennyi hibds lesz a kivalasztott mintdban? Mennyi a hibds
darabok szdmdnak szérdsa? Adjuk meg, mennyi hibéds termék felfedezése utdn érdemes vissza-
kiildeniiik a beérkezett 4rut.




(6204)
(6205)

6207

Az egyik memdriagydrté cég a naponta elkészitett 1500 darab memdriakartydbél 250 darabot
tesztel visszatevéses mintavétellel. Hiny hibds alkatrésznek kell lenni a mintdban ahhoz, hogy
a gydrtdsvezetd a gyartésor meghibdsoddsdra gyanakodjon és kihivja a szervizt, ha normal
{izemelés esetén a gép naponta 20 darab hibds memdriat dllit el6?

Sokéves dtlagban elmondhaté, hogy Faradt 100 16versenybdl 1-et nyer meg. Hatdrozzuk meg,
hogy a jové évi 223 futambol Féradt varhatéan hdny gydzelmet tudhat majd magdénak! Hény
gyGzelem utdn gyanakodjunk arra, hogy Fdradtat doppingoljdk?

Egy zacskdban 10 péksiitemény van, koziiliik 4 csokis, a tobbi lekvdros. Jani belenytil a zacskdba,
és kivesz 3 darabot. gy gondolkodik: ,.a tizes boldogsdgskalan 8, ha csak csokist vettem ki; 6, ha
kettd csokist; 5, ha egy csokist, és 2, ha az 6sszes kivett siitim lekvdros”. Hatdrozzuk meg Jani
boldogsdga mértékének

a) varhatd értékét; b) szoérasat.

Hatdrozzuk meg a p paraméteri Pascal-eloszlds szérdsdt. (Haszndljuk fel a vdrhatd értéknél
hasznalt Gtleteket is.)

Hatdrozzuk meg hatdrozott integrdl segitségével az a < b paraméterd egyenletes eloszlds varhatd
értékét és szorasat.

i Legyen & valdszintiségi véltozd esetén m =7, ¢ = 2. Becsiiljiikk meg Csebisev tételét alkalmazva,

hogy mennyi
a) P(|§-7 2 6); b) P& - m|<3.5).

Egy vdrosban esé utdn a kozlekedési lampdk egy része sdrgdn villog, dltaldban 23 + 4 darab.
Becsiiljiik meg, mennyi annak a valdszintisége, hogy a sdrgédn villogd lampdk szima egy nagy esd
utdn 13 és 33 kozé esik.

Iskoldba menet minden munkanap reggelén 4t kell kelniink egy
kozlekedési lampdan, melyhez véletlenszertien érkeziink. A lampa
2 percig mutat pirosat és 30 mdsodpercig zoldet. Becsiiljiitk meg,
hogy nyolc hét alatt hdnyszor kapunk legalibb 90%-os vald-
szinliséggel pirosat ennél a lampdnal. (Haszndljuk a nagy szdmok
Bernoulli-féle gyenge torvényét.)

A magyar nyelv hosszabb szdvegeirdl dltalaban elmondhatd,
hogy 100 betiibél 19 ..¢” vagy ,.a” (nagyjabdl azonos gyakori-
sdgtiak). Becsiiljiik meg, hogy milyen hatdrok kézott mozog
legaldbb 80%-o0s valdszintiséggel e két maganhangzé eldGfor-
duldsa egy 1350 betiit tartalmazd véletlen mintdban.

A choppertaldlkozon 75 feketére festett és 35 szines motort ldthatott a kozonség. A fekete moto-
rok 40%-dban, mig a szinesek 80%-dban V8-as motor diiborgott — ezeknek a hangjdt messzirdl
megismerte mindenki. Ha reggel félalomban valaki meghallotta egy V8-as motor hangjét,
és megkereste a hang forrdsdt, mekkora valdszintiséggel pillantott meg szines choppert?

Egy dolgozat alkalmdval 30 didk koziil 25 jél megoldotta az elsd feladatot, koziiliik 10 a méso-
dikat is. A mdsodik példét dsszesen 13 f6 oldotta meg. Mekkora valészintiséggel oldotta meg
valaki jol

a) a masodik feladatot, ha az elsd feladatot sikeriilt megoldania?

b) az elsé feladatot, ha a masodikat nem sikeriilt j61 megoldania?
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Egy gyogyszerkisérletben a kisorsolt betegeknek

i
gyOgyszert adtak, a tobbi résztvevének —akont- ; sl il LY L L.
rollcsoportnak — pedig placeb6t (hatéanyag — Gydgyszert kapott 67 33
nélkiili, de gydgyszemek ldtszo szert). Az ered- | Placehst kapot o i

ményeket a tdblazat tartalmazza. i e
a) Mekkora a valdsziniisége, hogy placebét kapott az a kisérletben részt vevd, akinek nem javult
az allapota?
b) Mekkora valészintséggel kapott gydgyszert az, akinek javult az dllapota?
* ¢ ¢

A kovetkez harom feladat a) részében a teljes val6szintiség tételét, a (ibbi részkérdésben a Bayes-
tételt alkalmazzuk!

A focicsapat az egész meccset Aladdr, Baldzs és Csaba csatdrokkal tdimadta végig. Aladar
15 helyzetébdl 2, Baldzs 4 helyzetéb6l 1, Csaba pedig 7 helyzetébdl 2 gélt rigott (helyzete csak
ennek a csapatnak volt, golt csak csatdr 16tt). A televizié sportmtsordban bejdtszanak a mérkozés-
bdl egy taldlomra kivélasztott helyzetet.

a) Mekkora valdszintséggel latunk gélt a bejdtszasban?

b) Ha glt latunk a bejdtszasban, azt mekkora valészintiséggel rigta Csaba?

¢) Ha mégsem gélt ltunk, akkor mennyi a valoszindsége, hogy Aladdr hagyta ki a helyzetet?

Egy torténelemtandr tavaly két osztdlyban érettségiztetett. A feleletek 58%-dt a C osztalyban

hallotta, a tébbit a D-ben. A C-ben a didkok 20%-a, a D-ben 36%-a kapott dicséretet a szép

feleletéért.

a) Ha a toritandrnak véletlenszertien eszébe jut majd egy tavalyi szébeli érettségi felelet, mekkora
valdsziniiséggel fog ri szivesen emlékezni?

b) Ha szép felelet jut eszébe, akkor mekkora valdszintséggel jart a feleletet add tanulo
a D osztilyba?

Az tjonnan épiilt tarsashdz 2. emeletén harom lakds taldlhat6. Az itt lakok, miutdn megismerkedtek
az els6 grillpartin, elmesélték egymdsnak, hogy az épittetd az eredeti tervekhez képest kinek
mennyit véltoztatott a lakdsdn. A véltoztatdsok 45%-a a B; lakdsban, 35%-a a B,-ben, a tobbi
a By-ban tortént. A B, lakds tulajdonosa 60%-ban, a B, lakdsé 30%-ban, a B; lakds¢ pedig
70%-ban nem oOriilt a véltoztatdsoknak.

a) Aszinten egy véltoztatdst véletlenszerdien kivalasztva, mennyi a valdsziniisége, hogy oriiltek neki?

b) Ha tudjuk, hogy a kivilasztott véltoztatdsnak nem oriiltek, akkor mekkora valdszintiséggel
tértént ez a valtozds a B lakdsban?

Répalopisi ligyben osszehivtdk az erdei birdsdgot, Szamdr il a vdlottak padjan. Nyuszi szerint
kizdrt, hogy Szamar lopta el a répit, legaldbbis a valészintisége csupdn 1%. Dr. Farkas iigyész
bemutatja dj bizonyitékat: Szamér 6ljdban megtaldltak a répa zoldjének maradékait. A biré Bagoly
megjegyzi, hogy az FBI statisztikdi szerint az esetek 90%-dban akkor taldlnak ilyesmit, ha az illetd
biinds, és csak 15%-ban akkor, ha az illetd artatlan.

a) Hogyan viltoztatja meg az Gj bizonyiték Szamdr blindsségének Nyuszi dltal vélt 1%-os

valdsziniiségét?
b) Hogyan viltozna Nyuszi vélekedése, ha Bagoly 99%-os és 1%-os statisztikdkat emlitene?

1) A szabdlyos kockdt egyszer feldobva tekintsiik az aldbbi eseményeket: A = {primet dobunk},

B = {legaldbb 5-6t dobunk}. Igazoljuk, hogy A és B egymastdl fiiggetlen események.

7) Piros és kék kockdval dobunk. Bizonyitsuk be, hogy a piros kockdval valé 2-es dobds fiiggetlen

a kék kockéval valé 5-6s dobéstdl (azaz a definicié illeszkedik a tapasztalatainkhoz).



(FE) A nyolc mékus alapitotta M6kus Grsben a tagok fele gyfit

6223

mogyorét. Hirman gytijtenek diot, egyikiik pedig diét és mo-

gyorét is.

Jelentse az M esemény azt, hogy egy taldlomra kivilasztott

mokus mogyordt, a D pedig azt, hogy diét gy(ijt.

a) Fiiggnek-e egymastdl az M és D események?

b) Viltozik-e a fiiggetlenségi viszony, ha csak ketten gyijtenck
diot, és kettejiik koziil az egyik mogyorét is?

Dobjunk fel kétszer egymds utdn egy szabilyos pénzérmét. Legyenek A = {az elsG dobds fej},
B = {a masodik dobids fej}, C = {két dobdsbdl pontosan egy fej} események.
a) Vajon A, B, C események koziil melyik kettS fiiggetlen?
b) Vizsgiljuk meg, hogy hirom esemény esetén fenndll-e a fiiggetlenség. (A, B, C fiiggetlenek,
ha P(A-B-C)=P(A)-P(B)- P(C).)
Hagyomdnyos kockédval dobva, értelmezziik a val6sziniiségi viltozét a kovetkezdképpen:
&: {adobds eredménye 1 vagy 2 vagy 3} — 1,

{a dobids eredménye 4 vagy 5} — 2,

{a dobds eredménye 6} — 3.
Abrézoljuk az eloszldst és az eloszldsfiiggvényt.
Egy dobozban 4 almazold, 3 kék, 2 piros és 1 fekete goly6 van. Valdszintségi kisérlet az, hogy

hiizunk egy golydt, és felirjuk a szinét. Abr:—izoljuk a valoszin(iségi vdltozo eloszldsat és eloszlds-
fliggvényét, ha a viltozd

a) afenti sorrendben rendeli az 1, 2, 3, 4 értékeket a szinekhez:
b) aszinek dbécérendjében rendeli az eseményekhez az 1, 2, 3, 4 értékeket;

¢) a golyok dobozban valé eléforduldsainak megfeleld szamot rendel a szinekhez. (Feltessziik,
hogy minden golyét egyenld val6szinidiséggel hizunk ki a dobozbdl.)

Vegyes feladatok

Egy kosdrlabda-mérkdzés lelkes kzonségét 623 férfi és 377 né alkotja. A televiziéban 20 alka-
lommal vigjdk be véletlenszertien a kozonség egy-egy tagjat (egy 6t akdr tobbszor is).

a) Mi a valosziniisége annak, hogy a 20 bejdtszdsbol 7 alkalommal mutatnak nét?

b) Mi virhat6, hdny térfi fog feltiinni a képernyén?

¢) Adjuk meg az |m—o;m + o intervallumot, ahol m a képerny6n megjelend urak szdménak
virhatd értéke, o pedig a szérdsa.

Legyen & val6szindségi valtozé esetén m=5, o= 1. Becsiiljiik meg, hogy mennyi

a) P(|§-5|22); b) P(E-5|<1,5).

Akardcsonyfadiszek egyesével csomagolva egy nagy dobozban vannak. Koziiliik véletlenszerien

vdlasztva 0,2 val6szintiséggel vesziink ki piros gombot. Azt is tudjuk, hogy a diszek fele gomb.

a) Mennyi a valésziniisége annak, hogy piros diszt vesziink eld, ha a disz gomb?

b) 120 disziink van 6sszesen. Ha tudjuk, hogy a piros szind disz és a gbmb alaki disz kivilasz-
tdsdnak eseménye fiiggetlen egymdstol, akkor hany piros disziink van a csomagban?
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SOROZATOK

A sorozat fogalma — megoldasok

I a) a;=-15, ay=-1, a3=-0,5, a;=0;
b)by=-3, by=-8, b3=-9, by=0;
£ gy 23, ey =8, cy=9, cy=0;
ddi=4, dy=2, dy=4, dy=2
e) e = 1 €2=2,5, ey = 1,75, ex=2,123;
f) i=-L, fH=1 ==l sl
g)g1=-2, &=-1, g=-05 g=-02.

o ay a3 ay b3 by by 125
S 0 1 B . & 5.4 3 2 4
€4 [ [ Cs o dy 3 d1‘d3
AR EER SR T T e A
e e o S R P
0 1 2 3 Sh L N e RO -2 4 0
\no a) a,= 6’ a;= 6’ b) bz — -—3, b3 = 3’ C) Ce = —128, = 74096,
d) d; =1, ds =81, e) ey=2, e5=4; f) f3=10, fs=40 vagy
f=-10, f5=-40.

A sorozatok tulajdonsagai . Korlatosség és monotonitas
— megoldasok

[{TF) ) A sorozat szigordan monoton ndvekvd, mert barmely n (€ Z)-re:

2 ) 2
a, 41 *a"=§(ﬂ+ 1)—7 —(‘3“?1 —7}=§>0.
A sorozat alulrdl korlatos, mert a, =2 a; = f%, feliilr6l nem korlatos.

b) A sorozat szigorian monoton csokkend, mert barmely n (€ Z)-re:

4 3(n+1) (4 3n 3
b11+1_bn=__—_[7_T]=—1<0-

" 5 5 ’ p
A sorozat feliilrdl korldtos, mert b, < by = ~28’ alulrél nem korlitos.
¢) Ha n =2, a sorozat monoton ndvekszik, mert:

4+43n+1) 4+3n 37
n+l — Cn= = = =Y,
T—4n+l) T-4n (4n-3)4n-17)

o

. 7
A sorozat korldtos, mert —10=¢, <¢, <¢| = 7
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d) Ha n =4, a sorozat monoton csokkend, mert:
In+1)-5 3n-5 —3n2+7Tn+8
dn+l —ly= 7 — g =5 2
m+1D?*+1 n*+1 (" +2n+2)n"+1)

A sorozat korldtos, mert —1=d, <d, <d, = %

u " P |
¢) A sorozat szigortian monoton novekvd, mivel
n

€4l _€n=2+1g(” + 1)“(2+1g}1): lg(n+1)_ lgn :1gfl_+_]>0'
n

>1, és

A sorozat alulrél korldtos, mert 2 = ¢ < ¢, feliilr6l nem korlatos.
f) Ha n =2, asorozat monoton novekvd, mert:
Fana=. ;,=2(n+l)2—7(n+1)+9—(2112—711+9)=4n—5>0.

2
; . 2
Mivel f,= [n = Z) + 3 a sorozat alulrél korldtos, mert f, = ?3 feliilr6l nem korldtos.

g) Az bsszeg dltaldnos tagja dtalakithato:
2 _ 1
2n+1D(2n+3) 2n+1 2n+3

Ezt felhaszndlva:
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

+ +— ot - =—— ;
3 5 5 7 7 9 2n+1 2n+3 3 2n+43

A sorozat szigordan monoton ndvekvd, mert barmely n pozitiv egész szamra:

1 1 1_ 1)
Bl ~EnT 3700 )43 3 2043
1 1 2
_ £ = >0
2n+5 2n+3 2n+502n+3)

g , 2 1
A sorozat korldtos, hiszen — =g, =g, <.
1 3
h) Mivel a szomszédos tagok ellenkezd elGjeliiek, a sorozat nem monoton.
Vizsgaljuk a sorozat pédros és pératlan sorszdmu tagjait!

Ha n pdros, h,= iy 1, amire teljesiil, hogy 0 < gzl < é
8n+3 gn+3 4
Ha n pératlan, h,= o , amire teljesiil, hogy 0> e > —5.
8n+3 8n+3 4

A sorozat korlitos, hiszen —% <h,< %

MMM Végezziik indirekt médon a bizonyitdst. Tegyiik fel, hogy a sorozat feliilr6l korlatos, azaz 1étezik K,
amelyre minden pozitiv egész n esetén log,n < K.

Ez azonban azt jelenti, hogy n < 2K, ez pedig ellentmondas. Tehét a sorozat feliilrél nem korldtos.
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a) A bal végpontok nének, de nem lesznek nagyobbak 2-nél. A jobb végpontok csdkkennek,
de nem lesznek kisebbek 3-ndl. Kézos rész a [2; 3]. Az intervallumok egymdsba dgyazottak.
b) Nincs kozos rész, és nem is egymadsba dgyazottak.

¢) Abal végpontok csokkennek, koziiliik az elsé a legnagyobb: 2. A jobb végpontok is cstkkennek,
de nem mennek 2 ald. Egyetlen kozos pont a 2. Nem egymdsba dgyazottak.

d) Nem egymésba dgyazottak, €s nincs kozds pont.

¢) Nem egymdsba dgyazottak, kdzos résziik |=1; 1L,

f) Egymdsba dgyazottak, kozos pont a 10.

g) Egymdsba dgyazottak, kozds pont nincs.

1) Egymésba dgyazottak, kozos pont a 10.

Mindhdrom esetben a szomszédos tagok hanyadosét vizsgaljuk, megtehetjik, mert a sorozatok
tagjai pozitiv szamok.

a) A sorozat szigordan monoton novo, mert

(n+6)!
Aoy sn+l _ n+6 -
a, “m+5! 5 ‘
571
b) A sorozat a 3. tagtdl csokken, mert
5
m+1)® (1.1
bn+l gn+l n 1
= = <1, ha n>—=—=2,63.
b, n’ 5 I5-1
50
¢) A sorozat szigortian monoton ndvs, mert
(n+4)!
Cﬂ+!.= n! =”-+4_1+i>]
c, (n+ 3)! non
(n-1
A feltétel szerint: ‘
a11+ Ayl = (aJH-l - an)z'
Kifejtve és rendezve az aldbbi madsodfoki egyenlet adodik:
a:%+1 - (2«:2”+ l) Ayt (a%_ au) =0.
A novekedés miatt csak a kivvetkezd megoldds felel meg:
2a,+1+ 8a,+1
[ :
2
Az a,, akkor lesz természetes szdm, ha 8a, + 1 pdratlan négyzetszam, legyen:
8a,+1=(2k+1)%  ebbdl a,= @
Tehdt a sorozat a kivetkezd természetes szamokbal all:
1-2 2.3 3-4 kik+1)
2 ? 2 ? 2 ? Ll | 2 b a2t ]



SOROZATOK

A sorozatok tulajdonsagai Il. A hatarérték fogalma

— megoldasok
B a) 14; 8[; b) 1-2; 0[; ¢) 1-09;55[;
d) 1-1: 245 + 1[; g} P=33; 8= 1,3; f) P=45; £=0,8;
g) P=0,9;£=27; h) P=-3185; e=1,15.
E) Példaul az a, =10+ C ) sorozat.
I’t
) @) ——3 — 1< e-bal s A . < g majd 5 —2& < ne. Innen o < n. Behelyettesitve
+2 n+2 2 £

g=0,1-et 48 < n, tehit N = 48.

b) A sorozatnak a nevezd miatt nincs 10. tagja, ezért elegendd az n > 10 tagokat vizsgalni.

512+ 20 520
n% —100 n?-1

Innen adédik: /M < n. Behelyettesitve = 0,01-et 228,25 < n, tehdt N =228.
£

¢) |27 — 1)< £-b6l W7 <1+¢ majd 7< (1 + > Innen log,,,7<2n és 0,5 log;, 7 <n.
Behelyettesitve €= 3-10"3-at: 324,8 < n, tehdt N = 324,

< &, azaz 520 — 100g < n’e.

< & Ha n > 10, akkor

I’IZ—

—5’<£-b6]

A a) A sorozat hatdrértéke: lima,=0.

n—soo

z . <— 1 egyenlGtlenség megolddsival adédik: n > 3498,5. Tehdt a kiiszobszam:
2n+ 100 1000
N = 3498,
b) A sorozat hatarértéke: lim b, =—
n—o0
5n-3 5 2 i 4 ; s
Az —-—=|< egyenldtlenségbdl < adodik, aminek a megolddsa:
dn+1 4] 1000 len+4 1000
n > 1062.25. Tehdt a megfeleld kiiszobszdm: N = 1062.
¢) A sorozat hatdrértéke: limc, = —E.
n—seo 7
5-3n 3

+ —’ < egyenlStlenségbdl a kovetkezdket kapjuk: . < L ennek
Tn—-2 71 1000 49n - 14 1000

a megolddsa: n > 592,12, Tehdt a megfeleld kiiszobszdm: N = 592.

Az

d) A sorozat hatdrértéke: limd,=0.

n—>oe

n—11 1
> <
n-+4n+3 1000
0 < n?—-996n + 11003, ennek megolddsaibol: n = 984,8. Tehdt a kiiszobszdm: N = 984.

egyenltlenségbdl, mivel a nevezd pozitiv, ha n > 11, akivetkezd adodik:
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e) A sorozat hatarértéke: lime,=1.
n—e
n*—4n+3

n2-n-2

_kS__ < L ahonnan: 0 < n? —3001n + 4998. Ebbdl: n =2999,3. Tehdt: N= 2999,
n?-np-2 1000

—3n+5 ‘ 1
n2—n-21 1000

Az - 1} < -161@ egyenldtlenséget dtalakitva: , ha n > 2, akkor

. 10
A o) A sorozat hatdrértéke: lim Gl =
n—e 30+ 1
2010

3n+1

0.

. 10 2010 — s}'

< ¢ egyenl&tlenség megolddsa: n > asj—_—g [gy a kiiszobszdm: N =[ 3
£ 3e

.11
b) A sorozat hatdrértéke: lim w43 = E
n—ree 7!’143 7
Iin+5 11

Tn-3 3
Tehit a kiiszobszam: N = [M}

68 +21e
49¢

Az < ¢ egyenlGtlenség megolddsa: n >

49¢

2
i i g . nc—-n+5 1
¢) A sorozat hatdrértéke: lim e — e
n—e3n?+2n+3 3

Blond 1
3n2+2n+3 3

—5Sn+12 i . 3 4
_N T ¢ adédik. Ha n > 3, akkor az ————— < £ mdsodfokd paraméteres egyen-
% +6n+9 9% +6n+9
16tlenséghez jutunk. Megoldhaté a masodfoku egyenlGtlenseg is, de van mds t:

Sn—12 S5n 5n 5

< < = 4

92 +6n+9 9 +6n+9 9n’+6n 9n+6

Az <& egyenldtlenséget kell megoldanunk. Elvégezve az dsszevondst

5n—-12

ha teljestil az < £ egyenlétlenség, akkor az eredeti is teljesiil. Ez utébbinak a megoldésa:

n
n> = 68. Tehat a megfeleld kiiszobszdm: N = [5 — 6‘1.
O¢ 9¢

{EE) «) A sorozat periodikus: g, = a, .0, Az elsd 22 tag kiilonbozd, majd mindb6l végtelen sok koveti,
tehdt barmilyen valés érték tetszdleges kicsi kornyezetén kiviil a sorozatnak végtelen sok
tagja van, ami azt jelenti, hogy nem konvergens.

b) A sorozat paros sorszdmu tagjai:
on+l1 3
= - —.
gn+3 4

A pératlan sorszdm tagok:

—on-1 3
n = - J
8n+3 4
Tehat a sorozat nem konvergens.

A Példdul a kovetkezd sorozat:
, ha n pdratlan,

|

a, =
. Z ha n pdros.
n
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A sorozatok tulajdonsagai lll. Konvergens sorozatok tulajdonsagai
— megoldasok

B a) Vizsgdljuk a sorozat monotonitdsat. Barmely n € N* szdmra:
_2(n+1)~672n—6_2n —4n-2n*-2n+6n+6 6
n+1 n n(n+1) n(n+l)

L

3

tehdt a sorozat monoton névé.

Ldssuk a konvergenciat! Sejtésiink, hogy A = 2:

2n-6
n

-2i<

e majd E<rz = N:F}.
£ £

A sorozat hatdrértéke 2. Hatdrai: H=2, h=a, =-4.

b) Vizsgiljuk a sorozat monotonitdsdt. Barmely n € IN* szdamra:
b _p = n+21 _n+20 _112+Zln—10011—2100—n2—20n+99n+1980_
T 99 - 100 (n = 99)(n — 100)
120

_— <
(n—-99)(n-100)
ha n > 100, tehdt a sorozat onnan monoton csokkend.

>

Léssuk a konvergencidt! Sejtésiink, hogy B = I:

n+ 20 120 +100¢ [120+100&}
—<n = N=—
n—100 £ £

Valéban B = 1. Igy hatérai: 1 = agy=—119, H=ay = 121.

—1l|<g& majd

¢) A sorozat monoton cs6kkend, ugyanis barmely n € IN* szdmra:

”+1 O 2n+l
o 0,2"

n

=0:2%1.

Hatdrértéke sejtésiink szerint C = 0:
102"-0l<e, 02%<e és n>logyre C=0.
Tehat hatdrai: h=0, H=a, =0,2.
d) A sorozat monoton novd, hiszen barmely n € N* szdmra:
0,9 > #/0,9.
Ugyanis
0,9>0,9-409 = 1>0,9.
Hatdrértéke D = 1:
|40.9-1|<e,  (1-£"<0,9, n>log_.0.9.
Tehdt hatdrai: H=1, h=a, =0.9.
¢) Mivel a sorozat nem konstans és a koszinuszfiiggvény periodikus, ezért a sorozat nem monoton.
A sorozat periodikussdga kizdrja a konvergencidt.

A sorozat korldtos, hiszen a koszinuszfiiggvény értékkészlete [—1; 1]. A szélsG értékeket a soro-
zat fel is veszi, igy H=1 és h=-1.
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f) A sorozat nem monoton, hiszen minden tagja ellenkezd elGjeld, mint az utina jova.

.1 . 2 P
A sorozat konvergens, ugyanis — — 0. Gondoljuk meg: ha egy 0-hoz tart6 sorozat tetszGleges
n

tagjainak elgjelét megvaltoztatjuk, az a 0-hoz valé konvergencidt nem befolydsolja. Hiszen ha
a 0 egy kornyezetébe beleesik valamelyik tag, akkor azt tiikrozve a O-ra (ellenkezo elGjelét
véve), az is bele fog esni a szimmetrikus kornyezetbe.

A sorozat korldtos, mégpedig H=a, =025 és h=a, =-1.
g) A sorozat nem monoton, hiszen minden tagjdval elGjelet valt.

A sorozat nem konvergens, hiszen tagjai nem kozelitenek valamely érték felé, hanem épp ellen-
kezdleg, bizonyos tagtél kezdve egyre tdvolodnak barmely értéktdl.

A sorozat nem korldtos, hiszen a paros index tagok minden hatdron til nének, a paratlan indexd
tagok pedig minden hatdron til csokkennek.

Nevezetes sorozatok hatarértékei I. — megoldasok

b) g; c) E; d) g
99 999 9999
Feijtsiik le a szdmbol az ismétlgdé szakaszt:
A=52,26+1565-1076+ 156510710 + 1565- 10714 + ...
Az elsG tag utdni Gsszeg végtelen mértani sor: a; = 1565-1076 és g = 1074,
Mivel 0 < g < 1:

1565 1 1565
S: : - y

106 1 999900
10

majd
1 _ 8226 . 1565 52254774 +1565 _ 52256339

100 999900 999900 999900

Tekintsiik a tort egészrészét (3) és a tizedeseket:
A=3+9-107"+9-1072+9-1073 + ...
Ebben a végtelen sorban a mértani sor rész a 3 utdni, itt a; =9- 107" és g=10"" (0<g< ).
Ekkor:

A

9 1 _10_

— 1

10, 10

10

Tehit az dsszeg dltal jeldlt szdm 3 + 1 = 4.

Megjegyzés: Azért a 9-es szdmjegy esetén ., Valt” a szdm, mert ez az utolsé jegy a 10-es szdm-
rendszerben. Otds szamrendszerben pl. 2,44444 .. = 3.

) Készitsiink dbrat! Az elsd harom lépés abrdja
a kovetkezd:

Tegyiik fel, hogy a kiindulé négyzet oldala és
teriilete is 1 egység. Figyeljiik meg, hogy min- [
den lépésben egy szakaszbdl 6t tijabb hatdrold-
szakasz keletkezik, harmad hosszisaggal. B
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fey a keriilet:
Szebben {rva:

A teriilete: . . 12
=1, T,=1+4-—, Ty=1+4-—+4-52.|—|,
9 9 9

45 4 [5}2 4 [5]nl
To=lt—rmt— | = b= =] .
59 59 5\9

Innen a végsd alakzat teriilete:
2 n-1 n-1 i
4 5 1
lim 7= lim . {5J+...+4.(5) =15 Z[§j=l+—-—-—=2.
nse " onse| 5 90 5\9 5 8 5 n>=5\9 59 4.2

Ezt az eredményt szemléletiinkre tdmaszkodva is megsejthettiik
volna, ha feltessziik, hogy a novekedd alakzat kitdlti a nagy
négyzetet.

Igy viszont felhaszndlhatjuk annak igazoldsdra, hogy a novekedd
alakzat valoban kit6lti a nagy négyzetet.

Altaldban:

Nevezetes sorozatok hatarértékei Il. Miiveletek konvergens
sorozatokkal — megoldasok

8+3 4 5
5 —~ n 5
B o lim Pt i BB R T LT T
e Tl = AT wovee O — 22 Cnmeg 2209
n n
7l 1
—= 13n —4 4+ —
.o . 13?2 —dn+1 . = n
¢) lim = lim ——=0; d) lim = lim = oo;
n—e 21 — 5n neen I n—e  Tn+100 n—yeo 7+@
n n
2;454.& 8+§+i
245n + 312 . n n2 8n2+5n+4 . n  n? 8
e) lim = lim =i f) lim = lim ==
n—>oonz—4n 1 n—e 4 1 n—>w3n——7z+ll n—yoo 7,11 3
non non
1
@+ . nS+2n3+1 L se
g) lim ————= lim = lim il s
n—ses 1+ nd n—w 1+ n® n—>o0 I
]
n6
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(4n—2)n ’ il
-3 . . 2n?- LT o 3
h) liml+5+9+ +n )=11m 22 = 1lim Z=—" = lim oz,
n—soo 13n2 n—e 13n n—es 1302 n—ses 13 13

> o5 -5) 0-3g)Lsa)
(-3 -5 (3L i)

n
s i 132435 N ot W s TN O SN jallad =1
T2 233447 T n  n w2 n 2ase\ n) 20 2
n—eo —>°° 3n+10 ++/3n
. Jn 0
= lim ——m===lm ————=——F72=0;
Jz—>w\/3n+1 +\/§E n—yoo 3+£+\/-3— 2\/§
\ n
a2 —6 - 2n)(N4n? =6 +2n) -5
b) lim(v4n?—6-2n)= lim( = lim =
neoo( ) n—yeo V4n% -6 +2n n—e4n? — 6 +2n

-6

. n 0
= lIim s —

= =4
n—oo H47£+2 2+2
n2

Megjegyzés: A megoldésban felhaszndltuk azt az egyszer( tételt, hogy ha K e R és |a”\ —> oo,
v, G
akkor lim —=0.

n%man

¢) tim(VIn+8 —Jn+2)= lim (V2n+8 —Vn+2)(V2n+ 8 +n+2) _

n—yoo n—yeo 2n+8+n+2
6
I’l+6 . ]’1+E i
] 32 :h_r)rie 8 2:\/§+1=
n—) n+8++/n n \/2+_+\ﬁ+
n n

d) hm(\;‘n +n—~n?— )— lim L. = lim

n—see n-ém\/n +1n +\/n—_1 n—eo

2
@B o) lim | i =0; b) lim il
n—yee Y 81+

n—eo n2+
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sorozatox [EETAEIRE
4+§
Ja4n+5 . n 2
¢) lim = lim ==
n—eo] 49+ 1 n—>mi+ 9+_1_ 3
Jn n

2-3 1+£
. 2n-3-Nn?2+2 . 7 ]

d) lim = lim =—=

n—soo 25n2+1 n—yoe 25+L D

n2
43-2).[@3+2
@8 o) {4107 +324} > 10; b) (3-2)- 43 ):”3_2ﬁ“1.

Y342

¢) Hasznaljuk fel az a3 — b3 = (a — b)(a® + ab + b?) azonossagot:

(Q/n+2—5/?1—4)-[(%/n+2)2+-3\/(n+2)(n—4)+G/n—4)2}
YnT2-PE= 2 i -
(%/n+2) +\3’/(n+2)(n—4)+(%/nf4)
n+2-m-4) 6

) (3’/n+2)2+ Yn+2)n-4) +(m)2 (3/n+2)2+ Jn+2)n-4) +(§/n—4)2

: [ﬂﬁiﬁ”% nz[l -4 *Wl-if o

d) Az el6z6 azonossig felhasznaldsaval:

In—md+n=n-Ind-n?= =

= —)—;

2 '3
1+m-l+3@%
n n

e) TetszSleges k pozitiv egész szdm és tetszSleges a > 1 valds szdm esetén:

k 2010
s 5 n
lim —=0, ezért { } —0.
1 2”

n
f) Ha a >0 valds szdm, lim & =0. Mivel

n—oo 11!
101002 (10100)”

£l

n! n!

1001
{10 1 }—) 0.
n.

ezért
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@D Elég beldtnunk, hogy a {J_ a} sorozat hatdrértéke 0.

Ha a # 0, akkor mivel a szdmldlé 0-hoz, a nevezd 2\/_. -hoz tart:

= lim —=2——

lim
1:—)6@(\/7 ) n%m\/_+-\F
Ha a = 0, akkor indirekt titon beldthaté az allitas.

{73 Be kell litnunk, hogy birmely K € R szdmhoz létezik N € Z* kiiszobszdm, amelyre ha n> N,

akkor a, > K. Azaz:
—8n—28 -

100n + 593
Ha n> 28 és n> 593, a kovetkez becsléseket végezhctjﬁk el:
48n—28>n —8n7n> -9 n = On n—9,
100n+593 ~ 100n+593~ 100n+n  101n 101

019 >K. Az —10—9 > K egyenl6tlenség megolddsa: n > 101K + 9.

Tehit a megfleleld kiiszobszdm: N = [101K + 9].

1 n 1 n+3-3 1 n+3 1 -3
E ) lim |l+——|= lim [1+ = lim |1+ lim |1+ =e-l=¢;
n—yoo n+3 n—yeo n+3 n—yoo n+3 n—yeo n+3

n
b) lim [1 —5) =g =i5;
(4

igy a,>

n—o0 n
: 2n (14_ 6 JZ-’?
1 Fai— T
wb B n , 2n 2®
¢) lim " = lim — = Bm ———a=—5=¢"
oo oo n—oo €
n—oo\ N = n — (14_1)
2n
Vegyes feladatok — megoldasok
@ a) 11;5[; b) ]—10,001;—9,999[; ) ]%57—8[
d) P=129; £=0,3; e) P=0,65; £=1,15; f) P:E; Ll
35 35

a) A sorozat szigorian monoton novS, mivel
a,=5n+1<5(n+ )+ 1=a,,,
Q5.
A sorozat alulrél korldtos, hiszen pont a ndvekedés miatt & =a; = 6. A sorozat feliilr6l nem
korlétos. Tegyiik fel, hogy 1étezik K val6s szdm, amire minden n-re a,=5n+ 1< K. Atalakitva

n<

, ami egy idG utdn biztosan nem teljesiil, hiszen n minden hatédron tdl ndvekszik.
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b) A sorozat szigortian monoton cstkkend:
2__12 _,
"I Im+1) Y
1>0.

. : 12 ] .
A sorozat korldtos, ugyanis pont a csokkenés miatt = b, = = Ugyanakkor mivel minden
tagja pozitiv, alulrél korldtozza a nulla (melyet minden hatdron tdl meg is kozelit): s =0.

¢) A sorozat tagjai periodikusan ismétlédnek (van koztiik pozitiv is, negativ is), tehét nem lehet
monoton.

A periodikus ismétldés miatt a sorozat biztosan korlatos, mégpedig H=1 é h=-1.

@ a) Sejtésiink az A = 3. Irjuk fel a definiciot:

3In—6 =21 21
-3|= = <E,
n+5 n+5| n+5
2l <(n+3)e,
21-5¢
<n
£

y ) 21-5¢| ... . Gt
Tehdt az A =3 ¢ sugarti kornyezetbe a sorozat N =[ jl—edﬂ( index( tagjatdl esnek
a sorozat tagjai. €

b) Sejtésiink B = 0. frjuk fel a definiciot:
n+2 n+2 ‘ _ n+2

=)= = <g (han>5
n?-125 n2-25| n?-25 ( )

n+2<(n2725)£,
0<en?-—n-2-25¢.

. ) : o
Ennek megoldésai n; , = 14 l+de-(2+25¢) . Tehdta B =0 & sugard kornyezetbe a sorozat

2¢e
N_[1+,/1+4g-(2+25s)

2e

}—edik index( tagjdtol esnek a sorozat tagjai (€ > 0).

({E) a) A sorozat monoton csokkend, A =2, H=a, = 1—6— h=A=2.
4

b) A sorozat monoton nvé, A=1, H=A=1, h=a;= ~55

¢) A sorozat monoton csékkens, A=0, H=a; =099, h=A=0.

d) A sorozat monoton novs, A = Je, h= a=15 H= Je.
a) 0; b) -0,5; c) eo.

[{FA A keletkezett alakzat teriilete:

2 3 n 2! n 2i-1
1 (1) (1 ! Vsl 9 729
PRI £ Y ) P of £ B X B e
9 [9) [9} ufi'l,.:O@ ”Twi=l(9) “80 80 80 10
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Fiiggvények, érdekes fiiggvények, abrazolasuk
és alapvetd tulajdonsagaik — megoldasok

=i b) gx)=x; ¢) h(x)=x-2; d) i(x) = 0.

[TFI) a) Ha f és g pdros, akkor
F(=x) =f(=x) - g(-x) = f(x) - g(x) = F(x).
Ha f és g pératlan, akkor
F(=x) = f(=x) - g(-x) = = f(x) - (~g(x)) = F(x).
b) Tegyiik fel, hogy f péros és g paratlan:
F(=x) = f(=x) g(=2) = f(2) - (=g (x)) = —f(x) - g(x) = =F(x).
¢) Tegyiik fel, hogy az f és g fliggvény p szerint periodikus:
F(x +p) =f(x + p)- g(x + p) = f(x) - g(x) = F(x).

d) Egyik allitdis megforditisa sem igaz. Ha F(x)=f(x)  g(x) pdros/pdratlan/periodikus, abbdl
nem kovetkezik, hogy f és g paritdsa azonos/kiilonbdzd, illetve hogy periodikusak.

Példéaul legyen

0, ha x=#1,
f(x)_{l, ha x=1;
)= I, ha =x=1,
B%=10. m x=i

Ekkor F(x) szorzatfiiggvényiik konstans 0, ami egyszerre pdros, paratlan és periodikus is, bar
sem f, sem g nem pdros, nem pdratlan és nem is periodikus.
e) Nem igaz. Ugyanis tegyiik fel, hogy F(x) =f(x)- g(x), és f(x) is p szerint periodikus, azaz
Fx) = Fx +p) =f(x + p) - g(x + p) = f(x) - g(x + p).
A fenti sor elejét és végét dsszevetve azt kapjuk, hogy
f(x)-g(x + p) = f(x) - g(x).
Ebbél arra kovetkeztethetnénk, hogy leosztva f(x)-szel, g(x+ p) = g(x) adddik. Azonban
tudjuk, hogy ismeretlen kifejezésekkel nem oszthatunk!

Példaul ha f az adott x pontban zérus, akkor az, hogy x + p-ben is periodikus, nem érdekes,
ugyanis:

0-g(x+p)=0-gx),
valéban teljesiil, csakhogy g(x) és g(x + p) értékétdl teljesen fiiggetleniil! Tehdt ezeken
a helyeken g barhogy viselkedhet, nem kell periodikusnak lennie. Lehetséges, hogy

g(x) # glx + p).

Mivel ez a probléma csak és kizardlag az f(x) = 0 helyeken jelentkezik, elegend azt kikotniink,
hogy pl. kbzos értelmezési tartomanyukon f(x) sehol sem egyenld 0-val. Igy az osztds elvégez-
hetd, és valéban: g(x + p) = g(x), tehdt g is p szerint periodikus.
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[FH A feladatok sordn k € Z, h az als6 hatdrt (legnagyobb also korlatot), H a felsd hatdrt (legkisebb

2 2

felsd korldtot) jelsli. A monotonitds az utolsé feladatot kivéve szigord. A szélsGértékeknek elGszor
a helyét (x), majd az értékét (y) adjuk meg. Kiilon jeloljiik, ha a szélséérték helyi.

a) Ertelmezési tartomany: x € R;

b)

c)

d)

értékkeészlet:
zérushely:

monoton csokkend:

monoton nova:
korldtossag:
minimum:
maximum:
periodikussdg:

Ertelmezési tartomdny:

értékkészlet:
zérushely:

monoton cstkkend:

monoton niva:
korldtossdg:
minimum:
maximum;
periodikussag:

Ertelmezési tartomany:

értékkészlet:
zérushely:

monoton csékkend:

monoton noveé:
korlatossag:
minimums:
maximum:
periodikussag:

Ertelmezési tartomany:

értékkészlet:
zérushely:

monoton csokkend:

monoton nove:
korlatossag:
minimum:
maximum:
periodikussdg:

y € Ry
B
xe]-ee;0];
xe [0;l;

csak alulrél, h=0;

x=0,y=0;
nincs;
nem.

xeR;
yeER;
x= 0;
nem;
R;
nem;
nincs;
nincs;
neim.

xeR;
ye[-4; e[;
x=-1, x,=3;
xoe |—ay Lk
xe|1;e0;

csak alulrél, h =—-4;

x=1, y=-4
nincs;

nem.

xelR;

y € RY;
=3, x,=5;

xe |- 3] U4 5];

xe [3; 4] U [5; oo[;

csak alulrél, h=0;

=3, y=04¢& x=5,y,=0;
x=4, y=2 (helyi);

nem.

13
afx)
1“,.
A X
-
Y
bix)
1+
= ¥
&
¥
o)
1
z T
1
4
3
d(x
i W
1.
= 1 5 X

4[
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e) Atalakitds utdn:

lx2—2Jc, ha x=20,

e(x) = % \ . E()y

5x2+2x, ha x<0. 3 /N A

Ertelmezési tartomany: x € R;

értékkészlet: ye[-2;e;
zérushely: x=—4, =0, x3=4;
monoton csdkkend: xe |-o;-2] U [0;2]:
monoton néve: xé& [=2; 0] w [2; o[
korlatossag: csak alulrél, h = -2;
minimum: x1==2, y1=-2 ¢ x,=2, y,=-2;
maximum: x=0, y=0 (helyi);
periodikussag: nem.
f) Atalakitds utdn: :

f)=x-3)2=|x-3|. : -
Ertelmezési tartomény: x € R; \\
értékkészlet: yeR§;
zérushely: x=3; T
monoton csokkend: x & |—os;3]; -1 1 3 5 X
monoton nova: xe[3;; 7l
korldtossag: csak alulrél, 7 =0;
minimum: =3, y=0;
maximum: nines;
periodikussag: nem.

g) Atalakitds utdn: ;
g(x):{ Jx, ha x20,
J=x, ha x<0. 96

Ertelmezési tartomany: x € R; \ { 4
értékkészlet: yeRy:; i 5
zérushely: =)
monoton csokkend: Xe ]—oo; 0];
monoton nova: xe[0;e;
korlatossag: csak alulrél, h=0;
minimum: x=0, y=0;
maximum: nincs;
periodikussag: nem.



h)

i)

7

Atalakitds utdn:

JIxl =z,
~JIxl =—<=x, ha x<0.

h(x)=

Ertelmezési tartomdny:
értékkészlet:

zérushely:

monoton csokkend:
monoton néva:
korldtossag:

minimum:

maximum:
periodikussig:

Ertelmezési tartomany:
értékkészlet:

zérushely:

monoton cstkkend:
monoton novo:
korlatossdg:

minimum:

maximum:
periodikussdg:

Ertelmezési tartomany:
értékkészlet:
zérushely:

monoton csdkkend:
monoton névé:
korlatossag:

minimum:

maximum:
periodikussdg:

k) Ertelmezési tartomény:

értékkészlet:
zérushely:
monoton csokkend:
monoton névé:
korlatossag:
minimum:
maximum:
periodikussag:

FUGGVENYEK TULAJDONSAGAI

ha x=0,

xelR;
vyeER;
a=0
nem;
xeR;
nem;
nincs;
nincs;
nem.

Xe ]—oo; 3];
veRy;

¥=73;

nem;

xe]-ee;3];

csak feliilr6l, H = 0;
nines;

x=3, y=0

nem.

xe[-33];
ve[0;3];
x=-3, xp=3;

X € [0; 3];

xe [=300];

igen, h=0, H=3;

x[=—3, y]=0, }C2:3, yz=0;

2=10; 3= 37
nem.

xeR\{1};

yeR\{1};

x=-1;

x € |—oo; 1[ U ]1; oo[;
nem;

nem;

nines;

nincs;

nem.

hix)

4 1 X

i)
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I) Ertelmezési tartomény: x € R\{-2; 2};

e :
értékkészlet: y € R\]-0,25; 0]; g L
zérushely: nines; :
monoton csokkend: Xe [0; 2[ @, ]2; oc]; 1t
monoton novo: & J—oo: 2] w1]-2; 0} -z; Iz X
korldtossdg: nem; [ '
minimum: nincs;
maximum: x=0, y=-0,25 (helyi);
periodikussdg: nem.
m) Ertelmezési tartomdny: x € R; v
értékkészlet: ye [—1; 1];
zérushely: x=k: % / i)
1
monoton csdkkend: e|Z+kn A +k £ /\x
] Rl y £
. X 4 " 1 T, \/ = Al M
o m m
monoton nova: X € [—4 + ki, Z + kﬂ:];
korlédtossdg: igen, h=-1, H=1;
o T
minimum;: x= 2 + km, y=-1,
. bis
maximum;: = Z +km, y=1;
periodikussag: igen, p= 1.
n) Ertelmezési tartomény: x € R; 7
értékkészlet: ye [-2:2];
zérushely: = % + km; /\ 21 ./n(x)\
4
monoton csokkend: x € [+ 2kn; 27 + 2kx); = L
monoton nova: xXe [Zkfr; T+ 2kir]; 2 *"/%
korlatossag: igen, h=-2, H=2; %
minimum;: x=2kr, y=-2;
maximum: x=m+2km, y=2;
periodikussag: igen, p =2m.
o) Ertelmezési tartomany: x e R\{0}; z
értékkészlet: yeR};
zérushely: x==1,x=1,
monoton csdkkend: xe |-esi-1] w0 1]:
monoton néve: xe [-1;0[ U [1;ef; \) \/,i@_—
korldtossdg: csak alulrél, /= 0; S %
minimum: ==L y;=0,x=1,y=0
maximums: nincs;
periodikussig: nem.



p) Ertelmezési tartomény: x € ]2krr; T+ 2k:rr[;

q)

r)

s)

értékkészlet:

zérushely:

monoton cstkkend:

monoton nova:

korldtossdg:
minimum:
maximum:
periodikussdg:
Ertelmezési tartomany:
értékkészlet:
zérushely:
monoton csokkend:
monoton néva:
korlatossag:
minimum:
maximum:
periodikussdg:
Ertelmezési tartomany:
értékkészlet:
zérushely:
monoton csokkend:
monoton névao:
korldtossdg:
minimum:
maximum:
periodikusség:

Ertelmezési tartomany:
értékkészlet:
zérushely:

monoton csdkkend:
monoton névé:
korlatossdg:

minimum:

maximum:

periodikussdg:

FUGGVENYEK TULAJDONSAGAI

y € |- 0];

x=£+2k7r;
2

XE [g + 2km; w+ ZkE[;

xe ]an; g +2krc:|;
csak feliilrél, H=10;
nincs;

x=%+2k:¢, y=0;

igen, p =2r.

xeR; y

yel05;2];

nincs; 2 qe)
x € [2km; m+ 2kn]; /*\_/\
Xe [J’C+2ki’r; 27t+2k;'r]; - g 3 aTn o X
igen, h=0,5, H=2; .

x=m+2km, y=0,5;

x=2kn, y=2;

igen, p=2m.

xeR; >

yelos1];

nincs;

xe[0;e[;

x € ]-ee;0]; __/L )
igen, h=0, H=1; sl i
nines;

=0, 9= 1

nem.

xeR; b

ye{l; 2}

nincs;

xe ]2k 2%k+1]u]2k+1;2k+2]; =¥ o ol o
xe |2k 2k+1]u]2k+1;2k+2);
igen, h=1, H=2; 2
xe |2k 2k+1], y=1;

xe |2k+1;2k+2], y=2;

igen, p=1.
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@ED a) a(x) paros, mivel ;
! 2 1 5
a(-x)=——(x)"=——x"=alx), T
(=x) 2( ) 5 (x) | :
minden x € D, esetén.
aw)
b} b(x) paratlan, mivel "
1 1 bix)
b(=x) = —(—x)} = —=x* =-b(x),
(=) 3( ) 5 (x)
minden x € D, esetén. 1
9 i
-1
¢) c(x) péros, mivel )
c=x)=l—x =1 +l-x+ 1 =lx+ 1 +]x=1|=c(0), o)
minden x € D, esetén.
p
-2 -1 143 w12 X
-1
d) d(x) pératlan, mivel ;
—)2 - 3(= ) '
d(—x):( X) ( x):_x +3’x:—d(x),
(-x)-3 x+3 )
minden x € D, esetén. ! 2
- / 1 X
e) e(x) nem paros és nem is pdratlan, mivel az értelmezési tarto- "
mdnya nem szimmetrikus 0-ra.
L
) 1 X
=1
-2
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f) f(x) nem pdros €s nem is pdratlan, mivel az értelmezési tarto-
manya nem szimmetrikus O-ra (x # 1).

g) Mivel mind y =x, mind y = sinx pdratlan, ezért g(x) szorzatuk
paros.

o T X

h) Mivel y=x pdratlan, és y =cosx pdros, ezért h(x) szorzatuk
pdratlan.

i) Mivel y = x~! pératlan, és y = cosx piros, ezért i(x) szorzatuk
pdratlan.

hoty
|
ol
o€
s

4.
W
1..

~lg
1
Py
=
SIE
=g
=g
!

GBIl A feladatokban prébéljuk megsejteni a szélsGértékeket. Segitségiil hivhatjuk a prébdlgatdst,
a fliggvények felvdzolt dbrdjat vagy a nevezetes azonossdgokat. Az értékkészletet akkor tudjuk

konnyen felirni, amikor a szélsdértéket mar meghatdroztuk.
a) Az értelmezési tartomdny: x € R\{0}. Eszre kell venniink, hogy

a fliggvény egy poziliv szam és reciprokdnak dsszege: | |1
|
)C2 =+ ) > 2,

X
ami dtalakithaté x* —2x2+ 120, azaz (x2—1)220 forméba. i
Utébbi természetesen teljesiil, egyenldség pedig pontosan x? = 1,
azaz x; =1 és x; =-1 helyeken van. A fiiggvénynek itt van ] X
minimuma, értéke mindkét esetben y = 2.

Ertékkészlet: y € [2; oo].
A fiiggvény alulrédl korlatos, /= 2.



b) Az értelmezési tartomdny: x e R\{0}. A fiiggvény egy szdm

d)

GED o) p=4m; y

c¢) p=1 (lasd az &bran).

MEGOLDASOK - AZ ANALiZIS ELEMEI

és reciprokanak dsszege. Mivel a szdm lehet pozitiv és negativ is, ()
szét kell bontanunk a kifejezést két részre.

1 y ;
Ha x>0, akkor x +— =2, ami ekvivalens az x2 —2x+ 1 >0,

X
azaz (x—1)2= 0 alakkal. ‘il

Ha % 0, alfkor 5 + <3, anilekevivalans oz 22+ 25 4 i 0, /_\
%
azaz (x + 1)2 20 alakkal.

ElSbbi x =1, utébbi x = —1 helyet jelsli ki a szélsGérték helyének, ami az elsé esetben mini-
mum, értéke y = 2; mig a masodik esetben maximum, értéke pedig y = 2.

Ertékkészlet: y € |—oo; 2] U [2; e].
A fiiggvény sem alulrél, sem feliilr6l nem korldtos.

Megjegyzés: Ahogy tivolodunk x = 0-t6l, mindkét fliggvény esetében az elsé tag vilik hang-
stlyossd, a reciprok értéke pedig elhanyagolhatévd. Ezért van az — latjuk az dbrakon is —, hogy
a fiiggvénygorbék egyre jobban megkizelitik a zolddel jeldlt fiiggvényeket.

Ezek a fiiggvények pdros n-re ugyantigy viselkednek, mint f(x), paratlan n-re pedig mint g(x).
(Természetesen az éppen adott y = x!7! gorbéhez fognak kozeliteni az origdtdl kifelé haladva.)

Gondoljunk arra, hogy ebben az esetben is ki akarjuk alakitani a teljes négyzetet. Ezt csak tgy
tehetjiik meg, ha a masodik négyzetes tag maga az a, vagyis az egyvenldtlenség masik oldaldra
2\/a keriil. Most is meg kell kiilsnbéztetniink a pozitiv és negativ viltozékat.

Ha x>0, akkor x+522\/5, ami ekvivalens az x2 — 2x-\/E+a.20, azaz (x ~JE)2 20
alakokkal. -

: " 2
Ha x <0, akkor x + e < —ZJE, ami ekvivalens az x2+2x-Ja +a = 0, azaz (x + \/5) >0
alakokkal. X

A fiiggvénynek az x =+/a helyen y=2Ja értékd minimuma van, az x = —/a helyen
pedig v = —2a értéki maximuma.

Ertékkészlete is ennek megfelelGen modosul: y e ] —o0; —2.Ja ] U [Q,JE; oo,

)

Wi

d) A periédusok legkisebb kozds tobbszordse a megoldas:

e)

p=[4m; 6m] =[4;6] w=127.
Olyan tortet kell megadnunk, amely a két tort legkisebb kizos tobbszordse. Legyen a =L
q

é b=_. Ekkor
S

p=la-2m;b- 27r]=[a;b]-2:ﬂr=[£;1]271::[2;-@}-2:¢=[ps;rq]—2—x.
q 8 qs sq gs
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[FE) A megolddsok lefrdsdban a fejezet 3. feladatdban leirtakat tartjuk szem eldtt.

a) Ertelmezési tartomany: x € R;

¥

értékkészlet: v € {négyzetszdmok };
zérushely: #e [t
monoton csokkend: x € |—co; 1| (nem szigori),
monoton novo: x € [0; 00| (nem szigori);
korlatossag: csak alulrél, h=0; )
minimum: Xe [0; 1[, y=0;
maximum: nincs; Ll g
periodikussdg: nem.

b) Ertelmezési tartomdny: x € R; i
értékkészlet: ye [0 1]z
zérushely: x=k (ke ?Z),
monoton csokkend: nem;
monoton novo: xe [k k+1[;
korlatossdg: h=0,H=1, 00
minimum: x=kkeZ), y=0, :
maximum: nincs; ! A
periodikussdg: p=1.

c) Ertelmezési tartomény: x € R;
értékkészlet: yelN;
zérushely: ze |=ly1]; ,‘
monoton csokkend: x € |—eo; 1| (nem szigord);
monoton novao: Xe ]—l; oo[ (nem szigoru); ‘
korldtossdg: csak alulrél, h =0; o)
minimum: xe|-1;1[, y=0;
maximum: nincs; ! g
periodikussag: nem.

d) Ertelmezési tartomdny: x € R;
értékkészlet: ye [0;1[;
zérushely: x=+Jk (ke N);
monoton csokkend: xe |-JE+1;-Jk] (kelN);
monoton néva: re[VEVE+1[ (ke N); .
korldtossdg: =0, H=1;
minimum: x=+Jk (keN), y=0;
maximum: nincs; } ’
periodikussig: nem.
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e) Ertelmezési tartomdny: x € R;

értékkészlet:

zérushely:

monoton csokkend:

monoton néva:

korlatossdg:
minimum:

maximum;:

periodikussdg:

f) Ertelmezési tartomény:

értékkészlet:
zérushely:

monoton csokkend:

monoton néva:

korldtossdg:
minimum:

maximum:

periodikussdg:

g) Ertelmezési tartomany:

értékkészlet:
zérushely:

monoton csokkend:

monoton nova:

korlatossag:
minimum:

maximum:

periodikussag:

A ) Ertelmezési tartomdny:

értékkeészlet:

periodikussdg:

b) Ertelmezési tartomdny:

értékkeészlet:

periodikussag:

ve [0;e0| \ {#(r+ 1) alakii sz.}), € Z*;
X€E [0; 1[;

xe[-k-k-D[ (keN);

xe [k k+1[ (ke Ny

csak alulrol, i =0;

X€ [0; 1[, y=0;

nines;

nem.

xeR;

yeR;

x=t(teZ)és xe]O; 1[;
xe[-k—(k-D[ (keN);
xelkk+1[ (keN)

nem;

x=u (WweZ",y=0 (helyi),

x=m (meZy), y=0 (helyi);

nem.

xeR;

yER;

x=nned),

xe [1;-05]u[-&+ 1); -k[ ke Zb);
xe[-050]ultr+ 1] (e N);
nem;

x=r (reZ", y=0 (helyi);
x=s5 (s€Z7), y=0 (helyi);
nem.

xeR;

yiE{=15l; 1)

p=2m. R

&)

=2 = 1

xeR;

yelo;1f;
p=2n.

nly
E
w
El
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¢) Ertelmezési tartomény: x € R;
értékkészlet: ye[0;1[;
periodikussdg: p=2m.

(T8} a) Alakitsuk it a fliggvényt eképpen:
. 3. 4
flx)=3sinx +4cosx = 5(gsmx + gcosx].

Mivel a zérGjelben szerepld szdmokra igaz, hogy 3% + 4% = 52, ezért bel§liik, mint oldalhosszak-
bol, derékszogii haromszoget alkothatunk. A 3, 4 befogdijd, 5 dtfogdji derékszogl haromszog

egyik szdgére igaz, hogy koszinusza % és szinusza % Jelolje ezt o (o = 53,13°).
Ekkor

)= SESinx + ?cosx) =5(sinx - cosa + cosx - sino) = 5sin(x + @).

A fiiggvény korltos, h=-5, H=13.
Minimumdnak helye x = L o+ 2km, értéke vy =-5; maximumdnak helye x = % — o+ 2k,

értéke y=5 (ke Z).

b) Végezziink az a) részhez hasonlé dtalakitdst. Jeldlje « azt a legkisebb nemnegativ szdget,
amelyre
P b .
és ——=sinao.

a
————=cosx
Va2 +b? a?+b?
(Ilyen biztosan van, hiszen négyzettsszegiik 1.)
Ekkor

a b
g(x):a-sinx+b-cosx:xn‘a2+b2(—-sinx+—-cosx):
a2+ b2 Nat+b?
. ) ; : b
=+Ja?+ b2 - (sinx-coso +cosx - sina) = Va2 + b2 - sin(x + @), ahol a:arcsmﬁ\/T—b—z.
a’+
A fiiggvény korldtos, h = —va?+ b2, H=+a?+ b2

s 3 :
Minimuma x = % — o+ 2km, y = —/a? + b%; maximuma x = g —o+2kn, y=-a®+b2.

[{IA a) Az y={x} fiiggvény p=1 periédussal ismétli v
onmagdt. Alkalmazva rd az y = sinx-et, az is
ismételni fogja az értékeket p =1 periddussal. : f(x)
-1 1 24 3 4 5 X
o y=sinx
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b) Mivel az y = [x] fiiggvény barmely [k; k + 1] ;
szakaszon (k € Z.) konstans, ezért g(x) is az.
Tehat g(x) egységhosszi szakaszokbdl 4ll:
ha periodikus is, periddusa csak pozitiv egész o) y= ﬂy.

szdm lehet. - : ; ! ? : ;
Tegyiik fel, hogy van ilyen, jelolje p. Ekkor: \Cfé
=

g(x + p) =sin[x + p] = sin[x] = g(x).

Az egészrészfiiggvény tulajdonsdga, hogy [x + p] = [x] + p bdrmely p pozitiv egészre.
Igy _
sin[x + p] = sin([x] + p) = sin[x].

A szinuszfiiggvény tulajdonsdgaibol adadik, hogy ekkor

[x] + p=[x] + 2kn
vagy

[x] +p=m—[x] + 2km

valamely k egészre. Kifejezve m-t mindkettd egyenldségbdl:

;'rzﬁ, illetve n:w.
2k +1

2k
Mivel mindkét tort szdmldldja és nevezdje is egész szam, ezért m-nek raciondlis szdmnak
kellene lennie. De nem az! Feltevésiink helytelen volt, nincs olyan p pozitiv egész, amelyre g(x)
periodikus. Minden mds szdmot pedig kordbbi okoskoddsunkkal kizdrtunk. Tehdt g(x) nem
periodikus.

¢) A problémdnk megegyezik az eldzd esettel:
a tortrészfiiggvény miatt a periddus csak
pozitiv egész szdm lehet, a szinusz miatt hx)
pedig 27 tobbszordse. h(x) sem periodikus, / /
6

- 1 2 3 4 5 X
y=sinx
=5

Fiiggvények hatarértéke — megoldasok

A tankonyvben ldtott x> x4, lim f(x,) terminoldgia helyett a feladatgy(ijteményben inkdbb
Xy
a lim f(x,) formét részesitjiik elonyben, de haszndlatos a lim f(x,) kifejezés is.
X, =X, X, =Xy, +0
Xy >

=

[ILE) A keresett hatdrértékek:
lim f(x)=2; lim f(x)=1; lim f(x)=5; lim f(x)=2;
x—-1 x—1 x—1

x—-2

x<l x>1
lim f(x)=-ee; lim f(x)=3; lim f{x)=eco; lim f(x)=3.
x—2 =2 X—r—oco X—dee

x<2 x>2

Az x=1 és x =2 helyen csak féloldali hatdrértékekrd] beszélhetiink.
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1) Haszndljunk x — A esetén x = A + h,, helyettesitést, ahol h, — 0. (Minden n-re h, #0.)

a) limB3x-2)=lim (3-(3+h,) -2)=3-3-2+3-lim h, =7;
x—=3 hiy =0

h,—0

b) lim (2~ 5x+2)= lim [, = 1) = 5(h, =) +2]=1+5+2+ lim (2 —-7h,) =

x—=-—1 y—> h,—0

| . | 1
c¢) lim = lim =——
x=50x-2 h,-o0h, -2 2

d) lim sgnx _hhmosgn (h, — 5)=sgn(-5)=-1;

x—-5 n

e) limvx+4 = lim [S+h +4=9=3;
x—5 h,—0

f) lim sinx = lim sin(7 + A,) = lim (sm?r -cosh, +cosm-sinh,) =
—0

X7 h,—0 -

=sinz - lim cosh, +cosm - lim sinh, =sinz -1 +cosm -0 =0.

h,—0 h,—0

(@A Mivel a fiiggvények tobb darabbdl dlinak, és éppen a taldlkozdsi pontban vett hatarértékre vagyunk

6046

kivancsiak, kiilon-kiilon kell vizsgdlnunk az egyes részeket.

a) lim(2x—1)= lim (2(2+h”)—1)=3 és  lim3=1lim3=3;
x—2 h,—0 x=2  h,—0
x>2 h,>0 x<2 <0

b) lim(x* +3) = lim ((1 +h”)2+3):4 és  lim(2x +2)= lim (2(1+h”)+2)=
x—=1 h,—0 x—1 h,—0

x>1 I, =0 x<l h, <0

¢) limx’= limAl=0 és limx3= lim A3 =0.
x—=0 h,—0 x—=0 h,—0
reQ\0  picQu reR\Q {fz,,}c R\Q

Megjegyzés: A harmadik részfeladat fiiggvénye esetén minden valds szdmndl toréspont van.

Az alabbi feladatokban mindig x # A, ahol A a vizsgdlt pont.

. aheD x5 +3:3 ot emZel 1
a) Bim X == fim? - 2y=—2 b) llmm—hm%=f—;
x—=0 X x50 s=0x3+x2-2x 120 x2+x-2 2
2 i 242044 12
¢) Tlim 2 9—11m(x+3) 6; PR s O i e
x—3 X — x—3 x=2x2—4 x52 x+2 4
e) 1im\/;71=lim 1 :l;

xol x—1 xs1x+1

# i x2+2x-8 = i (x+dx-2) iy 2 2 -6
T xoax24Tx 412 xo-4 @+ +3) xo- 4x+3 -1

; 1 2 o AFw—2 o =l 1 1
g) lim - > =lim—————=lim 2=11m —_— =
ssill=3 l—wt) wsl T—a® x=1 1—x* xo1\ 1+x 2
Megjegyzés: Eredményeink szerint mindegyik részkérdésben egyenld a jobb és a bal oldali hatar-
érték, igy Un. megsziintethetd szakadasi helyeket taldltunk.

—=6;
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{E) <) Jobb oldali: 11m sgnx = limsgn(h,) =1, bal oldali: lim sgnx = lim sgn(h,)=-1;
—0 h,—0 x—0 h,—0
r>U h >0 x<0 h, <0
b) jobb oldali: lim(x +1)= hm (1 +h,+1)=2, bal oldali: lim x? = lim (1+ hn) =l
x—=1 x—=1 h,—0
x>1 h >0 x<l h, <0
c) jobb oldali: hm lgx = lim lg(h,)=— bal oldali: lim x2 = lim 42 =0;
h,—0 x—=0 h,—0
.t>0 h,>0 x<0 h, <0
1
d) jobb oldali: lim = lim = oo, bal oldali: lim = lim — = —es;
x—2x—2 h—)Oh x=2x-2 h-0h,
x>2 hy,>0 x<2 h,<0
: L g 1 : 1 .. 1 . 1
e) jobb oldali: lim ———==lim —= =0, bal oldali: lim ——— = lim — =oo;
x—=-1(x+1)2 h,—0h xo-1 (x+1)2  h,—0 k2
x>-—1 b, >0 x<—1 h,<0
. . 2
1 oibadaB Ty Pt T £ 13 T =,
x=lx=1 h—0 h, h,—0 hy,
x>l h}!>0 h}!:'o
ballldalis T BT i 2 o By s,
x=1x-=1 h—0 h, h,—0 hy,
x<l h,<0 h,<0

Megjegyzés: A feladok mindegyikében nem megsziintethetd szakadési pontokat taldltunk. Az a)
és b) részfeladatban tn. elsdfajii, a tobbi esetben tn. mdsodfajii a szakadds.

[T «) 1. megoldas:

lim S =lim il =2lim o -cosx =2lim e limcosx=2-1-1=2.
=0 X x—0 X =0 X x—=0 X x—0
II. megoldas: o - i 37
e e 8 (S
x—0 X x—0 2x x=0 2x X—=0

ahol X =2, és ha g —0, akkor X — 0.

B T SO _ g, BUE i bl g
xox X-—T X-0
sinSx .. 5 sin5x 5 ,. sinX 5
¢) lim =lim =-——=="- lim

==, ahol X = 5x, esha—%O akkor X — 0.
x>0 3x x—03  5x 3 x50 X 5 3

.5 ; ; .
3 Ty I iy SO e iy SIE | i siiSe =2 0=0, lissonloan b)-hez
=0 2x xr—=0 2x 2 X0 X xo0 2

- sin x smx : 1
e) hmg—:1m——_l - lim
x—=0 X x—=0 x-CcOosx x—0 X x—0 COsSXx

=1-1=1;

. 2.1+ 2
7 T —F = flo Cfsx)=1iml+°°‘°’f=—=2.
x—01-cosx x—-0 l-cos?x  x—0 (sin x} ¢

X
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l—cosx_ . 1-cos“x . . sin x 1

1
g) 1 lim —————=limsinx ——=0-1-—=0.
x=0 X x—=0 x(1+cosx) x—0 x I+4cosx 2
. yT—ocosZ — (cos? x — sin? . 2 . s
1) lim cos2x _ . J1 - (cos? x —sin®x) — lim V2 -|sin x| :\ﬁ_hm|smx|.
x—0 X x—0 X x=0 X =0 X

Ezen a ponton vizsgdlatunk az abszolit érték miatt kettévalik:

\/Ehm (—Sme:—ﬁ-lim smxz_ﬁ éS \[ihm Sll’lx:\/i
x—0 X x—=0 X =0 X
x<0 x<0 x>0

Megjegvzés: Afiiggvénynek elséfaji meg nem sziintethetd szakaddsi helye van x =0 helyen.

5 T sinx _ i sin[(x — ) + 7] sl sin(x — m)

X=RF X—T x—7 X—T x=n X—T7

Megjegyzés: Teve-mddszert és addicids osszefiiggést alkalmaztunk.

~cosm=-—1.

3 1 3h,+1 3+]i 3
X . 4 . 1
[T a) lim = lim = lim ===3;
. )x—wo_?C#lOO hy—>ea 1, 7100 by =y 100 1
hn
500
2 2
b) Hm 2x= + 500x ~ lim 2h; + 500h,, ~ lim hn? :gzz;
xo=m x2—107 hy—r—o0 h§—107 hy,——e 1_& 1
h2

/ th \#
c¢) lim J'l—-—l
X—oo x+l h,,—)w h,+1 - i e

n

2
d) lim(vx?+2 - x)=lim ———
)I—>°°( ) xeen[x2+2 + x

=0, mert a nevezd végtelenbe tart, a szaml4lé konstans.

[N]

L~

. . x+2 X
] 2x+1—-+x-1)=1 =1
F= SR SR o e e T

+— 4+
x2

=
=
=

A szamlal6 egyhez, a nevezd pozitiv szdmokon 4t a 0-hoz tart.

. x3 - x? . Nx -1 . —x++Jx-1-1
pH lim|———x|=limx:-|—-1|=limx - ———=
X0 x+1 X—3o0 x+1 X—doo x+1
} 1
=1+ l_%__
= lim x o lx B e
e 1+—
x



[sin x

g) Induljunk ki abbél, hogy 0 < |sinx| < 1. Mivel x <0, ezért 0 = l

% X
fim 0% o A i L,

X——o00 X——co X X——o X

Most legyen x = h,, — —oo, igy a sorozatokndl megismert rendérelv szerint:

fim 510 _

X——-oc0 X

Fiiggvény folytonossaga — megoldasok
[{EH) Mindkét fiiggvény értelmezve van az xy =2 pontban és valamely kornyezetében. Legyen A, — 0
tetsz8leges sorozat és x, =2 + h,,. Ekkor

a) f(x,) =f(R+h)=2+h)>-32+h)+1=-1+h,+h2—>-1=£2) =f(xg)s

@+h)+3 _ S+h, 5
= — —= 2 =i s
Q+h Y1 3ran 12 3 SP=8)

b) g(x,) = g(2+h,)=

Megjegyzés: b) esetben még azt is tegyiik fel, hogy minden n-re pl. |,| < 1. Igy minden n-re
X, biztosan eleme g értelmezési tartomanydnak.

[ED Legyen £> 0 tetszleges kicsiny valds szam. Vizsgdljuk az | f(x) - f(xp)| < & egyenl6tlenséget
(mindkét fiiggvény értelmezve van az x; =4 pontban és valamely kornyezetében).

a) Az egyenltlenség (f(4) = 22):
|5x+2-22]=]5x-20] <e.
Maskeépp felirva és rendezve:
—e<5x-20<e¢,
—£+20<5x < e+ 20,

13+4<x<£+4,
5 5
—_E<x—4<£,
3 5
lx—4leZ=s
5

Igy ha x 4-t6l vett tdvolsaga kisebb, mint % akkor f(x) = 5x + 20 eltérése f(4) = 22-t6l kisebb,

mint tetsz6leges &, tehdt f(x) folytonos az x; =4 pontban Cauchy szerint.

b) Az egyenldtlenséget felirva és rendezve (f(4) = 2):
IVx -2l<e,
~genli -2 a8
2-gxJre2+i
4-2e+e2<x<4+2e+¢2
g2-2e<x-4<e+2e



FUGGVENYEK TULAJDONSAGAI |

Csokkentsiik a bal oldalt, ugyanis —&2 - 2e < &2 — 2¢:
—(e2+28)<x—4< g2 +2¢
lx —4l<e?+2e=4.

Megjegyzés: b)-ben a négyzetre emelésnél nem viéltoznak a reldcidk, hiszen mindharom oldal
pozitiv (e kicsi pozitiv szdm, feltehetd, hogy &< 2).

[ Mindkét fiiggvény értelmezve van az adott pontban és annak valamely kirnyezetében.

a) f(1) =1, a fiiggvényhatarértékek:
Ilm f(x”) = llm (1 +h,-2)?=1 +111m (h2-2h)=1,

l!

X >1 f: >0 h, >0
hmf(x”)— Ilm(1+h )=1+1limh =1.
]! 'f""HA>
X, <1 fr <0 I, <0

Mivel a jobb és bal oldali részsorozatok is a fliggvényértékhez tartanak, igy a Heine-féle
definicio szerint barmely x,, — 1 esetén f(x,) — f(1).

b) g(-2)=— afuggvenyhatdrertekek

lim g(c)=lim —2tt__=2_1
A->Jg ;Wo 2+h, -2 —4 2
Xy h, #0

Feltettiik, hogy |k, | < 4.

Mivel mind a bal, mind a jobb oldali kozelitd sorozatok megegyeznek ,.formailag”, elegendd
volt egyetlen formuldban vizsgdlni Gket.

[{F) A fiiggvény értelmezve van a pontban és valamely kdrnyezetében. A fiiggvényérték: g(2) =
2+h, =5 2+h,

lim g(x,)= 11 ——" = lim = —co,
x,—>2 () = —=024+h,-2 n-0 h,
x;<2 h <0 h <0

Ez mér elegend@ ahhoz, hogy tudjuk: a fiiggvény nem folytonos az x;, =2 helyen.
Azért vizsgaljuk meg a mdsik oldalt is:

. . 2+h, . 244,

lim g(x,) = lim = lim =0,
=2 h,—=02+h, -2 h,—0 h,
)E">2 -iIR>O h >0

) a) Ertelmezési tartomany: x € R. £(0) =
Erdemes megvizsgdlni a jobb oldali hatdrértéket:
hm f(x ) =lim (h, —1)>-sgnh, =1-1=1.
h,—0

”
X, >U I, >0

Mar kimondhatjuk, hogy a fiiggvény nem folytonos. (Példiul Heine szerint: taldltunk olyan
0O-hoz tart6 x, sorozatot, amelyre f(x,) nem tart f(0)-hoz.)

Megjegyzés: A bal oldali hatdrérték —1, a fiiggvénynek elsdfaji szakaddsa van.

b) A fiiggvény nincs értelmezve az x,; = 0 pontban, igy ott nem lehet folytonos sem.



MEGOLDASOK - AZ ANALI{ZIS ELEMEI

¢) Afliggvény értelmezve van az xy = 0 pontban és barmely kornyezetében is, h(0) = 0.

@ED «) f(x) folytonos minden nem egész pontban,

b) Akivételek helyén kiviil a fliggvény minden

@ ) a) Az y=—(x2+4x+ 1) fiiggvénynek bal oldali hatdrértéke véees
g

Legyen )
x,=— (0) =0,
dn+1)-m
ekkor
h(x”)=sin(4n+])ig=sin%:1%l.
Ha pedig .
X,=—— #0) =0,
(dn-1)-m
akkor

h(,) =sintdn —1)- £ =sin (_§]=_1_>_1.

Megjegyzés: A sorozatot megtaldljuk Leindler Laszl6 Analizis cimd konyvében. Ugyesen meg-
vélasztva az x, sorozatot, gyakorlatilag barmely, a [—1; 1]-ba es6 szdmhoz tudunk oda kon-
vergdld fiiggvényérték-sorozatot késziteni.

=

hiszen a masodfokii fiiggvény barmely pont-
ban folytonos. Az egész pontok koziil pedig
azokban lesz folytonos, ahol a masodfokd
fiiggvény amuigy is a 3 értéket venné fel. Meg
kell tehat oldanunk az x> — 6x + 8 = 3 egyen-
letet. Ennek megolddsai: x; =1 és x, =5.
A t&bbi egész helyen szakaddsa van a filigg-

vénynek. = : \3}/ : >
~

fx)

pontban folytonos. A kivételek kiziil azokban 1
a pontokban lesz folytonos, ahol cosx = l i, sy B s e e ./?:_

Ennek megolddsai pedig x = £ g + 2k, gt

A fliggvény folytonos minden % egész tobbszordsei kozotti pontban, illetve az aldbbi helyeken:

ERLI
3

az xp=-1 helyen. A folytonossdghoz az y =2x+ b fiiggvény

jobb oldali véges hatdréricke is ezzel a hatdrértékkel kell, hogy
megegyezzen (ami maga a fliggvényérték): )
lim f(x,)= lim —(x2 +4x,+1)=2=2-(-1) +b,

—-1 x,—-1

Xy
.1.'”<—l x”<_[

. q 1 X
innen b =4. / 44




FUGGVENYEK TULAJDONSAGAI

b) Az el6z6 példa alapjan:

¥
lim g(x”)=2=(—1)2+(—1)-a+b, 5| \
x,——1
x,<-1 o)
innen b —a = 1. Mivel mds feltétel nincs, ezért csak paraméteres
megoldast adhatunk.
A keresett végtelen sok fiiggvény y =x?+ ax + (a + 1) alak, = -
ahol a barmely valds szam lehet. / &
¢) Most a keresett mdsodfoki gorbét két oldalrdl is kozrefogjdk, ;
ezért egyrészt
lim h(x,)=2=(-1?+(-1)-a+b, 5
x,—=1
X, <-1 hx)

masrészt /\
lim (x,)=5=2%+2a+b. ad
X2 -1 1 X
x,>2 / 3 \
Igy a-ra és b-re egy kétismeretlenes, két egyenletbdl 4ll6 rendszert kapunk:
b—a=1
b+2a=1|
Az egyenletrendszer megolddsai: a = 0 és b = 1. Tehit a keresett folytonos fliggvény hidnyzo
része y = x> + 1.

Vegyes feladatok — megoldasok

Gk a) Ertelmezési tartomdny: x € R;

¥
értékkészlet: ye |-oo; 1];
zérushely: xX1==3, x, =-1; 7 1
monoton csokkend:  xe [-2;eo]; e e
monoton novaE: XE ]foo; 42]; \
korlatossdg: csak feliilrdl, H = 1; 1w
minimum;: nincs;
maximum: x==2,y=1;
periodikussag: nem.

b) Ertelmezési tartomany: x € [—4; oo[; i
értékkészlet: ye|0;el;
zérushely: x=-4; ) Pl
monoton cs6kkend: nem; 1
monoton noéva: xe[-4;00 [; 4 £ 7 X
korlatossdg: csak alulrél, /=0,
minimum: x=-4, y=0;
maximum: nincs;
periodikusség: nem.



c)

5058 )
c)

d)

e)

MEGOLDASOK - AZ ANALIZIS ELEME]I

Ertelmezési tartomény: x € R; :
értékkészlet: ye [151]:

5 : el i I .
zérushely: x=—4+k > (ke Z); 1w
monoton csokkend: xe [g + kw7 + kfr] (ke Z), S z 1
monoton néva: X€E [kﬂ:; g + kzr] (keZ),
korlatossag: h=-1, H=1;
minimum: x=kn (ke Z);
maximum;: xX= g +kn (ke Z);
paritds: péros;
periodikussag: p=m

59,3

lim(x2 +1) = lim ((3 +h,)2+1) = 10; b) lim Lz?i = lim (x3 = 2x) = 0:
x—=3 h,—0 x=0 X x—=0
lim (x +1)-sgnx = lim (h,+1)-sgn(h,)=1-1=1,
x—0 h,—0
x>0 h, =0
lim (x +1) -sgnx = lim (h,+1)-sgn(h,)=1-(-1)=-1;
xr—0 h,—0
x<0 h, <0
A jobb és bal oldali hatédrérték nem egyenld, ezért nincs a pontban a fiiggvénynek hatarértéke.
limi=lim i=oo, lim 1=1;
x=0x  h,—0h, x=0
x>0 I, >0 x<0

A jobb és bal oldali hatdrérték nem egyenld, ezért nincs a pontban a fiiggvénynek hatdrértéke.

3.SinX_§

.osin3(x+m . 3 sin3(x+m .
lim ———=lim —-—————~ =1im
x—o-r 2x+m x—=-m2 3kx+m x-=02 X 2

L)

X=3x+mé hax—-m X—0.

@) Az els6 két fiiggvény értelmezve van az adott pontban és valamely kornyezetében.

a)

f)=3, lim(3x}+4x2—6x,+2)=3+4-6+2=3, tehat folytonos.
—1

Xy

b) g(2)=-1, lim ( 2 3+1] 2 I=-1, tehdt folytonos.
Xy —

c)

[l Mivel x-sgn(x) =|x| minden valés szdmra, ezért b = 3.

= -
2-3

X, =2

Nincs értelmezve az adott pontban /(x), tehdt nem lehet folytonos.




DIFFERENCIALSZAMITAS

A differencialhanyados fogalma — megoldasok

Szeld, érintd — megoldasok

a) m=2; b)m=l; c)m=3\/§;6; d)m:—z.
3 6
a) y=4x-4, b) y=-2x+3;
C)y:ix; d)y:logﬁl_.(x_s)_i_z
T

Egy paraboldnak pontosan akkor érintdje egy egyenes, ha két feltétel teljesiil rd: egyetlen kozds
pontjuk van, és az egyenes vagy teljes egészében a gorbe alatt, vagy teljes egészében felette fut.
Jelen esetben, mivel normal dlldsu paraboldrdl van szo, az érint6 csak alatta mehet. Kérdés, hogy
0,5k~ 12422 2x~2.
Fejtsiik ki a zardjelet, majd rendezziik egy oldalra:
0,5x2—3x+4,520.
Kettdvel beszorozva még jobban lithat6, hogy nevezetes szorzatot kaptunk:
(x—=3)%=0.
Az egyenl&tlenség valdban teljesiil minden val6s szdmra, kivéve az x = 3-at, amikor az egyenlGség
igaz. Tehdt az adott egyenes érinti a paraboldt, mégpedig az E£(3; 4) pontban.

Mivel egy hiperbola két dgbdl all, elgszor probaljuk megtippelni,
hogy melyik dgat kell megvizsgdlnunk. Készitsiink vazlatot!
Lathato, hogy ha érinti az egyenes a gorbét, akkor a bal oldali dgat
érinti. Szikitsiik le a fiiggvény értelmezési tartomanyat x < 5-re.
Ekkor kérdés, hogy: 1

x -

+2<—x+5.

Szorozzuk meg mindkét oldalt x — 5-tel (vigydzat, negativ szdmmal
szorzunk):

1+2(x-5)2—(x-5).
Fejtsiik ki a zardjelet, és rendezziink egy oldalra:
x%—Bx+1620.

A bal oldali nevezetes szorzatra mindig igaz a reldcid. Egyenldséget pedig csak az x =4 helyen
kapunk, tehdt ebben a pontban érinti az egyenes a hiperbolat.

Mivel a parabola normél dlldsu, az érintd csak alatta haladhat. Ebbgl adédéan dgy kell b értékét
megvélasztanunk, hogy —2x + b < 2x2 —3x + 1 legyen. Egy oldalra rendezve: 0 <2x> —x+ 1 —b.
Az érintéshez egyetlen kozis pont 1éte sziikséges, ezért a masodfoki egyenlet diszkrimindnsédnak
nulla értéket kell felvennie (a parabola normal alldsu, tehat az egyenlStlenség teljesiil):

D=1-8(1-b)=0, ahonnan b=%.

Tehat az érintd egyenlete: y =—2x + %



Az el6z6 feladat meggondoldsai alapjdn (értelmezési tartomédny —1 < x):

6067

6068

6069

x+b2x+1,
x+1l-«x+1+b20.

Vizsgdljuk a diszkrimindnst: D=1-4(b—-1)=0.
Innen b = % vagyis az érintd egyenlete: y = x + 1,25.
Lefelé nyilo paraboldrdl 1évén sz, az érintének a gorbe felett kell

futnia. Azaz:
mx—12-x2+x-2.

Atalakitva:

X2+m-1x+120.
A mdr jol ismert diszkrimindns: D = (m — 12 -4=0.
Megoldva a masodfoki egyenletet, m =3 és m, =1 értékeket
kapjuk. Tehat két érint§ is létezik a megadott feltételekkel:
y=3x—-1é& y=—x—-1.
Az dbrdzolashoz alakitsuk teljes négyzetté a fiiggvényt:

2
f(x):(x%] ﬁ%.

A feladatban megadott négyzetgyokfiiggvény értelmezési tartoméanya |—oo; 1] és monoton nové,
igy minden érintének a girbe alatt kell futnia. Tehat

mx+%£—\/—x+1 +2.

Rendezve és négyzetre emelve:
V=x+1<1,5 - mx,
—x+1<2,25-3mx + m%x%
Egy oldalra rendezve:
0<m2%+ (1 -3m)x + 1,25.
D=(1-3m?2-5m*=4m?-6m+1=0.

Kifejtve és a masodfoku egyenletet megoldva:

3445 3-5
m; = és im, = ]
4
Akét érintd egyenlete:
3+4/5 ) 3-5 1
yi= X+— € y= P
4 2 4 2

Ha egy normdl dlldsd parabolat érintenek az y = 2x és y = —2x egyenesek, akkor az szimmetrikus
az y tengelyre, vagyis csak f(x) = ax? + b alakii lehet (a, b > 0). Ez abbél adédik, hogy adott
(m = 2) meredekségli egyenes csak egy adott x;, pontban lehet érintG (ami igaz akkor is, ha nem
tudjuk pontosan, melyik az a pont). Mivel a masik érint§ tengelyesen szimmetrikus képe az elGzd
érintének az y tengelyre, és a parabola tengelyes szimmetridja miatt csak az el6z6 x; pont tikor-
képében hiizhaté meg, maganak a parabolagdrbének is az y tengelyre kell szimmetrikusnak lennie.



ElGszor tekintsiik az y = 2x érintSt és az f(x) = ax? + b parabolat.
Az érint6 a gorbe alatt fut:

2x<ax?+ b,
0<ax?-2x+0b.

Az érintének pontosan egy kizos pontja lehet a fliggvénygorbével:

D=4-4ab=0, innen a=%.

Tehat a és b egymds reciprokai: a feltételeknek megfelel§ fiiggvény- 7 !

csalddot f(x) = ax? + : alakban kell keresniink. Amennyiben a masik
a

érintdt vizsgdljuk, ugyanerre az eredményre jutunk, hiszen a diszkri-
mindnsban négyzetre emeljiik x egyiitthatdjat.

Néhany példa az dbrdn lathato.

Y a) A fiiggvény egyenletét keressiik f(x) = ax® + bx + ¢ alakban. Az egyenesek elhelyezkedé-
sébdl adéddan a parabola csak felfelé nyilhat, és nagyjibél a 0 és 4 kozott részen metszi
az x tengelyt.

Az eddigi feladatokban ldtott médszert haszndljuk fel most is
mindhdrom érintd esetén. Itt rogton az dtalakitott egyenleteket
€s a bel6liik kapott diszkrimindnsokat adjuk meg:

(1) 0<ax®+ (b + )x + ¢+ 0,5, innen
D=(b+ 1)’ —4a(c+0,5)=0: =
(2) 0<ax?+(b—2)x+c + 8, innen
D=(h-2)—4a(c +8)=0:;
(3) 0<ax?+ (b + 3)x + ¢ +0,5, innen
D=(b+3)2—4da(c+0,5 =0.

Az els6 és a harmadik diszkrimindnst vizsgdlva, vegyiik észre, hogy majdnem mindenben meg-
egyeznek. Vonjuk ki ket egymasbdl!

(3)—(1): (b+32-(b+1P = 4b+8=0.
Azonnal megkapjuk, hogy b=-2.

Tehdt a keresett fliggvény f(x) = ax? — 2x + ¢ alaki.

Az els6 €s a masodik diszkrimindnsba visszahelyettesitve:
(I) D=1-4a(c+0,5)=0.
(2) D=4—-a(c+8)=0.
c+0,5
c+8
A tort eltiintetése (nevezdvel valé beszorzds) és rendezés utdn ¢ = 0 értéket kapunk. Ezt a kife-

A misodikbdl kifejezve a = is—at kapunk. Visszahelyettesitve: 116 - 0.
c+

Jjezett alakba helyettesitve a = % addédik.
Tehdt a keresett fiiggvény:
1
fix)= Ex2 —



b) Afenti eljdrds tetszGlegesen elvégezhetd harom kiilonb6zs egyenesre, amennyiben az egyenesek
koziil semelyik kett6 nem pdrhuzamos, illetve nem egy ponton haladnak dt. Amennyiben
a hdrom egyenesnek harom kiilonbtz6 metszéspontja van, pontosan egy parabola érintkezik
veliik. Két egyenes a feltételek szerint biztosan metszi egymdst, a harmadik pedig az elGzd kettdt
vagy azok metszéspontja alatt, vagy metszéspontjuk felett. Ettd] fiiggden fog az egyetlen lehet-
séges gOrbe lefelé vagy felfelé nyilni. A fiiggvény kiszdmitdsa az a) részben leirtak alapjdn
torténik, legfeljebb kevesebb egyezd tag esetén csak a 4ac szorzat esik ki a két diszkrimindns
kiilonbségébdl. Mds kiilonbségeket is véve csak a és b egyiitthaték maradnak. Két mdsik
diszkrimindns kiilonbségét véve redukdlhatjuk az ismeretlenek szdmdt: a, b-ben kétismeretlenes
egyenletrendszert kell megoldanunk.

Masképp fogalmazva: harom érintGje pontosan meghatdrozza a paraboldt. (Egész pontosan mi
csak az y tengellyel parhuzamos tengelyl paraboldkrdl szoltunk, de megjegyzésiink igaz
barmely elforgatott parabolagérbére is.)

Differencia- és differencialhanyados — megoldasok

s x i
m o S0 = fxg) _ o b) fx) f(xo):3(x+2);
x— X X=X
o) f(x)—f(xo)zx/x+3_1= L 4 fO-flxg) 1
) x+2  Jx+3+1 x—xg  8(x—3)
e) ——f(X)_ fo) =g'tgx
*—Xg 'z
= 3x-2—-(3-(-8)-2
B ) lim 2> B (8)-2) _ 35424 it 3. 238 g,
x—-8 x+8 =8 x+8 x5-8 x+8
x#-8 x#—8 x#-8
2 _d_ .12 T 2 - =
b) limﬁx +2x—-4-(6-1°4+42-1 4)=hm2'3x + X 4=21im(x 1)(3x+4)=
x—1 x-1 x—=1 s x—l1 x—1
x#l x#1 x#1
=21im(3x +4)=14;
x—1
x#l
. Nx-243 .. =3 .. Jx -3 : 1 1
c) lim———=1lim2-———— =2lim =2lim ———=—;
=3 x-3 x—3 x-3 x%3(\/;+\/§)(\/;—\6) xo3vx +43 3
x¥3 XE3 x#3 x#3
305,073 3,93 2
i T 0,5x° - 0,5-(-2) _ limO,S-x +2 ~0:5 Tk (x+2)(x 2x+4)=
x—-2 x+2 x—-2 x+2 x—-2 x+2
x#-2 x#=2 x#=2
=0,5lim(x2 - 2x+4)=6;
x—=-2
x#-2
1 _l 2-(x+2)
) B BEA & e SOEE g S g 4 o 1
=0 x-0 x=0 X x=02(x + 2) 2x50x+2 4
x#0 x#0 x#0 xz0



[ Az érintét harom lépésben hatdrozzuk meg. Kiszdmitjuk a fiiggvény adott pontbeli differencidl-
hanyadosdt, és a kapott meredekség( (xo; f(xu)) ponton dtmend egyenes egyenletét frjuk fel.
(Ehhez el@szor ki kell szdmitani a fliggvény x-beli helyettesitési értékét is).

a) f(3)=2-32-3+3=18;

2 e _
e et - O e BV RN

x—3 x=3 x—=3 x-3 x—3
x#3 x#3 &#3

y=11(x-3)+18=11x-15;
b) g(-1)=—(-1+3P +3=-1;

o 2 3
e L) e ) ) Y PO
x—-1  x+1 x—-1 x+1 x——1
x#-=1 x#-1 x#-1
y=—4(x+1)-1=-4x-35;
2 3
hd)=Z-2=-=;
c) h(4) ) >
2.1 4=
. X 2D . sy . 1 1.
lim = lim =—lim—=——;
i=nd x—4 xo4x-4 x—4 2x 8
x#4 x#4 x#4
1 3 1
=——Ex-4)——=-—-x-1,
Y=g =
d) i(4) =34 =6; '
o = s ol . 1 3
lim3-—~=3lim —————F =3lim ———=—;
x4 x-4  aod(Jr+2)(x-2) xo4vx+2 4
x#4 x4 x#4

y=%(x—4)+6:%x+3;
g jlly=13+12=2;

3. 2. _ )
=1t =l o G- 2D R e2542)=5;

1=l x=1 x—l x-1 x—=>1
x#l x 2l x#1

y=5x-1)+2=5x-3.
Megjegyzés: Ha jobban megismerjiik a differencidlhdnyadost, egyszerlibbé vilik az eljards.

DD a) Az f(x) fiiggvény nincs értelmezve a kérdéses pontban, ami sziikséges feltétele lenne a differen-
cidlhdnyados 1étének. A fiiggvény tehdt nem differencidlhato.

b) Afeladatbeli g(x) fiiggvény értelmezve van az adott pontban és annak tetszdleges kdrnyezeté-
ben (értelmezési tartomdnya R). Ha x, kellGen kis kornyezetébsl vesszik az x értékeket
(példdul &< 0,5), akkor a jobb és bal oldali differencidlhanyadosokat felirva:

24y - 5 Ay
lim w—o = lim L = —co, illetve lim M = lim = —oo,
x—-2 x+2 x—-2x+2 x—-2 x+2 x—-2Xx+2
x>=2 x>=2 x<=2 x<=2

A jobb és bal oldali differencidlhdnyados egyenld, azonban nem véges. Mivel ez a differencidl-
hat6sdg sziikséges feltétele lenne, a fliggvény nem differencidlhato.



c) Afiiggvény értelmezési tartomédnya most is R. Vizsgdljuk meg ismét a bal és jobb oldali dif-
ferencidlhdnyadosokat. Haszndljuk fel, hogy x -2 =+/x - ® e

dx=1=1 ., . ~1)2 -

lim AF-1-1 = lim . - = l, illetve lim M: Limx=2.
=3 x=2 x=2x—-1+1 2 =2 x-=-2 X352

x>2 x>2 x<2 x<2

Jelen esetben bdr 1étezik és véges mindkét oldali hatarérték, azonban nem egyenldk.

d) A fiiggvény értelmezési tartomdnya R. Am a jobb és bal oldali differencidlhdnyadosok nem
egyenldk, rdaddsul nem is végesek:

1 1
——0 i)
. X .1 . ; .1
lim = lim —=on, illetve lim =—lim— = —oo.
x=0x—-0 x-0x =0 x =0 ¥=0 x2
x>0 x>0 x<0 x<0

e) Bir j(x) értelmezve van xj-ban, azonban nincs értelmezve tetszGlegesen kis krnyezetében, igy
X nem tarthat xy-hoz.

2(x_1)2+1-(2(x0-1)2+1)=]imz_(x-x(,)(xuo_z)

a) lim =21im (x + x5 — 2) = 4x, — 4,
X=X, X — Xy X=X, X=Xy X%y
X#X, X#Ex, X#X,
fgy f'(x) = 4x—4.
B i —3 y - + 3
by lim 20 =3%) _ gy (6 ) (et - )—Ilm(x+x0—3) 253,
XX, X=Xy X=X, X=Xy E
X#X, X#X, ,\#{n
igy g'(x)=2x-3.
2 2 2_x0+2—(x+2)
2 2 o
& g EEe Sd p. EFEUGEY  ome 1 2
xox, X — X x=x, X=X x—=x, (X +2)(xy +2) ()C0+2)2
X#EX, X#EX, X#X,
-2
igy h'(x) = ;
gy h(x) 12
dy gy TN = xO = lim L et
X=X, X=X x—, (x XO)(" 1<k "xﬂﬁ) x—>xu-\/x—-l+\/x0L1 2\/17@—]
r;txn X#EX,

e L e ]
lgyl(x)_Z\/ﬁ'

A derivaltak (piros) és a fiiggvények (kék) abrai:

a) b) d)




Miiveletek differencialhatd fiiggvényekkel — megoldasok

{08 a) a'(x) =2 b) b'(x) =-3; ¢) ) =3

@ d (=2 e) &)= 4x: f)F =216

g) X)) =-6x+T; h) h'(x):Zﬁxf%; i) ¥(x) = 6x2—6x;

Hi®=-3x2+3; k) K'(x)=3x2 + 4x - 5; DIx) =322 +2x +1.
{00 a) o'(x) = 24x% b) b'(x)=567x80-225x%;  ¢) /(%) = 207 — x* + 24%;

d) d’'(x) = 42x5 + 98x + 72x8 + 2187x2; e) €'(x) = 12x!4 4 3,8x09;

F) F)==8x"%2+12x95; o ¢'(x)= éx”l' +4x %, h) B (x)= lx 5 14,»cg +x’%

28 -12
i) () =-12x"*+ 10x~3; j) ) =—8x~26 —?x 9. k) K(x)=6nx""1;
1) I'(x) = 2n + 10)x"+4; m) m'(x) = 33x5-3; n) n'(x) = x%_].

, (L 1 <L g
M a) a(x)=(x-3) ={x2-3 =gk =g

3 I < 1
b) b’(x)=(5\/;) :5'[112) :éx 2 =._5_;

’

5’ 3
£ F e = [x J [ f] L

’ 3 8 7 3 _2 8 3 7 5
) =3+ Y8~ JaT) = (x5 4 x3 4 x2 =252 Dal
+§%/x_5+5\/x_5;

=5-§/x—2

35 35_35 x29



a) a'(x) =cosx;
d) d’(x) = 4cos x + sinx;
g) &) =0;

a) a'(x)=3"1n3;
d) d'(x) =3e;

f)f'(x)=i;

X
e LG
)@= s

@) d'(x) = 43 Yx - éx“

b) b'(x) = —3sinx; ¢) ¢'(x) = cosx — sinx;
e) €'(x) =—cosx — 5sinx; [} (%) = sinx — mcosx;
h) h'(x) =3cosx — 4sinx — /2 cosx.

b) b'(x)=4-1n5-5% c) (x)=8"1n8§:;
e) €(x)=7"-In7 -324x> + 4*. In4 — 64*-1In 64;
¢ ¢ ¥ 4 5
H——h h) K(x)= :
8 &@ x-In2 ) B () x-1nl0
. 6 3 , 1
i = B K = —.
J) i (x) e ) K'(x) .

b) b'(x) = (3x2 + 2)(x7 - 3x% + 5x2) + (x3 + 2x)(7x6 — 15x* + 10x);

c) c(x)=

(20x* + 18x26 — 4x)(5x10 - 306 — 9x%) — (4% + 536 — 262)(50x° — 18x5 — 18x)

d) &=

]

(5x10 — 36 — 9x2)*

8x +0,6x704 x%—x% —(4x2 + x006 lx%—éx%
4 2




e) ¢'(x)=3x2-sinx+ x3-cosx;

5

p 1
B = ———
cos?x

i) fx)=Inx+1;

a) a'(x) =10(5x + 3);

¢) ¢'(x) = 10(x* — 3x2 + 5x)7 - (4x3 — 6x + 5);

3x2-10x+7 )

e) (%) = ——0ous——;
2Jx3 —5x% +7x

g) g'(x) = 2sinx-cosx;

B = 2 co.s(Sx + 7T ;
2 Jsin(5x +m)
, te3x sin3x
k) K(x)=6- =6- :
}E G cos?3x cos33x

S I
m) m(x)_Zx’
0) o'(x)=-3-1g3x.

3

f) f(x) = cos?x — sin?x;

h) B(x) = —— T
sin<x

o 1-Inx

J) i) =—
X

b) b(x) = 48x(6 — 4x2) ",

boin 3 )
94D = BT
3

f)f'(x)=2- 4x? —4x + 6

{/(x"’ — 222+ 60)*

h) I'(x) = —6cos22x - sin 2x;

J) j'(x) =2cos2x- cos*x —4sin2x-cos?x-sin x;

1
D I'(x) = —————;
) el (1-x-+x2-1

n) 7'(x) = eS"¥. cos x;

a) )= %(W #x)2-(6x +1) - 8(x82 + x76) - [(x82 + x~6) + 2x = 1)- (8,2672 — 6x~7)] +

1o 5 3
x?2+x 2 -(x4M3x2)u §x2+2\E -(4x3—6x)

+
(x4 - 3;rc2)2

b) g'(x) = —[12sin‘44x -cos4x - tg(m — x) +sin~3 4x -

]

b sinx|;
cos“ (7 — x)

[ln(sinx)x]’ = [x - ln(sinx)]’ =In(sinx) + x _1— -cosx = x -ctgx + In(sin x),

c) W(x)= 22 _(zx_3).ex2—3x+l'
x< -1
d) Mivel
tovabba
[In(i(x))]
igy

Simx

r i) iw

i(x) (sinx)*’

i'(x) = (sinx)* - (x - ctg x + In(sin x)).



e) Mivel
In(In x) +Inx-—]—-l= 1+ In(Inx)

[1n(j)] = [nx) - In(inx)] =

Inx x .
tovabba J( | J( |
1 f ’:i: J X
[In ()] @ Qo
igy
=g (L n000)
X

Néhany konkrét fiiggvény derivaltfiiggvénye — megoldasok

CIEE) a) Nem, mert a fiiggvény szélséértékénél a derivalt nulla.

b) Nem, mert ahol a fiiggvény csokken, ott a derivalt negativ értéket kell, hogy felvegyen.
c) Igen.

d) Nem, ldsd b).

e) Igen.

LS A keresett fiiggvények minden esetben csak egy konstans erejéig hatdrozhat6k meg. A ¢ paraméter

6086

helyére barmilyen valds szdmot beirva, a kérdezett fiiggvényt kapjuk.

a) a(x) =5x+c; b) b(x)=x%+c;
c) e(x)=2x2-2x+¢; d) d(x) =2x% + ¢;
e) e(x):zx1’5+c; f) f(x)=_i+c;
3 &
5 4 .3 .2
g ) =t bt h) h(x) =—sinx +c.

Mirdl informal a differencialhanyados? — megoldasok

Erint6 — megoldasok

A megoldisok sordn felhaszndljuk, hogy az érint§ egyenlete y = f "(%0) - (x = xg) +f(x) alakban
irhaté fel.

a) flx) =28,  f'(x) =4, y=4(x-5)+28 =4x + 8;
b) g(xp) =2, & () =15, y=715x-1)+2=75x-5,;
3 ; V3 V3 ZY 3 3 3 +9
c) h(x0)=z, h(x0)=T, y=—4—-(x+§]+1:7x+ TR
h(x;) =0, W (x) =-2, y=-2[x—§}+0=ﬁ2x+x;
d) i(xy) =0 1"(Jc)-~i —i(x—zr)+0—lx—1'
0) =Y 0 e y_ﬂ: _R' :
e) j(x) =Ve, J (%) =‘?, y=*i;_£'(x—£)+ e =—EX+\/E-(£:5/—§+IJ.



Derivalt és szélsdérték kapcsolata — megoldasok
@ o) () =0, xe R; b) b’(x) =3; nincs zérushely;
c) cx)=2x; x=0; d) d'(x)=-2x+5;, x=2,5;
0 /() =8r+3 w=—: £ F@=brt; x=2:
g) &) =4(x-3); x=3; h) h'(x) =-10(5x + 7); x:—%; |
i) {(x)=3x>—-8x; x;=0¢6s x2=§; j) () =6x2—6x—36; x;=-2és x,=3; |

k) (0 =30x+2)% x=-2;
) I'(x)=30x(x2-1)% x=-1,x=0&x=1;

nincs zérushely;

v 1
m) m (x) =m;

’ 2x -3 . 3 |
n) n'(x) =———=—=:; nincs zérushel [_ED”}
2Jx2-3x y 2 \
0) 0’(x)=—i3—-; x:i; ‘
3. 3(—x2+3x)2 2
) ’(x)—_—z' nincs zérushely;
PP g e
’ —2JC
N=———7; x=0;
q) q (x) woap
_ 2 _ A+
" o) = 103x* +8x—1) %g= 4_419;

T3 Al —x+2)% 3

s) §'(x) =6x-cos(3x2); x=06és x=1= /%+k-—j3£,ahol keZ};

1) £(x)=—

— ; mnincs zérushely
sin=(mx)

[T A szélsGérték sziikséges feltétele, hogy a derivélt az adott pontban nulla értéket vegyen fel.
a) f'(x)=2x-2;
F(1)=0, £(10) = 18: x,-ben igen, x,-ben nem lehet sz€lsGertek.

b) g'(x) = 6x% + 30x — 84;
g'(-<7)=0, g'(2) =0: x;-ben és x,-ben is lehet.

¢) I (x) = 30x° + 90x* — 90x> — 270x% + 60x + 180;
W(-1)=0, k' (v2) =0, K'(7) = 676800: x,-ben és x,-ben lehet szélsdértek, x;-ban nem.

d) i'(x) = —=3x%sin(x?);
i'[3’21 - 325) =0: csak paros k-ra (k =21, t € Z) lehet szélsGérték.



L A maximum létezésének sziikséges feltétele, hogy a fiiggvény legyen értelmezve az adott helyen
és valamely kornyezetében, valamint ott 0 legyen a derivalt értéke. Elégséges feltétel, hogy az adott
hely el6tt pozitiv, utdna negativ értéket vegyen fel a derivilt.

a) ff)=-2x+6; f(1)=4, f/3)=0. f(x<3)>0 és f'(x>3)<0. Tehit x;-ben nem lehet
szélsGérték, x,-ben maximuma van a fiiggvénynek.

b) g)=x*-6x>+ 11lx-6; g'(-1)=-24, ¢'(1)=0, g'(2)=0, g'(3)=0. Tudjuk, hogy a harmad-
foki fiiggvénynek legfeljebb harom zérushelye lehet.
Bontsuk szorzattd: g'(x) = (x — 1)(x — 2)(x - 3).

I‘( <1 X =1 1 <-X"< 2 x=2 2_<} <3 s X= 3

Tg negaiy 0 pozitiv 0 Qegele ] bl

A szorzatalakbol mdr leolvashatok az elGjelek. Osszegezve: x,-ben nem lehet szélséérték,

Xp-ben és x,-ben minimum van. Csak x;-ban taldlunk maximum pontot: x,,, = 2.
¢) ()= — = =0; K(0)=0.
cos?(x2)

A derivalt elgjelét csak a szamldlo befolydsolja: x = 0-ban maximuma van a fiiggvénynek.
d) i'(x) = 2x - cos (xZ . g] i’(Vkr ) = 0 barmely k € Zj esetén.

A szorzat els§ 2x tényezGje x =0 (k=0 eset) kornyezetében eldjelet valt (negativrdl pozitivra),
; T ,, 5.5 G o = .
a masodik cos [xz - 5] tényez6 ekkor pozitiv. Tehdt itt a fiiggvénynek minimuma van.

Ha k> 0, akkor a derivalt els6 tényezdje folyamatosan pozitiv, csak a masodik tényezdre sziik-
séges koncentralnunk.

0 <x <~/ esetén ~= & g% 5 < 7 aminek koszinusza pozitiv.

35, B T 3n ; ; .
Jr <x <27 esetén 5 <x?- & < o aminek koszinusza negativ.

A tovdbbiakban ezt a két esetet ismétli djra és djra a fiiggvény. EbbS] mér meg tudjuk mondani
a szélsGértékeket: az i(x)=sin (xz - Z) fiiggvénynek az x =km helyeken (k nemnegativ

egész) paros k-ra minimuma, pdratlan k-ra maximuma van.

Ez utébbit kerestiik: x,,, = /(2k+ D)7

Ik A minimum létezésének sziikséges feltétele, hogy a fliggvény értelmezve legyen az adott helyen
¢és valamely kirmyezetében, valamint ott nulla legyen a derivalt ériéke. Elégséges feltétel, hogy az
adott hely el6tt negativ, utina pozitiv legyen a derivélt.

a) f'(x) =4x-10; f'(x) =0 megolddsa: x=2,5. Mivel a derivéltban x egylitthatdja pozitiv,
S’ szigordan monoton névé linedris fiiggvény. Ezért a zérushely el6tt negativ, utdna pozitiv
a derivalt, tehdt az x = 2,5 pontban f(x)-nek minimuma van. A minimum értéke: f(2,5) =-7.5.

b) g'(x) = 3x% + 3x - 6; g'(x) = 0 megolddsai: X1 =-2, x, = 1. Aderivilt egy felfelé nyilé parabola,
igy a két zérushely kozott negativ, rajtuk kiviil pozitiv értékeket kapunk. Tehdt csak x,-nél
kapunk az eredeti g(x) fiiggvényre helyi minimumot, melynek értéke: g(1) =-2,5.



c) h'(x) = 7x5 — 5x* = x}(7x2 - 5); I'(x) = 0 megolddsai: x; =0; x, = \/g; s ~\/§.

Figyeljiik meg, hogy az elGjelet csak a médsodik 7x2 -5 tényezd hatdrozza meg, x* ugyanis
mindentitt nemnegativ. Ez a kifejezés pozitiv, ha x <x; vagy x > x5, kiilonben negativ (felfelé
nyil6 parabola). Tehdt az eredeti i1(x) fiiggvénynek x,-ben van minimuma (x;-ban maximuma
van, x; pedig nem szélséértéke). A minimum értéke pedig h[\/g} = —% i %

d) i'(x) = cosx — sin®x = (cos x — sin x)(cos x + sinx); i'(x) = 0 megolddsai: x = % + k- g keZ.

Vizsgdljunk meg egy teljes szoget! (A derivdltfiiggvény periédusa nem lehet nagyobb 27-nél.)
Készitsiink tablazatot:

B e e L L T U TNSU S ——

e i Tl gl e L gl s g il
e osaci b il scnsiniannd) i v i iBusiniiidvindl il A
cosx smx 0 negativ negativ negativ 0 pozitiv pozitiv pozitiv 0
cosx+smx pozmv pozitiv 0 negativ negativ negativ 0 pozitiv pozitiv

0 negativ 0 pozitiv 0 negativ 0 pozitiv 0
(4t -l
A tdblazatbdl kiolvashatjuk, hogy i(x) =sinx - cosx fliggvény az x.,;, = - helyeken
éri el minimumdt, ahol ¢ € Z. A minimum értéke mindegyik esetben azonos: i(x,;,) = 5

kil Elso lépésben meg kell keresntink a derivdltak zérushelyeit, majd azokrdél eldonteni, hogy van-e,
€s ha igen, milyen szélsGérték.

‘ 2L P T B G 3 3
a)fx)y=6x-4; x; = ) Mivel f* szigortian monoton nové linedris fliggvény, ezért a zérushely

P

eltt negativ, utdna pozitiv az értéke. gy x;-ben a fiiggvénynek van szélséértéke, mégpedig
minimuma.

A410

b) g'(x) = —%xz +4x—1; Xjp= T A derivilt lefelé nyild parabola, ezért a két zérushely
410 . 4+410

kozdtt pozitiv, azokon kiviil negativ. Tehdt x; = T—ban minimuma, X, = 3

maximuma van az eredeti fliggvénynek.

22
¢) H(x) = ( R
minden valds x-re pozitiv. A szdmlalé egy forditott dl14sd parabola, ezért a két zérushely kozott
pozitiv, rajtuk kiviil negativ értéket vesz fel. Tehdt a fliggvénynek x; = —1-ben minimuma és
X, = I-ben maximuma van.

d) i'(x) = 2cosx + sinx; x = arctg(—2) + krr (fokban megadva kb. —63,435° + k- 180°), ahol k € Z.
Lassuk a szokasos tdblazatunkat (x jelentsen most fokot az egyszeriiség kedvéért):

; X1 =—1 és x, = 1. Anevezd nem befolydsolja a derivalt elGjelét, hiszen értéke

k 0 1 2
: x X= -63,435° -63,435°< x <116,565° x = 116,565° 116,565° < x < 296,565° x = 296,565°
Zcosx +sinx 0 pozitiv 0 negativ 0

Tehat i(x) =2sinx —cosx fliggvénynek pdros k-ra minimuma (x,;, =—63,435° + 1-360°),

paratlan k értékre pedig maximuma van (x,,,, = 116,565° + ¢-360° 1 € Z).



Derivalt és monotonitas kapcsolata — megoldasok

[II7 A monotonitis vizsgalatdhoz sziikség van a fliggvényre: elsS lépésben meg kell vizsgdlnunk, értel-

mezve van-e a fiiggvény a kérdéses intervallumon. (Ezt csak ott jeloljiik, ahol R-t6l eltér.) Ha igen,
akkor meg kell dllapitani, hogy a derivilt hol nemnegativ, és a megadott intervallum része-e ennek.

a) @ (x) = 1,001. d'(x) > 0 megolddsai: x € R. | —co; 5] = R. A megadott intervallumon a fiiggvény
szigortian monoton nova.

b) b'(x) = 6x. b'(x) = 0 megoldasai: x> 0. [0; 2] < [0; e[, a fiiggvény monoton né a [0; 2] inter-
vallumon. A névekedés szigor.

¢) ¢(x) ==2x+2; ¢(x) 20 megolddsai: x < 1. Mivel [-5; 2] nem részhalmaza |—eo; 1]-nak,
fgy a fiiggvény nem monoton néve a [-5; 2] intervallumon.

d) d'(x) =3x%+ 2x; d'(x) = 0 megolddsai: x < ‘% vagy x> 0. A [-3;-2] U [0; 2] valédi rész-

2

2 ) : .
halmaza a ]um; —E] v [o; oo[ intervallumnak, ezért f(x) = x* + x2 a megadott intervallumon

szigoriian monoton ndva.
’ / P 7 v 74 =
e) € (x)=-3x2—6x + 4. € (x) 20 megolddsai: —-1— \/; Sx<-1+ E Mivel -1 + \/; <1, ezért

a teljes kérdéses intervallumon nem monoton ndvé a tiggvény.

s =X
N sy

adatban kérdezett f(x) =

. f'(x) 2 0 megolddsai: x<0. A ] —e0; 0] éppen ez az intervallum, igy a fel-

7203 fiiggvény (szigorian) monoton név az adott intervallumon.
x°+

g) D, =R\{0}, afiiggvény nincs értelmezve az intervallum jobb végpontjdban.

h) D, = [—oo; —2] U [—1; eo|, a fiiggvény nincs értelmezve a ]-2; -1 intervallumon.

1 1
i) i'(x)= + . Bdr a derivilt két pontban (x, =0
3.4 3-Yx-37 ; ‘

és x, = 3) nincs értelmezve, dm ahol van, ott pozitiv.

Az eredeti i(x) = ¥x +Yx -3 fiiggvény mindeniitt folytonos, 1
ezért igaz, hogy mindenhol szigorian monoton néva is. s e
Megjegyzés: A kérdéses pontokban az érinté fiiggdleges egye- “"/

nessé vilik egy pillanatra, igy nem tudjuk irdnytangensét /
megadni a derivalt segitségével.

E-z—k-z—ﬁ.

j) j’(x) = 3cos (3x). j'(x) 2 0 megolddsai: —% +k- Z?E <x< 3

. e L T Sm|. ; p 5
Behelyettesitve a k=1 értéket, éppen az adott [—; —n] intervallumot kapjuk. Tehdt a fliggvény
monoton ndva itt. A névekedés szigord. 6

k) D, =R\ {kn} (k € Z). Akérdezett intervallum val6di részhalmaza az értelmezési tartomanynak.
1

cos? { - E)
4

fiiggvény szigorian monoton névd a |- 0[ intervallumon.

K(x)= , kK'(x) >0 ahol értelmezve van a fiiggvény, igy a kérdéses k(x) = tg [x - 323]



I) I'(x) =sinx + x-cosx. Kiilon megvizsgdlva a fiiggvényeket, figyeljiik meg, hogy sinx =0,
cosx 20, x 20 az adott intervallumon.

Tgy a derivéltra is //(x) = 0: [(x) monoton névé a [O; g] intervallumon.

TEE) Ott monoton csdkken a fiiggvény, ahol 1étezik a deriviltja, és az nem pozitiv.

a) f(x)==2x+3. f/(x)<0, ha 1,5 <x. A fiiggvény (szigortian) monoton csokkend a F oo[
intervallumon. 2

b) g'(x) =3x>-8x+ 6. A g'(x) =0 masodfoki egyenletnek nincs megolddsa, a derivaltfiiggvény
nem metszi az x tengelyt. Mivel g felfelé nyil6 parabola, ezért végig az x tengely felett halad:
minden valds x-re g'(x) > 0. A megadott g(x) = x* — 4x? + 6x — 3 fiiggvény sehol sem csokken.

-(2x-1)

¢) Dy =R\{-1; 2}. A'(x) =m,

K(x)<0, ha x=0,5.

Mivel ezt csak D;-n tekinthetjiik, azt kell mondanunk:

X 2
monoton csokken. =

1
hx) = T az [l 2 [ U |2; o[ intervallumon (szigorian)

2 2

| 1 sin“x — cos~x

cos’x sin?x  (cosx-sinx)?

d) D, =R\ {k- g} i) =

i’(x) £0, ha a szdmldlé nem pozitiv:

—£+kﬂ:£x5£+km
4 4

A fliggvény nincs értelmezve ezen intervallumok felezSpont-
jaiban, ezért a megoldds: Sl

[—-} + ki kfr[ ] ] km, % + kfr:l intervallumokon (szigortian) \ [\ /\

monoton csékkend az i(x) = tgx + ctgx fiiggvény. (ke Z.)

i
12

ElGszor derivdlnunk kell a fiiggvényeket (mindegyik fiiggvény értelmezve van a teljes valds
szdmhalmazon), majd a derivalt el§jelét megvizsgdlva vilaszolunk a kérdésre.

a) f'(x)=8>0, igy a fiiggvény szigortian monoton névd.
b) g'(x)=2x-2. Ez x < 1 esetén negativ, x > 1-re pozitiv értéket vesz fel.

Tehat az eredeti g(x) = x* —2x + 8 fiiggvény x < | esetén szigoriian monoton csdkken, x > |
esetén szigortian monoton ng.

¢) W) =6x2+2x-4. Egy felfelé nyilé paraboldrdl 1évén szd, a zérushelyek kozott negativ, azo-
kon kiviil pozitiv a derivalt.

2 L 5 2 .
Tehit a | —oo;—1] U :|3; ocl: intervallumon szigortian monoton noéva, a ]1; 3 |:~0n pedig

szigordian monoton cstkkend a h(x) = 2x3 + x* — 4x — 5 fiiggvény.



d) i'(x) =728 + 1855 + 5x* =x*- (7x2 + 18x + 5). Mivel x* nem befolydsolja a derivalt elGjelét, igy
a fiiggvény monotonitdsdban sem kovetkezik be viltozds az x = 0 helyen, elegendd a zér6jelben
taldlhat6 masodfoki kifejezést vizsgdlni. Egyenes 4lldst parabola, ezért az i(x) = x7 + 3x0 + x°

9—«/%[U]—9+JE_

fliggvény a ] —o9] 7 ; 00 [—on szigoriian monoton novd, a zérushelyek

—9-.J46 -9++f46
7 77

7

kozotti ] [-on viszont szigorian monoton csdkkend.

o

Szélsdérték-feladatok — megoldasok

[IfF Legyen a palya hazfallal pirhuzamos hosszabb élének hosszisiga x méter, akkor a rovidebb oldala

x — 25 méter, a keritéssel pairhuzamos oldala pedig:

150 —x — (x —25) = 175 — 2x méter.
A focipdlya teriilete ekkor:

T(x) = x(175 - 2x) = -2x2% + 175x.
Derivdlva a teriiletfiiggvényt:

T(x) =—4x + 175.

A derivilt zérushelye x =43,75. Mivel a szigordan monoton csokkend linedris fliggvény elotte
pozitiv, utdna negativ, igy az eredeti 7(x) fiiggvénynek itt valéban maximuma van. A keresett pilya
méretei tehat: 43,75 méter széles és 87,5 méter hossza.

[ Behelyettesitve a megadott értékeket, az

y(t) =—4,92 + 10¢
fiiggvénynek kell megkeresniink a sz€lsGértékét.

Derivalva: ,

y(t) =-9,8¢ + 10,
aminek zérushelye 7= 1,02. Ez szigoriian monoton csdkkend linedris fliggvény, a zérushely eldtt
pozitiv, utdna negativ, tehdt az eredeti y(f) fiiggvény itt veszi fel a maximumdt. A labda a 16vés utdn
kb. 1,02 méasodperc milva éri el legmagasabb helyzetét.

Mivel a l6vés a f61dtdl 0,75 méter magassagban tortént, igy a labda y(1,02) + 0,75 = 5,852 méter
magasban lesz ekkor.

[I[F) Készitsiink dbrat a megadott adatokkal! A squashlabda ¢ mdsod-

perc alatt 20¢, a légy kizben 2¢ méter tdvolsdgot tesz meg.
A tdvolsdgukat az 1d6 fiiggvényében lefrd d fliggvény:

d(1) =\f(9,75 - 200 +(21)* = \'/4041‘2 — 3901+ 95,0625.
Ennek derivéltja pedig

, 8087 — 390
d(n= ,
2./404¢2 — 3901 + 95,0625

A derivalt zérushelyét csak a szdmldlé hatdrozza meg: ¢ = % = (,4827 (itt a kifejezés értelmezve

is van). Mivel a nevezd az értelmezési tartomanyon pozitiv, a derivalt eldjelét csak a szamlalo
befolydsolja: monoton nové fliggvény, tehdt a zérushely el6tt negativ, utdna pozitiv. fgy a d(r)
fiiggvénynek ¢ = 0.4827 mdsodperc helyen minimuma van. Ekkor d(7) = 0,97 méter, vagyis a labda
elég messzire volt a 1égytdl, kozelitGleg 97 centiméterre.



T[T} Az Eszter dltal elképzelt doboz magassdgit jeldlje x, szélességét x + 5, hossziisdga ekkor
200 — 4x — 4(x +5)
4
A doboz térfogatat a magassdg fiiggvényében a
V(x) = x(x + 5)(45 — 2x) = —2x3 + 35x2 + 225x
fiiggvény irja le. Derivdltja:

=45-2x

V'(x) = —6x% + 70x + 225.
A derivdlt zérushelyei:

—70 £ /10300

X 2= 1 , innen x;=-2,624, x, = 14,29,
Mivel a derivalt lefelé nyilé parabola, a két zérushely kozitt pozitiv, rajtuk kiviil negativ. Tehdt
a V(x) fiiggvénynek x,-ben van maximuma. Eszternek koriilbeliil 143 milliméter magas, 193 milli-
méter széles és nagyjdbdl 164 milliméter hosszi dobozt kell készitenie.

Jeldlje x, y, a arajzon ldthaté szakaszokat! Az dbrat megfigyelve
vegyiik észre, hogy az alapteriilet két a oldali négyzetbdl (kozé-
pen és a négy egybevigd egyenld szari derékszogli haromsziget
Osszetolva), illetve négy egybevagé téglalapbdl 4ll.

T(x) = 242 + 4ay.
Ne feledjiik, a kifejezést végiil x-t61 kell fiiggévé tenniink. EIGbb
azonban keressiink 6sszefiiggést a és y kozott. Irjuk fel a Pita-
gorasz-tételt az el6bb emlitett egyenld szard deréksziogl harom-

2

30cm

, innen y= %.
T() =202 + 2202 = 222 (1 ++/2).
Mivel a lap oldala 30 cm, igy 2x + 2y + a = 30. Ebbdl kifejezve a-t x segitségével, az

szogre: 2y =a

=2 I5-x
1++/2
kifejezést kapjuk. Behelyettesitve a teriiletbe:
(15~ )
Tx)=8——2=.
= e V2
A térfogathoz az alapteriiletet meg kell szorozni a magassdggal:
15— %2 8
V=82 = - (x3 = 30x% + 225x).
" <2 142 ¢ :

Deriviljuk a térfogatot leird fiiggvényt:

24
V(x) = <(x2 = 20x + 75).
(x) ) ( )
+
V'(x) zérushelyei: x; ,= %, ¥ =15, 5, =5,

Mivel a derivélt egyenes dlldsu parabola, ezért a két zérushely kozott negativ, rajtuk kiviil pozitiv.
Maximumot igy a kisebb helyen produkal, tehét x,,,,= 5. A maximadlis térfogati nyolcszogletd
dobozhoz 5 cm széles fiileket kell a géppel hajtogattatni. A térfogata ekkor megkozelitSleg
1656,85 cm?,



[FIN) Tekintve az dbrit, koncentriljunk a kupolat alkot kiipra. Vegyiik :

6101

6102

észre a két hasonld derékszogl hdromszoget, majd irjuk fel

a megfelel§ oldalak ardny4t: Ling
r_25-x ‘
g 23

Innen

x=25{1 —’”].
3 75m

A kupoldba es6 henger térfogata alapteriilet és magassdg szorzata:
r F3
Vir)=rir-25 [1 - EJ = 257{#? + rZJ.

Deriviljuk a térfogatfiiggvényt:

2

Viin=25x- [—% + QrJ =257z -r(2-7).

A két zérushely r; =0 és r, = 2. Forditott dlldsi parabola esetén maximumot a nagyobb helyen
taldlunk, 7., = 2. Ekkor a lift teteje megkozelitSleg 83,3 méter magassdgban lesz.

A feladat szovegénél levs dbrat figyelve két derékszogli haromszoget (ABF), és BCD,) kell
észrevenniink. MindkettSben van ugyanakkora a nagysagi szog (0° < e < 90°).
Ezért BF = 2sinc; BD = 3cos o Osszegiik az o szog nagysagdtol fiigg:

d(a) = BF + BD = 2sin o + 3cos ¢

Derivéljuk a d tavolsdgfiiggvényt! A derivalt zérushelyét o értelmezési tartomanyat figyelembe
véve keressiik: d'(er) = 2cos o — 3sina = 0.

CJ—
g o

Innen o= 33,69° A derivalt ennél kisebb szdgekre pozitiv, nagyobbakra pedig negativ értéket vesz
fel, tehdt a fiiggvénynek ez valéban maximuma. (A megadott intervallumon mind a szinusz, mind
a koszinusz szogfiiggvény értéke pozitiv.)

Helyezziik a feladat dltal leirt dolgokat egy iigyesen valasztott
koordindta-rendszerbe. A rendszer ordindtatengelye essen egybe
a parabola tengelyével, az abszcisszatengely pedig az alagit
aljaval. Egy 15-tel felfelé eltolt, forditott dlldsa parabola egyen-
letét keressiik, melynek zérushelyei 5 és —5.

Ha y =_ax?+ 15 és x =5 zérushelye (0 =-25a + 15), akkor

a= % A parabola egyenlete: y(x) = — %xz +15. Legyen a kamion

félszélessége x, ekkor magassdga y(x). Vagyis a kamion kereszt-
metszetét

T(x)= h[%x?‘ + 15] = —%xB‘ +30x

fiiggvény irja le. Derivaljunk: RO e S
T(x):—§x2+30.



n— . 5 T 2 2 : .
A derivdlt z€rushelyei x| ; = i?. Forditott dlldsu parabola Iévén, a maximum a nagyobb zérus-

, 9
helynél van: x,, = 7 e
A kamion szélessége ennek dupldja (kb. 5,77 méter), magassdga pedig y(x,q,) = -3 (ﬁj +15,

azaz kereken 10 méter lehet. Ugy tiinik, még a specidlisan nagy rakomdnyt széllitd kamionok is
gond nélkiil 4t tudnak kelni az alagiton.

A jarmivet tekintsiik egyenes szakasznak. Azt a szakaszt keres-

stik, amit még be tudunk forditani az dbrdnak megfelelGen. p
Bontsuk a szakaszt x és y részre. A berajzolt derékszigii hdrom- rdm
szogekben érvényesek a kévetkezék (0° < o < 90°): AN

d=y-sinax és 2,5=x-cosc.

Kifejezve x-et €s y-t, a szakasz d hosszdra kapjuk:
2,5
+

sine cosa

doy=x+y=

A szakaszhosszfliggvény deriviltja:
dcosar 2,5sina —4cosP o +2,5sin«

d(o)=—F—+ 2=
sin” or cos- o sin“ o - cos* o
A nevezd nem befolyasolja a zérushelyet, csak a szamlalotdl fiigg:
4 3
—=tg’e,
2,5

ahonnan 1,1696 =tgo 'és o, =49,47° Kisebb szégre a derivalt negativ, nagyobbra pozitiv
értéket ad, vagyis itt d(er) fiiggvénynek minimuma van. Visszahelyettesitve ide d(o;,)=9,1.
Atlagosan 1,5 métert szdmitva egy fdre, ez a tandem legfeljebb 6 f@s lehet. Ha Géza vezet, akkor
maximum 5 utast szdllithat. (Még igy is egy f6vel jobb, mint egy dtszemélyes autd.)

a) Ismét tekintsiik az dbrdt. A két derékszog(i haromszoget fel-
haszndlva kapjuk: &
. . . sino A5 2
x=15sinew=2z-sin45° innen z=15 — ] e,
sin45° —
Ugyanezen derékszigl hairomszdgekbdl a téglalap v oldalat is 15 cm; ’
telirhatjuk:
sin o '
y=15coset — z-cos45°=15cosa —15- -cos45° = L

sin
=15cosa —15ctg45° sina.

Mivel ctg45°=1, y = 15(cos e — sin ).
Kifejeztiik a téglalap oldalait o segitségével, frjuk fel a teriiletet a szog fiiggvényében:

T(er) = 2xy = 450(sin & - cos & — sin? x).
Derivéljuk a teriiletet:
T'(0) = 450(cos? o — sin? or — 2sin & - cos &) = 450(cos 2 — sin 2a).
It felhasznéltuk a duplaszogekre vonatkozé Gsszefiiggéseket. 77(ar) =0, ha tg2a =1, amibdl
o =225 o-ndl kisebb szdgre a derivilt pozitiv, nagyobbra pedig negativ. Igy a maximalis
teriiletd, téglalap alaki felvdgottszelet kozelitdleg 2x = 30sin22,5° = 11,48 cm hosszu és
v =15(cos22,5° - sin 22,5°) = 8,12 cm széles lehet.



b) Nézziik at, mi valtozik az a) részhez képest, ha a rajzon jeldlt szog nem 45°% hanem

re n
ElGszor is )
sin o . 180 |
z=15—5= € y=15|cosa—ctg -sing |.
. 180 n
sin
n
A tertilet a kovetkezdképpen médosul:
T(a) = 450[311105 -Coso — ctg 180 sin? ]
n
Derivéltja:
T’ () = 450 (cos2 o —sin®o — 2ctg L) -sin o - cos a) = 450(cos2oc —ctg LU sin 2a).
n n

A derivalt zérushelye:
180° 90°
te2a =tg = o= ;
n n

Ekkor a téglalap méreteire adddik:

2x =30sin L , dlletve  y=15sin i (ctg o cthSO J

n n n n

Derivalt derivaltja. Mirdl informal a masodik derivalt?

— megoldasok
GIB a) a"(x) =0; b) b"(x)=2;
c) ¢"(x) =-6; d) d"(x) =—6x;
e} " (x) = 12x - 6; f) f7(x) = 1561 + 126x5;
- e 2 x% +3x — (2x +3)*
i ¥ (x)—;, k) B"(x) = -2(x% + 3x)- T
Y 1) = e e §) Py
4 Jo2+x? '
[FIT3 Mindkettét négyszer.
(sinx)” = (cosx)” = (=sinx)” = (—=cos x)’ = (~(—sinx)) = sinx.
(cosx)™ = (—sinx)" = (~cosx)"” = (~(=sinx))’ = (~(~cosx)) = cosx.
a) f”(x) = 10, nincs zérushely; b) f”(x) = 30x — 4, zérushelye: x = %;
6+
c) /(@) =12x2 + 6x—4, x5, = M; d) Fo)= L, nincs zérushelye;
: 24 2x +1)

e) f"(x) =—4sinx-cosx, x=k - g ahol k tetszdleges egész szdm.

JIE a) f“(x) = 24, nincs inflexids pont;

b) g”(x) = 6x + 6. Mivel g”(~1) = 0 és g” elGjelet valt xy-ban, ezért x, = 1 inflexiés pont.



c)

d)

2sinx

H(x) = . Mivel A7(0) = 0 és a szinusz elGjelet vilt a O-ban, igy inflexids pontja van.

cos3x

i”(x) = 90x8 — 56x° = 2x6(45x2 — 28). Bér x; = 0-ban a mésodik derivalt 0, azonban nem valt
elgjelet, igy ez nem inflexiGs pont. A masik megadott pontban mindkét feltétel teljesiil, igy ott
a fiiggvénynek valéban inflexios pontja van.

a) f7(x) = 24x — 6. f”(x) = 0 megolddsa x = 0,25. Mivel f” szigortian monoton nové fiiggvény,

b)

c)

d)

0,25-nél kisebb x-re negativ, nagyobbra pozitiv. Igy f(x)-nek x = 0,25-ben inflexios pontja van,
és ]—oo; 0,25[ intervallumon konkayv, ]0,25; oo[ intervallumon konvex.

g"(x) = 6(2x% - 2x - 1). A felfelé nyil6 parabola zérushelyei x, , = . . Mindketté pontban

konvexitdst vélt a fiiggvény, mindkett§ inflexids pont. A g(x) fliggvény pedig

_l—ﬁ[u]1+2ﬁ_

—konvex a ]—oo, = ;o0 [ intervallumon,

1-4/3 1+3

T[ intervallumon.

—konkdv a ]

R(x) = x2(x% + x — 2) = x2(x + 2)(x — 1). Ebbél ad6dik a mésodik derivdlt hirom zérushelye:
0,-2 és 1. Koziiliik a 0-ndl nem vélt elGjelet 1”(x), —2-nél pozitivrol negativra, 1-nél pedig
negativrél pozitivra valtozik az eldjele. Igy h(x)-nek —2-ben és I-ben van inflexids pontja.
A fiiggvény konkdvaa ]-2; 1] intervallumon, illetve konvex a ]—e0; -2[ és 113 o[ inter-
vallumokon. '

i"(x) = —2sinx — 3cos x.
Zérushelyei a tgx = —% egyenlet megolddsai, kozelit6leg x = —56,31° + k- 180° (k € Z).

Ezekben a pontokban elGjelet is valt a médsodik derivdlt, tehdt az eredeti fiiggvénynek ezek
inflexi6s pontjai. Mér csak a masodik derivalt elgjelét kell meghatdroznunk. A periodikussag
miatt elegendd pl. x = —56,31° pont kellSen kis kérnyezetében vizsgalni:

sinx 3

— Ha x <-56,31° akkor < -3 illetve 0 < A”(x).

cosx
Tehit a fiiggvény konvex a |-56,31° + k-360° 123,69 + k- 360°[ intervallumokon.

sinx

—Ha x>-56,31° akkor o —é, illetve 0> h"(x).

COS X

Tehit a fiiggvény konkdv a |-236,31° + k-360°% —56,31° + k- 360°[ intervallumokon.

a) F)=x—dx? +4x=x(x2 —4x +4)=x(x—-2)*>=0 az x; =0 és x, =2 pontokban. Ezeken

a helyeken lehet szélséérték. Tovibbd f7(x) =3x> - 8x+4=0az £, = %— és &, =2 pontban.

Mivel £7(0) > 0, ezért x = 0-ban fnek minimuma van. Mivel az x = 2 pontban mind az elsd,
mind a mésodik derivalt 0, ezért ott ezek alapjdn nem tudunk nyilatkozni a sz€lsGértcékrol.
Azt viszont tudjuk, hogy az elsg derivélt x =2 pl. 1 sugari 11; 3[ kornyezetében pozitiv, tehat

f(x) monoton nové, azaz valdban nincs szélsGérték.



b) 'ix)=—sing~ 1 =0 axx= 3?” + 2km helycken (k € Z). Tt lehet szélsGérték. Mivel azonban

" - " 3 P . # 3 . - .
g'(x)=—cosx és g (»?x + Zkﬂ?):O, ezért egyik kérdéses pontban sem donthet a mésodik

derivalt. Viszont az elsG igen: g'(x) <0 minden x € R-re, tehdt g(x) fiiggvény minden pontban
monoton cstkkend, nincs szélsGértéke.

a) f(x) = ix“ +2x3 + gxz, Ff@)=x+6x2+9x=x(x>+6x+9)=x(x+3)2=0, ha x, =0
vagy x, =—3. Ezen helyeken lehet inflexids pontja a fliggvénynek.
FPx)=3x2+12x+9=3(x>+4x +3)=3(x + 3)(x+ 1) =0, ha £ =-3, £ =-1. Mivel

Y73

J7(0)> 0, ezért x=0-ban az f(x) fiiggvénynek inflexiés pontja van. Az x = -3 pontrél igy
dénteni nem tudunk. Ujra vizsgdlva a mdsodik derivaltat, £”(x) a =3 pont pl. 1 sugard ]—4; —2[
kdrnyezetében negativ és nulla értékeket vesz fel. Ebbdl adédik, hogy ezen az intervallumon
a fiiggvény végig konkdyv, tehdt itt nincs inflexids pont.

b) Felhaszndlva az addicids dsszefiiggést, f'(x) = —2cos x(—sinx) = sin (2x). f”(x) = 2cos (2x) = 0,
ha x= % +k g (k € Z). Ttt lehet inflexi6s pont. f*(x) = —4sin(2x). Mivel a kérdéses helyeken
a szinuszfiiggvény 1 vagy —1 értékeket vesz fel, mindenhol inflexiés pont van.
’ " ] .
¢) K'(x)=Inx+1-3x% h"(x)=——-6x=0, ha x; , = ir\/g. Mivel D, =R*, igy csak x= \g
%

johet széba. h”(x) = —— — 6 <0 minden D)-beli szdmra, tehdt a kapott pont inflexiés pont.
X

Differencialhato filggvények vizsgalata — megoldasok

b) a,e; ¢) nincs;
d) a; e) b, d, f) [a; c] €s [e;oo[;
g) I-esia] & [ el; h) J-eo; b] és [d; o[; i) [bdl].
a) 1.Dy=R. 5

2. Zérushelyek: x;=-1, x, = 2.
3. f(x) = (x + 1)(x - 2), tehdt nem pdros és nem pdratlan, nem )

periodikus.
4. Mivel hatvényfiiggvény, minden valds pontban folytonos. il

Hatarértékei: y z ] X
lim f{x)=ee, lim f(x)=oo. \\/
X——o00 X—reo

1 A " s
5.f(x)=2x-1=0, ha x=—. Aderivlt szigortian monoton névé, ez a pont abszolit minimum.

: | 1
A fliggvény szigorian monoton csikken a ] —oo; 3 {-on, az ]5 oo [-on pedig novekszik.

A minimum értéke: (0,5) =-2,25.
6.f"(x) =2, ezért a fiiggvény konvex az értelmezési tartomany minden pontjaban.
7. Rp=[-2,25; 0.



b) 1.D,=R.
2. Zérushelyek: x; =-1, x, =3.
3. f(x) = (x + )(x — 3), nincs paritdsa, nem periodikus. 9%)
4. Folytonos R-en, hatdrértékei:
lim g(x) =—e0, lim g(x)=—oco.
X—yo0 X—>—ce o == i
5.¢(x)==2x+2=0, ha x=1. A derivilt szigordan monoton \
cstkkend, ezért ez a pont maximum. A fliggvény a ]=e0; 1[-on
szigortian monoton ng, az 0 oo[-on cstkken. A maximum értéke: g(1) =4.

6. g"(x) = -2, ezért a fiiggvény minden pontban konkdv.

7.R, = |-o0; 4].
C) 1. D.fi' =R. ¥
2. Zérushelyek: x; = -2, x, =0, x3 =2. )

3. h(x) = x(x + 2)(x - 2). Igy
h(-x) = (-x)-[(=2) + 2] - [(-x) - 2] = ‘ [i
=D -x- (=D [x=2]- (1) - [x + 2] = -h(x), T ! i
tehdt a fiiggvény pdratlan. Nem periodikus.
4. Dy-n folytonos, hatdrértékei:
lim h()\c) =—oco, lim h(x)=co.

X -0 x—3oo
5.W(x)=3x2-4=0 a; = —i, %= = pontokban.
NE] V3
6. h"(x) =6x, x=0. h”(%;) <0 (maximum), 1" (%;) >0 (minimum).
. 16 16
A minimum értéke: h(%,) = ———=, a maximum értéke: h(%) = —=. A két szélsGérték
() =375 #) =35

kozott szigorian monoton csokken, rajtuk kiviil novekszik a fiiggvény.
h"(x) = 6, tehat x = 0-ban inflexids pont van (eldtte konkév, utina konvex a fiiggvény).
7.R,=R.
d) 1. D,=R.
2. Zérushelyek: x; =0, x, = 2.
3. Nincs paritdsa, nem periodikus.
4. Folytonos R-en, hatdrértékei: i

lim i(x) = o0, lim i(x)=—oce. Wt ey 1 ' X
X—r—eo X0 =1
’ 2 2 ! ]
5.7(0)=-3x + 8r-4 =0, £ =3, =2, | o

6.i"(x)=—6x+8=0azx= % helyen. i”(%,) >0 (minimumbhely), i”(%,) <0 (maximumhely).
A fiiggvény a két szélsGérték kozott szigorian monoton ndvé, rajtuk kiviil csdkkend.

. - -  f A 2 . ’ P Vs S 4 P
A minimum értéke (%) = —;—7, a maximum értéke i(%,) =0. i (5] = -6, tehdt ez a pont

. . 4 4 p ..
inflexids pont, mert a ]—oo; 5} -on konvex, a [5, oo [—on konkdv a gorbe.

7. Ertékkészlet: R; = R.



e) 1.
2.
i

D =R. .
. ol
Zérushelyek: x| =-1, x, =0, x3=1.
Mivel
Jen = b [En2 - 1] = (1) (2 - 1) = (), 5
a fliggvény pdaratlan, nem periodikus. T i e X
. Folytonos, hatarértékei:
lim j(x) = —co, lim j(x) = e=. ]
X—poo

X—3—00

5.7(x)=5x% - 3x2 = x2- (5x2 - 3).

Ennek zérushelyei: x; = —\E, X =0, x3= \E

A derivdlt szorzat alakjdbol ldthat6, hogy x; el6tt és x5 utdn pozitiv, x; €s x5 kozott negativ
(csak x,-ben 0). Igy x|-ben maximum, x3-ban minimum van, x,-ben nincs szélsGérték.
A fiiggvény x;-ig €s x3-tdl szigordan monoton nové, kozottiik csdkkend.

6 |3 .5 6 |3
A maximum értéke: j(x;) = — -, /=. A minimum értéke: j =——"- [=.
Ja) =53 \g i) = =53 \E

6. (x) = 20x° - 6x, x;=—+/0,3, x, =0, x; =/0,3.

f) L

. Zérushelyek: x| =-2, x, =2.

. Mivel
k(=x) = 4 — (02 =4 — x2 = k(x), ﬁ \

A mdsodik derivalt x;-nél kisebb x-ekre, valamint x, és x3 kizott negativ, illetve x;-ndl
nagyobb, valamint x; €s x, kozotti x-ekre pozitiv, igy az eredeti fiiggvénynek mindhdrom
helyen inflexiés pontja van. A fiiggvénygirbe |—eo; -0,3] és [0; J0.3 | intervallumokon
konkav; [—+/0,3; 0] és [/0.3; o intervallumokon konvex.

D, =[-2;2].

k(x)

a fliggvény pdros, nem periodikus. S [ [
. Dy-n folytonos, ugyanis hatdrértékei megegyeznek a fiigg-
vényértekekkel:
lim k(x) = Iim k(x) = 0.
x—=2 x—2
K= ———=0, x=0.

V4 - x?
Csak a szamldl6 befolydsolja a derivdlt értékét, ami x = 0-ndl kisebb véltozéra pozitiv (k(x)
szigordan monoton ndvé), nagyobbra negativ (k(x) szigorian monoton csdkkend). Ez maxi-
mumbhely, a maximum értéke k(0) = 2.

Jd=a?—x- =

" 4—-.X2 4—x2+x2 4
K (x)y=— =— = <0.
4-x? (4-x9)-J4—x2 (4-x)-a-x2
k(x) konkdv, nincs inflexids pontja.
H=[082].



a) 1. D;=R\(0}.
2. Zérushelyek: x; =—

=

L -
NEREVED

3. A fiiggvény pdratlan, nem periodikus:
o 3 1 3 | F'[\\\\\“H~_-______
—_ = —— = —— _— -5 4 F
fex) —x  (=xp x " X3 \1} b TS =
301
—[ J =—f(x). |

X2:

4. Dy-en folytonos, hatérértékei:
lim f(x)= 11rn f(x) 0, lim f(x)=o0, lim f{x)=—co.
X—3—o0 x—=0 x—=0
x<0 x>0

5. £ =~ (iz - 1), % =—1. %=1
X X

Csak a mésodik szorzétényezs befolydsolja az eljelet, ez a |—1; 0[ és ]0; 1[ intervallumon
pozitiv, a |—oo; —1[ és ]1; o[ intervallumon negativ. f(x)-nek —1-ben minimuma, 1-ben
maximuma van.

Szigortian monoton néva ]_1; o[ és Jo; 1[—0n, szigordan monoton csokkend ]—oo; —1[ és
]1; oo[ -on.

A maximum értéke: f(1) =2, a minimumé pedig f(-1) =-2.

B
6.f W="2 (1 - 22] =6- 222, %= V2. x, = V2. AtényezSket foglaljuk tabldzatba:
X X X

T — —

x-_:Q\/i_ ! x=—J_ «J_<x<(] x=0 ‘hl]'<x<-\/f.— x=Ji Ji<xr

;}5 negativ negativ negativ - pozitiv pozitiv pozitiv
X2-2 pozitiv 0 negativ - negativ 0 pozitiv
) negativ 0 pozitiv = negativ 0 pozitiv

Mindkét pont inflexiés pont.
A]-o0; —v2] és ]0; /2 ]-on konkdv, a [-v/2; 0[ és ]+/2; =[-on konvex a fiiggvény.

duRe= R.

b) 1.Dg=R\{k-”}, keZ. T
2 sl e L
2. Zérushelye nincs a tiiggvénynek.
3. A tgx és ctgx is pdratlan és 7 szerint periodikus, dsszegiik
1S az. i

4. D,-n folytonos a fiiggvény, hatéarértékei: -,g I ﬂ :: .
lim g(x) = lim g(x)=co, lim gx) = lim g(x)= o
eSS S e s
x<%+kﬂ' x>—g+kﬂ' /\ ﬂ /.\

10T oo



¢) 1. D,=R.

2
5. /() = —=— - 2 gaTap

1 sin?x —cos? i 7

2

cos’x sin?

2

x  cos?x-sin?x 4 2

Csak a szamlalo befolydsolja az elGjelet: a ]k:r; % + kr [ és JT +kmyw+ kr [~on negativ

. y " n 5 5 T T 2
(ezen intervallumokon g(x) szigordan monoton cstkkend), mig a ]Z + k; 5 + kn[ és

3 G L - T
]Z + km; f + kT [-on pozitiv (itt g(x) szigordan monoton nové). Az elsé derivélt minden
zérushelye szélsGérték. Az x = % + km helyeken minimum, az x = —% + km helyeken
maximum van. EISbbi értéke g(E + kn} =2, a maximum értéke pedig g(—g + kn] =-2,
(A szélsGértékek helyiek.)

sin x COS X ] sinx + costx

=0 3.3 Z€rushelye nincs.
cosx - sin°x

g’ =2 (

A derivilt elGjelét csak nevezd befolydsolhatja. Vizsgdlata utdn elmondhatjuk, hogy az elsé

cosx  sindx

és a harmadik siknegyedben — azaz a :Ikrr; s k:r[ intervallumon — g”(x) pozitiv, tehat
g konvex. A masodik és negyedik siknegyedben — azaz a JE +km,m+ ko [ intervallumon —
g (x) negativ, tehdt g(x) konkdv. Az eredeti fiiggvénynek nincs inflexids pontja, mert a kon-
vexitdst valté x =k - g pontokban a fiiggvény nincs értelmezve.

7.R,=R\]-2;2[.

¥

s A
Xy = < +2kn (ke Z). \//‘_\5\_/ ‘j A vp"
=1
. Mindeniitt folytonos, nincs +eo-ben vett
hatdrértéke.

K (x)=—4sin?x +sinx +2 =0, zérushelyei: x| = 1,003 + 2k, x, = 2,138 + 2k7, x4 = 3,776 + 2k,
x4 = 5,648 + 2km.
Mivel ]xl; xz[ és ]x3; x4[~on I (x) <0, itt h(x) szigorian monoton cskken, kiilénben szigo-
rian monoton nd. Tehdt x;-ben €s x3-ban maximum, x,-ben és x,-ben pedig minimum van.
Ertékeik: 2(x,) = 0,369, A(x,) = 0,369, h(x3) = 1,76, h(xy) =-1,76.

. B (x) = cosx(1 - 8sinx) = 0, amibd] a zérushelyekre kapjuk: x; = 0,125 + 2k, x, = T vkm,
X3 = 3,016 + 2kr. ; 2
A mésodik derivlt a ]0,125 + 2k % +2kn { és ]3,016 + ks 7” +2kn [-On negativ, ezért

2.x =2 4 2%n, Xp= 2 +kn,
6 2

. Nincs paritdsa, periddusa 2.

ott a fliggvény konkdv. Viszont a ]g +2km; 3,016 + 2k [ és ]3?” + 2km; 6,408 + 2k [—on

pozitiv, tehdt ott a fliggvény konvex. A kiszdmitott pontokban a fliggvénynek inflexids pontja van.
R, =[-1,76; 1,76].



d) 1. D; = ]0; e
2. Zérushely: x = 1.

3. Nincs paritdsa, nem periodikus.
4. D;-n folytonos.

Hatdrértékei: o ;
lim i(x) = ee, s S
X—eo ol
1

; . Inx . .

limx-lnx=lm—=1lim ——=lim —x=0.

x—=0 x—0 J; x—0 _1_ x—=0

x>0 x>0 x>0'_x2 x>0

(Utdbbiban alkalmaztuk a 1'Hospital-szabdlyt).

A stx+1=0, 6=k

e
El6tte negativ a derivilt (i(x) szigorian monoton csékkend), utdna pozitiv (i(x) szigortian

monoton nové), ezért ez minimumhely, a minimum értéke: i(x) = ——.
€

Afiiggvény mindenhol konvex.

. I"(x) = —, aminek nincs zérushelye, és az értelmezési tartomanyon pozitiv.
X

I/

e) 1. D;=R\{0}.

2. Zérushelye nincs a fiiggvénynek.

3. Nincs paritdsa, nem periodikus.

4. D;-n folytonos.

Hatérértékei I’ Hospitallal: &

lim j(x)=ee, lim j(x)=0,
X—eo X—r—o0
lim j{x) = e, lim j(x) = —eo,
x—=0 x—=0
x>0 x<0

s.j’(x):e-*-i"z—lzo,xﬂ.
X

6.;7(x) =e*- [lm
%

Ennél kisebb viltozéra a derivilt negativ (j(x) szigordan monoton csokkend), nagyobbra
pozitiv (j(x) szigorian monoton nvé), ezért ez minimum, értéke j(1) = e.

2 02) , x*-2x+2
P |l T I
X X X

nincs zérushelye.

. Mivel a szdmldléban D <0, fgy j”(x)-nek

A negativ tartomédnyban negativ, a pozitiv tartomédnyban pozitiv. Tehdt x < 0-ra konkdyv,
x> 0-ra konvex j(x).

T.R;= ]—eo; 0[ L [e; oa|.



f) 1.D;, = 0; eol.
2. Zérushelye nincs a fliggvénynek.
3. Nincs paritdsa, nem periodikus.
4. Dy-n folytonos, hatdrértékei:

lim k(x)=o0 és lim x* = lim e*In¥ = 1.
i x—=0 x—=0
x>0 x>0

(A d) példaban x -Inx — 0, ha x — 0%).
5.k (x)=(e¥" " =x* (Inx+1)=0, ha x=¢"L.

K (x) a ]O; ) [-on negativ (k(x) szigorian monoton csékkend), az ]l, oo [-on pozitiv (k(x)
e e

1

szigordan monoton névé), x = e~! minimumhely.

” s 1 - - . ¢ 4
6. k" (x) = x* - (lnzx +2Inx+1+ —}, nines zérushelye. Ugyanis 1, x* és In%x > 0, a maradék

X

két tagra pedig 2Inx + —>0, amibél x -Inx >-0,5. Utébbi pedig kivetkezik a d) példa
X

értékkészletébsl. Tgy k”(x) >0, k(x) konvex.

-1
7. Mivel a minimum (¢-)* =0,6922, ezért R, = [0,6922; co.
Megjegyzés: Kilencedik évfolyamon szokott felmeriilni a 0° probléméja. Ertelmezziik tgy,
hogy ,,0 minden hatvdnya 07, vagy inkdbb ,,minden szdm 0-adik hatvdnya 17°? Nem tudunk
donteni, ezért a 0-t kizédrjuk a szdmok vildgabdl. A fenti fliggvény 0-ban vett hatarértéke
az utébbit erdsiti (erGsebben ,hat ™ a kitevd konvergencidja): 0°= 1, x> 0-ra limx* = 1. Azonban

ha jelentGsen gyorsitjuk az alap 0-hoz valé konvergencidjat, akkor befolydsoljuk az eredményt:
1

n—0\n!

Vegyes feladatok — megoldasok

[F8 Igen, az (1; 10) pontban.
4_ _ 2
. 81 = Tifii (x =3)x+3)(x+9)

R x—3 x-3
x#3 x#3

@R a) f'(x) = 15x* — 24x° + 3,522 — 6x2 — 5x15 + 8x:

b) g'(x) =—2sin(2x)-sin (x + ) + cos (2x) - cos (x + 7);

3sinx — x-cosx
c) H(x)=x2 =2 228,
sin“x

a) flxg) =2, f(x) =5, y=5x+1)+2=5x+7;

% T\ ®
b) 8("70)251 §(x)=1, y=1-[ —5)4‘5:35-

lim (ljn =0, ami alapjdn 0° = 0. Prébidljuk meg igazolni, hogy L [LJ —5 —oo,
n \a!

= lim (x +3)(x%> + 9)=6-18=108.
x—3

: d) i'(x) = =3x2-sin (x3) - cos (cos (x3)).



a) f'(x) = 3x2 — 8x + 3; ennek zérushelyei: x, = % X=

G A szabdlyos hatszog teriiletét hat egybevdgd szabalyos hdromszog

X

_4—ﬁ 447
3 3

-ben maximuma, x, = -ben minimuma van a figgvénynek.

b) Mivel f'(x) a |-oo; xl[ és | xps oo[-on pozitiv, ot a fiiggvény monoton ndvés. Az i xz[—on
negativ, igy ott a fliggvény szigordan monoton csokkend.

teriiletének Osszege adja:
a®-sin60° _3V3 ,

T(x)=6-
(x) 5 >
A lap vizszintes szimmetriatengelyét tekintve 2a + 2m = 30.
Mivel m = —\/Ex, igy a=15- ﬁx.
2 2
Behelyettesitve a teriiletbe:
2
T(x)= ﬂ(15 - ﬁx] ;
2 2
Felirva a térfogatot:
N3

Vix) =

R o + —.
) X X

A derivilt térfogatfiiggvény:

V)= %ze =10+/3x + 75].

Felfelé nyil6 parabola, igy maximuma a kisebb zérushelynél van. Ennek értéke B = 5,77 cm.
A dobozka térfogata ekkor V,,,, = 1500 cm®.

a) Nem, mert [ (xg) # 0.
b) Nem, mert nincs értelmezve a fiiggvény.
c) Igen.

L.D;=R.

2. Zérushelyei: x| =0, x, = 3.

3. Nincs paritdsa, nem periodikus.
4. Folytonos, hatarértékei:

lim i(x) =—c0,  lim i(x) = oo,

x—y—sca x—roo = f[ ! f X
=

5.f(x) = 3x2 = 12x + 9, amibél a zérushelyek: x; = 1-ben maximum,
X5 = 3-ban minimum van.

A ]—e0; 1] és [3; e=[-on monoton nd, az [1;3]-on csokken a fiiggvény.
Szélssértékek: f(1) =4, f(3)=0. ‘
6. f”(x) = 6x — 12, zérushely: x =2, inflexids pont. '
A ]—o0; 2]-on konkiv, a [2; es[-on konvex a fiiggvény.
7.Re=R.



INTEGRALSZAMITAS

Primitiv fiiggvény — megoldasok

A szorzatokat érdemes Kifejteni, a torteket egyszertisiteni és atirni negativ kitevére, a gyokiket
atirni tortkitevdre (a megolddst mindkét forméban kozoljiik). Az o)—t) részfeladatokban nevezetes
szorzatokkal dolgozunk.

a) 6x +c; b) X2+ ¢; ¢) x 2 +¢:
6
d) x* +c; e) x"+c; f)g"‘fi
2x3 ¥ 1 :
—tc h) ——+c=- +c; i) 2Wx+e=2x2 +¢;
85 T) 1022 4
10
310 3 3 2
j}3 B =2 +c; k) A +4x2 - 3x+¢; l)—zi+3ig14x+c;
10 10
1 z %3
m) ———=+c; n) ——s-——+c¢; 0) —+2x2 +4dx +¢;
Ao~ o 3Jx3 )3
4 2 3 3
= 3 o 20 . X : A 2 )
— =X+ ——x+c; ——x+c r) —+x“+4x+c;
p) p 7 q) 2 ) 3
3
3 2
s)%+2x—x*]+c; r)gg——x+c.

Az a) - d) részfeladatokban gondoljunk a trigonometrikus fiiggvények derivaltjaira!

sin x
a) —2cosx +c; b)

+i53 ¢) 3ctgx +c; d) Stgx +c.

e) Alkalmazzuk a kétszeres szOg szinuszdra vonatkozé addicids tételt:

cos2x

Isinx-cosxdx=1J‘2sinx‘cosxdx:l_|.sin2x dx=- +e;
2 2

Jf) Nagyon hasonlit ¢)-re, de 2x van az argumentumban, és elGjele pozitiv:

4
".59172; dx=-2ctg2x +c;

2) Atalakitdsokkal:

sinxdx, ha xe|[2km; 2k + x|,
j\jl—coszx dx:J‘\jsinzx dx:JIsinxldx= '[ i [ ]
f—sinx dx, ha xe[(2k - Dm; 2kn],
birmely k egészre. igy
—cosx+c¢, ha xe [Zk;'r; 2k + 1)7:],

_[lsinx|dx=
cosx+c, ha xel(2k-1)m; 2kl

Megjegyzés: Mivel a koszinusz nem ott vélt elSjelet, ahol a szinusz, a végeredményben nem
alkalmazhatunk abszolitértékjelet.



h) A tangenst dtirhatjuk szinuszra és koszinuszra, majd a szinuszt koszinuszra:

) 2
sin-x 1—cos~x

thzxdx=j & dx=Jl-—2ﬁdx=
Ccos“x CcoS“x

:Jcoizx dx—_[ldx*—"tgx—x+c.

5 l+cos2x

i) Alkalmazzuk a cos“x = 5 addicids dsszefiiggést:
' s 2
J.coszx dx=‘[l—+995—2x dx:lj(1+c052x)dx=lx+sm 3
2 2 2
: P . 5 l—cos2x
J) Hasonldan i)-hez, sin xz—z—.
J-sinzx dx=_‘.b:% dx=—1—_[(1fCOSZx)dx=lx—M
2 2 2
22t
a) 3e’ +c; b) 7+c; ¢) 5lnlx| +¢;
1 7
d) e +1Inlx| +¢; g) ——~—+llz|+e
X X

A megolddsokban f(x) helyett egyszeriien f-et, g(x) helyett g-t, derivéltjaikra f'-t és g’-t {runk.
Ez a rovidités nem fog zavart okozni.
a) Erdemes x-et f-nek, sinx-et g’-nek vélasztani, mert igy f =1 (g’ =—cosx).

_[ f’-g dx-et konnyen megkapjuk:

Ix-sinxdx:—x-cosx+_f1'cosx dx=—-x-cosx +sinx +c.
b) Hasonl6an az el6z6hoz, csak most f=x és g’ =cosx, f =1 és g=sinx:
J-x -cosxdx=x -Sinxf‘[l -sinxdx=x-sinx +cosx +c.

¢) Az otlet ugyanaz. f=x, g’ = ¢*+2 (mindegy, hogy derivalt vagy nem), f' =1 és g=e**%:
Jx e 2dx=x-e*t2 - _|-1 e t2dx=x-et2_e¥*2 4=
=&™2. (x—1)+c.

d) Ebben a példdban egy tigyes fogast alkalmazunk. Bdr itt is szerepel x, mellette viszont Inx van
— utébbinak egyrészt nem tudjuk még az antideriviltjat (az a kovetkezd§ feladat), masrészt

(Inx)'= l
x

Az ' g szorzat a forditott kiosztdssal lesz konnyen kezelhetd.
/ .1 ¢

Tehdt f=Inx, g'=x, f'=— 6 g=":
X 2

J‘ x2lnx 1 x? x% Inx x2 lnx  x?
xelnxdyr=——1——1|—- e

2 x 2 2

2
&
=— -2Inx-1)+c.
A ( )

%_[x dx=



¢) Az ilyen kérdések dltaliban nagyon nehezen kitalalhatSk, ha csak a fliggvényt latjuk, és nem
ismerjiik a ,,szorozzunk eggyel” triikkat. Igy felirva viszont konnyen kezelhetd, hiszen nincs
mis valasztdsunk, mint g'= 1. (Prébaljuk ki, hogy f= 1 vélasztdssal nem jutunk elGbbre!)

f=arcctgx, g=1, f'=- 5 € g=x:
1+x

1
1+ x2

1
‘[l-arcctgx dx = x - arcctg x +.[ -xdxzx'arcctgx+51n\l +x2+c

f) Litszélag itt nem szorzat, hanem hényados van, de a hanyadost kénnyi felirni In.x és x recip-

w L g 1
rokdnak szorzataként. Legyen f=Inx, g'=—, f[=—, g=Inx:
p ’

‘[i ‘Inx dx=1In2x - jl Inxdux.
X X
Tekintsiik ezt mint egyenletet, adjuk mindkét oldalhoz az integralt:

1 1 In2
2]—-lnxdx=1n2x és J-—-lnxdx=1-x—+c;
X X 2
g) Ha f=sinx, g’ =cosx, akkor f =cosx, g=sinx:
J.Sinx -cosx dx =sin?x — j.sinx -cosx dx.

Fejezziik ki az integralt:
sin?

J-SiHX'COSx dx= +c;

h) Ha f=sinx, g’ =e*, akkor f =cosx, g=e".
‘[e-*' -sinxdx=e*-sinx — J.ex -cosx dx.

Ezzel nem jutottunk kizelebb a megoldéshoz. Prébéljuk megoldani a kbvetkezd feladatot, hatha
az konnyebb!

i) f=cosx, g =e* f =-sinx, g=e"
Ie““ -cosxdx=e*-cosx + J.e" -sinx dx.
Ez a feladat sem tiinik annak. Prébéljunk osszerakni a kettdbdl egyet!
jex -sinxdx=e*-sinx - Ie"' ~cosxdx=e"-sinx — (ex -COSX + J.E'r -sinx dx) =
=" - (sinx —cosx)— J-e-"' -sinx dx.
Ismét egyenletként tekintve a sor elejét és végét, rendezziik az integrdlra:
J-e*' -sinx dx = %e‘ -(sinx — cosx) + c.

Hasonléan adédik:

1 .
je" -cosx dx = Ee-‘ - (sinx + cos x) + c.

J) A feladat nagyon hasonlit a ¢) részhez annyi kiilonbséggel, hogy ott x elsS hatvdnyon szerepel.
Probiljuk ki az ottani triikkot: f=x%, g =¢, f'=2x, g=e"
Jx2-e-rdx=xz-e"'—ZJx-exdx:xzvex—Ze-"-x+2e*"+c=e"'-(x2—2x+2)+c.

Latjuk, hogy x kitev§jének csokkentésével célba ériink.



k) Legyen most f=x2, g’ =cosx, f =2x, g=sinx.
_"xz -cosxdx=x2:sinx— ZIx -sinx dx = x2-sinx + 2x - cosx — 2sinx +c.
I) Hasonldan: f=x2, g’ =sinx, [ =2x, g=—cosx.
sz -sinxdx=—x%-cosx + 2_[x cosx dx=—x2-cosx +2x-sinx + 2¢cos x + c.
m) Els6 lépés: f=x* g’ =¢*, f =423, g=¢~
jx“ Ce¥dx=xtet - 4Jx3 e*dx.
Midsodik 1épés: f=x3, g’ =e*, f =3x2%, g=e¢"
Jx“ ce¥dx=x%-e¥ - 4jx3 cetdx=x%-e* - 4(13 gk 3J-x2 : exdx)‘
Harmadik épés: f=x2, g’ =¢% f =2x, g=e"
Jx4 cgtdy=xt e¥-— 4'[x3 cetdx=xt-e* - 4(x3 g — 3|:x2 -e&* — 2J-x . e-"dx}).
Negyedik 1épés: f=x, g'=¢% f'=1, g=e".
J.x”' ce¥dx=xt ¥ 4Jx3 cefdx=x%-e¥ - 4[}(3 ce¥ — 3[x2 S 2(x ¥ —J-e'“dx)D.
Ha most integréljuk az utolsé tagot is, és kifejjiik a zardjeleket, ezt kapjuk:
[xt erdx=er(rf - dxd 41202 - 24x + 24) + c.
Megjegyzés: Bar nem konnyd, formulit is készithetiink dltaldban Ix” -e*dux, Ix” -cosx dx,

_[x” -sinx dx vagy az itt el6 nem kertilt jx” Inx dx felirdsdra.

[P ) Mi a megolddsban az f=sinx, g’ =cosx, [ =cosx, g=sinx kiosztdst valasztottuk. Ekkor

sin?x

Jsinx'cosx di=

Forditsuk most meg a kiosztdst! Legyen f=cosx, g =sinx, f =-sinx, g=—cosx:
COSzx
+c

fsinx -cosx dx =—cosx — Isinx -cosx dx, innen Isinx -cosxdx=—
Létszdlag két kiilonbozd eredményiink sziiletett.

b) Kordbbi eredményiink az aldbbi volt:

; cos2x
Ismx-cosxdx:— +c

Hogyan egyeztethetd dssze ez a hdrom, ldtszélag kiilonbozé eredmény? A titok az, hogy
minden esetben csak a konstans értéke mds (jeloljiik dket a fenti sorrendben rendre c, ¢’, ¢”-vel).
Alakitsuk &t a kifejezéseket:

sinx 1-cos?x cos?x 1 cosix
&= = +—% &= + ¢’
2 2 2 2 2
cos?x , 2cos’x , cosix+1l-sin’x |
- =— 4=+ '=
4 4
2 02
cos“x —sin“x 1 s cos2x .,
= — 4 =— +c”
4 4 4
Vagyis ¢”=¢"—0,25=c + 0,25 és ¢’ =c +0,5. Ahdrom eredmény ugyanazt a fiiggvénysereget

adja meg.



a) A szamlaldkat kell kiszdmolnunk:
A B _Ax+34+Bx+B = Op+2

azaz A+B=0 és 3A+B=2.

(x+1) FaAd GrDa+3)  cDE+3)
Ezt az egyszeri egyenletrendszert megoldva, A =1 és B=-1.

dx=Inlx+1-Inlx+3|+¢;

J'—z——dx:J. ! clx—J. 1
(x +D)(x+3) x+1) (x+3)

b) Példdul a megolddképlet segitségével kitaldlhatjuk, hogy #2-3x-10=(x + 2)(x - 5). fgy

A B  Ax—~5A+Bi+2B Ox+1  azaz A+B=0 & 2B—5A=1.
(x+2) (x 5) (x +2)(x —5) (x+2)(x—5)
Innen B = l és A:—i.
o 7

j 1 dx=—lJ‘ 1 dx+lj 1 dx=—1nlx+2|+1n|x—5|+c;
x+2)(x-5) 7Y (x+2) 74 (x-5) 74

c) X2 +x-6=(x+3)(x-2).
A B Ax+3A+ Bx - 2B Ox+10

(x — 2) (x+3) (x=2)x+3) (x+2)(x+3)'
A+B=0, 34-2B=10, A=2, B=-2.

dx=2(Inlx -2l - Inlx +3[) + ¢;

10 ] !
-[x2+x—6dx:z'[(x—2)dX72J‘(x+3)

d) 4x2 + 8x+ 3 =(2x+ 1)(2x + 3).
A B 2Ax+3A+2Bx+ B _ 4x +8

+ o — .
2x+1) (2x+3) (2x+1D(2x +3) 2x+1)(2x +3)
A+B=2,3A+B=8, A=3, B=-1.

f 4x+8_dx=3j Sl j dx=3In|2x + 1| - In|2x + 3|+ c.
4x2 +8x +3 2x+1) (2x+3)

[(FT) @) Mivel a szamldlo magasabb fokszamu a nevezdnél, bontsuk le teve-mddszerrel:

J‘1+Jc 1+ x° 1+ x3 1+x3

X3

:—flln|l+x3|+c LH-I—H
3 3

+c.
3 :

b) Mivel nagyobb a kl’.ilijnbség a szamlalo €s nevezd fokszama kozott, tébbszor bontunk:

o 5
Ix~+4 “"- +x4x+44x d‘:ZJ‘):SLJUC_4J.)c2)l+4dx;
fz+4 x= [ +4l Cax= [dx- 4I 7

—I Y4 a?- —J~X2.(X3+l)dxk.|.ljzx3dx jx dx——j 3 dx=

A



Most visszafelé lépegetve behelyettesitiink:

7 6 2 6
2x dx=2 74—~4 X omlx?+al||+e=t — x4+ 8x2—2In|x2 + 4l +c.
X2 +4 6 4 2 6

¢) Hasznéljuk ki, hogy (x2 + 4)(x2 = 4) (x* + 16) = x3 — 256.

da= j(x —4)(x* +16)c1x+‘f 2+ dx=

-G

7 5 3
j(xﬁ—4x4+16x2—64)dx=x7—4-%+16-%_64x.

=

:j(x6—4x4+16x2-64)dx+64j dx.

Az elsé integrdlban minden tag kdnnyen meghatarozhatd:

o AT e Tl el B i s X 1
A masodik kis dtalakitds utan helyettesitéssel integralhatd, —=t1, 5 dx=di:

2
—lj-ldlezajL dr = 128arctg? + ¢ = 128arctg = + c.
[XJ 2 1412 2
1+|=
2
Az eredmény igy:

128J

7 5 3
sz—dx=x——4-x—+16-x——64x+l28arctg£+c.
x“+4 7 ) 3 2

Megjegyzés: A fenti példdkbol az is kitlinhet, hogy a mésodfoki nevezdjii tdértek primitiv
fliggvényei mindig In-t vagy arctg-t tartalmaznak.

a) Mivel a szamldl6 a nevezd deriviltja és j% dX =In|X|+e¢, ezért (X=x2+1, dX =2xdx):

_[sz dx=1In|x2+1]+c.
x<+1

b) Gondoljunk arra, hogy ctgx = C.OSX (X =sinx, dX = cosx dx):
S

mx

J.ctgx dx =Inlsinx| +c.

c¢) Teve-mddszerrel a szamlil6 a nevezd derivaltja lesz (X = x? + 2x— 1, dX =2x + 2 dx):
2x+2
_J- ]

:lln|x2+2x—l|+c.
+2x—1 2

d) Abelsé fliggvény derivaltjat latjuk szorzatként. Mivel IcosX dX =sinX + ¢, ezért
IZx Cos(x“)dx = sm( 2) +c.

3
3 i) 3
e) 2_[3xz~\fx3+2dx=2-(x%z)+c=%(x3+2)2+c.

2



MEGOLDASOK - AZ ANALI{ZIS ELEMEI

f) Irjuk fel kicsit masképp, hogy ldssuk a derivalt kapcsolatot (X =lnx, dX = idx):
%
1

J- ] dx=ji dx =1In|lnx| + c.
x-Inx Inx

3

g) Mivel _[X dX = 2(2— + ¢, ezért (X =sinx, dX =cosxdx):

sinx
2

Itt azt haszndltuk, hogy sin’x = cosx. Ha cos'x = —sin x, akkor ugyanabbdl kiindulva:
gy gy

Isinx-cosx dx= + &,

cosZx

J-sinx-cosxdx=— +i.

Megjegyzés: Afentiekben a sinx-cosx szorzatot integriltuk addicids tételekkel, kétféle titon
parcidlisan, és kétféle titon behelyettesitéssel, latszélag hirom kiilonbozé eredményt kapva.
Ezek utdn mondja valaki, hogy nem érdekes a matematika!

h) Csak a sin’x = cos x sszefiiggésben ldthatjuk a szorzatot, f(X) = X3:
sin?%x
56

fsinSSx -cosxdx = +c.

o S s -
i) Kissé atalakitva a tg°x =
cos®x

azonossdggal, mir megfeleld formédban van:

in0 6 7
Ism xdx:J tg’x dx:tg?x_'_(?.

cosSx cosZx
i) Mivel (cos?x) = 2cos x(—sinx) = —sin2x, ezért
o
j sin2x

1+ cos?x

dx =—In|1+ cos?x| + c.

k) A hatvanyozds azonossdgait és addicids osszefliggéseket felhaszndlva:
et0s? X

; Lig .. ; 1
Jsmx -COS X+ dJc=§J-sm2x-e‘:"52Jt dx=—ZeC°SQ~”+c.

esin X

Fiiggvénygdrbe alatti teriilet meghatarozasa a kétoldali kozelttes
modszerével — megoldasok -

A megolddsokban a szumma jelet csak a jobb helykihaszndlds végett haszndltuk. Aki még nem
bardtkozott meg a jeldléssel, nyugodtan szdmoljon a megszokott médon, az eredmény a fontos!

a) Az osztépontok:
X=0; x;=05; x=1; x3=15 é x,=2.
Ezeket kell behelyettesiteniink a fiiggvénybe, az alsé kozelitd 9sszeghez az els6 négyet:
54=0,503 +3,25 +4 + 5,25y =7,75;
a felsd kozelitéshez pedig a masodik négyet:
S;=053.25+4+525+7)=9,75.



b) Az osztdpontok:
X=0; x,=025; x=05; x3=0,75 és xy=1 1

Az alsé kozelit6 Osszeg

54 =0,25(-0,125-0,5- 1,125 - 2) =-0,9375;
a felsd kozelités pedig

§4=0,25(0-0,125-0,5 - 1,125) = -0,4375.

[{EA @) Az osztépontok:
=0 x=02; x=04; x3=06, x,=08 é x5=1.
A kozelitd dsszegek:
55=0,2(20 + 202 4 204 | 206 | 208y . ] 345,

S5=0,2(202 + 204 4 206 4 208 4 21y~ 1,545,

b) Az osztépontok: .
5t 6:'1: T 8 97 , 10
Xo=——; X = =—; Xo=—;

20
A kozelitd dsszegek:

El

=— Xy=— Xy =— &5 Xg=—0—u.
20" 2T g BT MT o B 5T

55 = = Sm[5_7r +. +sm[9ﬁJ 0,6826;
200" (20 20

S5 = sin(6n] i 22 77286,
20”120 20

GER] @) Afiiggvény folytonos és a kérdezett intervallumon monoton nové.

n—1 2
g ul W o 1 (n-Dn@n-1) 1 (n-DH@2n-1) _ 1{ 3 1J
= s | s =_ —2-=+—=;
*n E)G n] n nd 2 6 6 n* 6 n n?
2
< k) S N 1 an+1)2n+1) 1 3 1)
S = —_=— —_r————=— |24+ —+—;
" Zl( J 32 6 6( n on?

1, 1 3 1
s,— — és S — —, ezért a keresett teriilet —.
"3 L - 3

; . 16
b) A fliggvény folytonos és monoton csokkend az intervallumon. Az eredmény 7= —.

2 o |2 g 4 {3 1} 16
=) |-li-=|+4] ==8-—=- Y P=8-— 2+ +—|>—;
% i:]|:[I n) :| n n? EI 3 n n? 3
n—I 2
|
E R ST
i=0 n ico non 3

nin+1)(2n+1)

Megjegyzés: Felhaszndltuk, hogy 17 +22 4+ ... +n?= . ;



Tekintsiik a fiiggvényeket a megadott intervallumokon.
a) f(x) a0;3]-on el§szor monoton csékken, majd monoton nd.

A csokkend részen az alsé kozelitd Osszegeket a részinterval-
lumok jobb, a névekvé részen pedig a bal végpontokban
tekintett fiiggvényértékekkel kell szimolnunk. (Hasonldan a
felsd kozelits osszegre.) Itt tehat [0; 2] és [2; 3] részekre
érdemes bontanunk a megadott intervallumot a monotonitds

szerint.

T=E+i=§=6.
3 B 3

b) A g(x) fiiggvény a megadott intervallumon metszi az x ten-
gelyt. Azt mdr lattuk, hogy az x tengely alatti teriiletek
a fiiggvényértékek miatt negativ elGjellel keriilnek a végs6
Osszegbe. Ezért kiilon kell vélasztanunk a fiiggvény pozitiv €s
negativ felét: egyszer [0; 1]-on, majd [1; 2]-on kell elvégez-
niink a szdmitdsokat.

¢) h(x) esetén egyszer a monotonitds, azutdn pedig az x tengely-
lyel valé metszés miatt érdemes az intervallumot [0; l)]/
1; 2] és [2; 3] részekre bontanunk.

2

B

Megjegvzés: Mivel a kozelit téglalapok ,,rahuzédnak’™ a fliggvényekre, a monotonitds miatti fel-
bontdst nem kell annyira szigortian venniink.

GG A négyzetgyokfiiggvény a megadott intervallumok mindegyikén monoton névd. Ezért

n—1
. b—a b-a
s"=2 a+i-——m- - ——,
i=0 n n

N
., b—a b-a
S,,:Z ati . .
i=1 B b

Kiilonbségiiket tekintve a tagok kettd kivételével kiesnek (teleszkopikus 0sszeg):

[ b—a b- } — i _
S,—s8,=.a+n a-b 2 a+0-b a_b a___b a-(\/E—\/E)Ao.
n n n n n




FED a) A reciprokfiiggvény a pozitiv [a; b]-on monoton csékken.

- 1 b—a
‘Sn=2 b—a‘ 5 s

i=la+i-
n
n-1
| b-a
Sn__z . b—a‘ n
i=0a+1-
n
A kiilonbségben most is csak két tag marad:
1 b— 1 b— b- 11
Sp=Sy= b—a = b-—a == a(__—jﬁo-
a+0- k4 atn: B moe b
n n

b) Akkor éri el a pontossag az emlitett értéket, ha a kozelitd dsszegek kiilonbsége ennél mar kisebb
(hiszen a kettS kozott van valahol a kérdéses teriilet). Helyettesitsiik be | 1; 2]-ot:

2-1 (1 1 1
S”—.S‘n: = [I—EJ=E<O,OI

Innen n>50. Tehdt egyenletes részekre osztdssal 50-nél tobb osztopont felvétele esetén
a reciprokfiiggvény alatti teriiletet egy szdzadndl pontosabban meg tudjuk hatdrozni kozelitd
téglalapokkal.

GEF) A Descartes-féle koordindta-rendszer miatt a trapézok is derékszogiiek, teriiletiiket a fiiggéleges
alapok Osszege felének €s az egyenld vizszintes kis szakaszoknak a szorzata adja.

Ng 1 2

i i+1
"‘IH+[ J I
a) F,,:z . & S

2 n

n—1

1 n-1 5 ) g 1 5 .
:_3.21 +(l+1) =———32(2I +2[+1)=
21"1 2” i=0

i=0 i=0
1 —~Dn2n -1 1 1 1 1
:—,j-|:(”¢)-+(n—])n+n}=———-+—L il
2n° 3 3 2n 6n* 2n 3
N
n-1 _2(;) - 2[?1) 1 1 n—1 1 n—1
b) rnzg 5 -;=—E-§i2+(i+l)2:—;-2(252+2i+1):
i=0 i=0 i=0
1 —1n2n -1 2
- _%.{w_l_(n_1),T+n}=_%+l_L_l%___
n 3 3 n 3% n 3

Mindkét esetben a teriiletek mérészamait kaptuk meg tjra (az eredeti eredmények a fejezet elsd
feladatdban talalhatok).

[HED Példdinkban minden fiiggvény folytonos volt és monoton y
csokkend vagy novd (ha nem, akkor felbontottuk ilyen részekre).
A monotonitds miatt a részintervallum jobb vagy bal végpont-
jdban vette fel szélsGértékét (minimumat, maximumat). fgy f
természetesen adddott, hogy minden egyes téglalap-pdrra kiilon-
kiilon s < S.
Mivel a trapézt az intervallumok végpontjaiban felvett fiigg-
vényértékeket dsszekotve kaptuk, igy minden kis részintervallu-
mon a trapéz teriilete a két téglalap teriilete kozé esik: s <7< S.




Ha tekintjiik az alsé téglalap-, felsd téglalap-, illetve trapéz-tertiletosszegek s
tait, akkor 5, <1, <S,,.

n—"n—

w9, 68 1, soroza-
A sorozatokra vonatkozé renddrelv alapjan ha a téglalapok teriiletdsszegei tartanak ugyanahhoz
az értékhez (mint ahogy példdink mindegyikében), akkor a trapézosszeg is oda kell, hogy tartson.
Amennyiben egy olyan zirt intervallumon szeretnénk trapézokkal kozeliteni a folytonos
fiiggvényiinket, ahol az ndvekedést és csokkenést egyarant produkdl, akkor célszert Ggy vélasztani
a felosztast, hogy az egyforma részintervallumok hatdrdra essenek az osztdspontok. Ha példdul a
| 0; 4] intervallumon tekintjiik az f(x) = (x — 1) + 10 fiiggvényt (amely 1-ig n6v6, utdna csokkend),
akkor az eredeti intervallumot osszuk el§szér 6 egyenld részre. [gy felosztottuk a [0; 1] részt két
részintervallumra, az [ 1; 4]-ot pedig négyre tigy, hogy ezek egyforma hossziak. Utdna tekintsiink
6n szdmu osztdspontot, n —» oo,

Megjegyzés: Utolsé gondolatunk csak Osszemérhetd részekre valé bontds esetében mikodik.
A hatdrozott integrdl fogalma mostani meggondoldsunkndl joval altaldnosabb.

A hatarozott integral fogalma és tulajdonsagai — megoldasok
Tekintsiik a kovetkezd dsszegeket:

n-1 2 n-1
1 1 1 (n-Dn@n-1) 1 ( 3 1) 1
= N (el S o i PP P
i E‘}(I :J n’ g‘ 6 6 n n*) 3
e ol M Q- 1 nn+D2n+1) 1 ( 3 1) 1
S = —=— — == 2+ +— |-
% El‘( nJ n’ g‘ 6 6 n n?) 3

Mivel a hatdrozott integrélt egyre finomodd beosztdsok segitségével képezziik (azaz a mdr
meglévd osztopontokhoz vesziink hozzd djabbakat), valogassuk ki a fenti sorozatokbdl az azonos
alapd indexii tagokat, pl. a 2 hatvdnyokat. Ezek a konvergens sorozatok részsorozatai, igy ezek is

tartanak a kozos hatdrértékhez. A megoldds:
1

Ixzdx =%

0
(IEN) Tekintsiik az aldbbi 0sszegeket:

n-1 3 n-1 .3 n-11g:3 .2 i
2 2 2
S_,I=.E |:(—1+l.';]+1:|';= E|:1+3l ——3! % 8%+1j|'—= 2[8%—%4-?“{:'2:

i=0 & % gl R

LIA

2[ _6ni? + 32| == [(n—l)‘—(n—l)(Zn—1)+3( 2””‘}%.[&2}%2

n

g{{ e _T ] _=i4§[4i36ni2+3n2i:|=

4 (n+1n 4 |n2 n
=E{(n+])2 n+DCn+1+3 s ] E[E-FE}%Z'

Ismét vdlasszuk ki pl. az n = 2" részsorozatokat mindkét sorozatbdl, igy a hatdrozott integrilhoz
sziikséges finomodé beosztdssal dolgozunk. A megoldds igy

1
j(x3+1)dx=2.
|



FIE) Ebben a feladatban az osztGpontok szama érdekel benniinket, ezért a megfelel kiindulds utdn mar
nem kell finomitanunk a beosztdst.

a) Akérdés, hogy hany darab részintervallumra teljesijl hogy

Y SR B T

Lithatd, ha n > 10, akkor az eltérés egy tizednél kevesebb. Osztépont legaldbb 12 kell.
b) Ugyanuigy:

n-1
. T i1 Tl =«
Sn—L(;,]:Z(:)cos(z-E;] zcos{ } o |:COS(0 ﬂchos(n-fj g £<01

akkor, ha n > 15,7, azaz n legalabb 16. Tehdt minimum 17 osztaspont sziikséges.

GlP) Eldszor hatdrozzuk meg a szﬁkséges osztépontok szamat.

n-1
S”—S”—Z ""“Z l(l—lJ i<0,05', ha n>3,333.
z02+— n ,12+ n 2 3) 6n
n n

Tehit a legaldbb 4 egyenld részintervallumhoz legaldbb 5 osztdspont sziikséges.
Legyenek ezek a xy = 2; x; =2,25; x, =2,5; x3=2,75 és x, = 3. Ekkor

. (R
225 25 2,75 3 42 225 2,5 2,75
Ha a trapézdsszeggel szamolunk, akkor
| l+2#+2i+2_1_+1
tnzz_Z 2,25 22,5 2,75 3:0,406.

A valddi érték kozelitdleg 0.405465.

GEB @) Mivel f(x) pératlan, ezért szimmetrikus az origéra: a szimmetrikus intervallumon az x tengely
alatt és felett ,,ugyanannyit” tartézkodik. A negativ és pozitiv részek 0sszege 0.

b) Minden pdros fiiggvény szimmetrikus az y tengelyre, ezért a [-a: 0] feletti teriilet egyenld
a [0; a] feletti teriilettel. Azaz

j fo)dx = 2j f(x)dx.

—a

) Azt kell észrevenniink, hogy a leirt transzformdcid egy ¢ ardnyu
ny(jtis az origébél. Azonban hasonlé alakzatok teriileteinek
ardnya a hasonldsdgi ardny négyzete, vagyis

ch

‘[c - f(lz—]dx = czjif(x)dx.

ca




A Newton-Leibniz-tétel — megoldasok

LE) Az elsd négy példdban szereplS ¢ konstansfiiggvények esetén minden i-re m; = M; = c.

n 7
a) m;=M;=5, igy $,=5,= X350t %_)=5-7-5-1=30=[5dx.
i=1 1

n 3
=¥ 7(-x_)=7-3-7-10=-49= [ 7 dx.
i=1 10

1

¢) Mivel a fiiggvény szigortian monoton néve, ezért m; = 2x;_; és M; =2x; minden i-re. Legyenek

6-3 3
az osztopontok egyenld A = —— tdvolsigra, igy x;=3+i-—, €és
n n

6 3 (n-1)n 1
=3 2x B s e e ot Byl 21,
*n 2 Z G ) non 2 [ n)_)
5. ZZX =—23+ .. 3n+ E-E-n(n2+1)—18+9(1+lje27.
non n

Mivel lims,=limS,=27, ezért (kihaszndlva, hogy n — oo):
n—rco n—seo

jzx dx =27.
3

d) f(x) szigorian monoton cstkken, m; = —5x; és M; =—5x;_; minden i-re. Legyenek az osztd-

pontok egyenld A= e tavolsdgra, igy x; =2 +1i- Ll és
n

n 2 n
e 2= B30 5e g0 B0 5o 514 L) 1
=l n i n n- 2 n
: 5 1
S,=> -5x_; —= z2+( =1)- —:ﬁSO 62 5(1——]» F12.5.
i1 n n 7] n
Mivel lims,=lim§,=-112,5, ezért (kihasznilva, hogy n — <o):
n—yoo n—proo
[-5xdx=-112,5.
2

e) A fiiggvény monoton novd, azonban a hatarok ,,forditottak™:

n 2 1
Sn=23x1.71-————24 (;—1)—=—24+6[ nJ—>—18,

i=1

: 2
Sn=z3xi'_ 7—24—1 —:—24+6(1+1)%_18_
i=1 , 1 n
Mivel lims, = lim§, =-18, ezért (kihaszndlva, hogy n — eo):
N—c2 n—o0
[3xdx=-18.
4



[l Harom lépést tesziink.

1. A mdsodik tagba bevissziik a konstans szorzot.
2. Az utolsé tagbdl kiemeliink —1-et.

3. Felcseréljiik az utolsé tag hatdrait.

fgy

3 7] 1 7
J@x-4ydx+[2x-4)dx +@r-4dx=[@x-4dx=24.
1 3 5 1

L7} A ¢) részben kihaszndljuk azt, hogy ha véges sok pontban megvaltozik az integrandus, az nem
befolydsolja a Riemann-integral értékét.

4 4 -3 -3
a) J.sgnxdx:jldx=2; b) Isgnxdx:J-—ldx:fl.
2 2 -4 —4
¢) Bontsuk két részre az integricids tartomdnyt dgy, hogy azokon a fliggvény mdr konstans
legyen:
2 0 2 0 2
Jsgnx dx= ‘[sgnx dx +Jsgnx dx= J—l dx+j1dx=—3+2=—1.
-3 -3 0 -3 0

) Itt is kihaszndljuk azt, hogy ha véges sok pontban megviltozik az integrandus, az nem befolydsolja
a Riemann-integral értékét.

a) Bontsuk fel a [2; 4] intervallumot a [2; 3] és [3; 4] intervallumokra. Ezeken az [x] fiiggvény
mar konstans:
4 3 4
fixldx=[2dx+[3dx=2+3=5
2 2 3

b) Bontsuk fel az integrécids tartoméanyt olyan részekre, melyeken a fiiggvény konstans:

5 2 3 4 5
j[x]dx=j0dx+j1dx+j2dx+j3dx=j4dx=0+1+2+3+4:10.
0.5 0,5 1 2 3 4

¢) Bzt az intervallumot is érdemes felbontani hdrom egyenld részre a periodikus fliggvény
periddusa szerint (teljes periédusok):
3 1
3
j[x}dx = 3jxdx =
0 0
d) Figyeljiik meg, hogy amennyiben a fiiggvény értékeit ¢és az integrdciés tartomanyt is azonos

mértékkel eltoljuk az x tengely mentén, a Riemann-integril értéke nem viltozik. Ezt felhasznélva
bontsuk fel az integréicids tartomanyt négy részre:

3.8 1 2 3 3.8
[tatdx = [{xbdx+ [{xddx + [{x)dx + [ixtdx =
0.5 0,5 | 2 3
1 | 0.8
= jxdx+2.[xdx+ jxdx:§+1+£=ﬁ'
s 2 . 8 25 200




0 3 0
b) (x2+3)dx=x—+3x =0- —§—6:§;
3 3 g
2 =)

2
c) J'(73x2 +4x)dx :[—x3 + 2x2]; =-8+8-0=0;
0

3
d) j( (x - 5) +2]dx {%—%+ 14 Sx}

JZ 3 VZ
e) (5x2+4xﬁ3)dx=|:5%+2x2ﬂ3x} 10;/5 4= 32 = (3 o e 3}

=] -1

3

2

2 4 5.3 B 2
f J(ﬁ_ﬁ+£+2jdx:[3i_2i+x_+zx} :&&2%_{3

: 2 5 4 8 15 8 i 8 15 8 8
248 52 473
:4+7———:—;
8 15. 15
?f [3 T 9% 3 93
o} R I 1 | (L I
g) x*dx=|—x - -
. ol 3 5.5

3 3

3 i 3 85
[ —d T = i s e — o
1)-!.1’5 B [4x4L 108~ 64 1728

2
4 2
J) j(x—1)3dx=|:%~x3+3%—xj| =4-8+6-2—-(4+8+6+2)=-20
il

4
k)_[x gdx_ st | e T o Bk T
x=2 3 3

3

3
uig—gdx{*/f f} oo [M Jz*]:%

w2
.| .
) J.COSX dx= ['s.inx]g]2 = 5111(5] —sin0=1;
0

2
n) '[3sin x dx = -3[cosx] Eﬁ 3(005 (EJ - COS[ED = —3( - QJ = 3;/_2;
- 2 4 2

4,522,5+43,5[%10+29J:—

31

2442
3 L]

2 1
15 8

—+ = +2)=



/3
. a3 . (T T L (m T 3\/§ 2 - J_
o) ﬂL (cos X+ s x] dx= [smx +tg x] a=sin {3} +tg [3] — (sm (Z) +tg [ZD = 5

7 -1 3 3
) J?)exdx=3[eﬂ_2=;— :

0 e*

e

q) J'idxz[lnx]lene—]nlzl;
1

r) [inxdx=[x(inx - 1]} =e(1 -1~ 10 -1) =1;

/2
. . qm2 T T .= .
s) _[x-smxdx:[—x-cosx+smx]0 :—E-cos—+sm—#(0+sm())=l;
0

1
) [(c-ef = Ddx=[e¥- (= 1) - x]y =-1-1-0-1)=0;
0

2
lnx In“x
)j [—} =2-0,5=1,5;
e

v) Akdvetkezd feladatokban el&szor meg kell hatdroznunk a primitiv fiiggvényt. Probédlkozzunk
parcidlis integraldssal!

1

F=a, g':—z, =1, g=tgx _[ dx:x-tgx—jtgxdx:x-tgx+1n|cosx|+c;
cos®x cos®x
w4
2
J. x2 dx=[x-tgx+ln|cosx|]gf4=£+ln£.
5 COS™X 4 2

w) Gondoljunk az 6sszetett fiiggvény derivildsdra. (x2)" = 2x és J% dX=2JX +¢:
%
——dx=vI+x2 +¢;
'[ VI +x?

101

]

100

X 101
T e [V1+47] = /10202 — V10001 = 1.

x) Parcidlis tortekre bontdssal a kizos nevezd utdn a szamldléban: Ax +4A + Bx — B = 0x + 3.

Innen A*§ BH—%

3
3 1 3 B
Jm =‘f[ x+4Jd“5[lnlx—N-1nx+4ﬂz=

=3 s i b T
5 5 7



1 sin?x + cos?x 1 1
) _[—— dx:-[i_ x:I—+ - dx=tgx—ctgx+c;
2 2 2 S
CcoSx-sinx (cosx - sinx) cos“x sin“x

2

/3 1 ) = 1 ,
_ U Varslex—ctex]™ =Vt _q_n=2
'I‘ [Cosx-sinxJ * [gx ng]m’ti V3 el (1-1) _\/5

/4

[EED) Igen, létezik az integrdl, értéke 0. Magyarazata, hogy bar Dirichlet-szer a fiiggvény, a [0; 1]-on
mindkét dg 0 értéket vesz fel, tehdt itt g(x) =m; =M;=0.

[2,5):3 bxz}_l 25 b (160 ) 104
s = + + ;

I 3

4]
a) j(2,5x2 +bx)dx =
-4 -4

2
2
b) j(3x2—2bx+2)dx:[xtbx2+2x]] =8-4b+4-(1-b+2)=9-3b=6; b=1;
1

/4

c) J(bcosx+2sinx)dx:[bsinx—Zcosx]g’m:%b—\E—(O—2):3\5; b=8-22.
0
< x3C 31

B a) [x2dx=|"—|=%-—-=114. Megoldis: c=7.

1 3, 3 3
c 4 €4

b) Jx3dx= Tl=7=32% le|=6. Megolddsok: ¢, =6, ¢, =—6.
0 0
2 5]%¢ 5 5 5

) J.4x4dx=[4i} L1200 Ao B 05 b Wiepoldfs c=
) 5 5 5 5

C
d) _[—2sinx dx=2[cosx]:rsz =2cosc=1; cosc:%, innen c=i§+2km
w2
A megolddsok a kivdnt [-27; 27] intervallumon: €= —5?”, Cy =_§, €y = % = 5?7{
b 2 boaya
GB « I(3x+2)dx:[3%+2x} :%+2b—g+2]=4; 3b2 +4b—15=0.
i !

Megolddsok: b, = %’ by =-3.

6 4 718 4 12

b) J‘(x3+x)dx=[x+LiI =324418— |2 + 22| = 336; 0= 5% + 262 — 24,
) 4, 4 2

Megoldédsok: by =2, by =-2.

b
b
c) j(2x+b)dx:[x2+bx]l =b2+b2—(1+b)=14; 22 - b-15=0.
1
Megoldédsok: by =3, by =-2.5.



b
d) J.(\/gcosx - sinx)dx = [\/gsinx + cosx] g =~/3sinb +cosh —1=0.
0
Leosztva mindkét oldalt 2-vel, és addicids tételt alkalmazva jutunk sin (b + %) = 1 alakra.

4 2
Ennek megolddsai: by = 2km és b, = ?n' + 2km, ahol k egész szam.

0
0
GE) o) [(4x +3)dx =[262 +3x] =0 (2% +3a)<1; 0 < 2% +3a+1.
a

Megolddsok: a < -1, vagy —0,5 <a.

b) ]£(3x2 - 1Ddx= l:x3 - ng =a*—a=a@® -D=ala-1)a+1)=0.
;/Iegoldzisok: -1<a<0, illetve 1 <a.

c) 2f(—ébc3 +1dx =[-x* + ] E(; = _16a* + 2a — (~a* — a) = —15a* + 3a =3a(1 - 54°) =
:3a(l — ¥34)(1+ ¥5a + Y52a?) > 0.

Az utolso tényezd mindig pozitiv (D < 0), igy az eldjelet csak a(l - %/5(1) befolydsolja.

Megolddsok: O <a< .

‘%/—5‘.
2

d) J-(cosx —sinx)dx = [sinx + cosx]

/2 ¥ P
b =1-sina—cosa<1; 0<sina+cosa.

a

% . ; — . " .
5 -vel végigszorozva, majd alkalmazva az addicids tételt, a sin (a + %) >0 egyenldtlenséget

kell megoldanunk. Megolddsai: —% +2kmr<a< % +2km (k € Z).

X
; x Ir . .
Ak F(x) = Jsmt dr= [—cost] 23 = —COSX + 5 igy mivel -1 <cosx <1, Rp= [—0,5; 1,5].
/3

A hatarozott integral alkalmazasai — megoldasok

(i) Figyeljiik meg, a kérdéses fiiggvények az adott intervallum belsejében vdltanak-e elGjelet, illetve

hol pozitivak (hatdrozott integrél) és hol negativak (hatdrozott integrdl minusz egyszerese).
1

: x3 4
a) Nem vilt, T:j(x2 —4x+3)dx = ?uzﬂ +3x| =2
0

0
4 (x2 x3 §
b) Nem vélt, de negativ: T = j[; —2x - 8]dx = {g —-x2- SX} =-28,5; T=28,5.
1 1
4f 3 5 2t
¢) Nem vilt: T = _[(x2 - x)dx = l:zxz — L} =49,
1 5 2




b 5 4 3 15
2
2
e) Nemvalt: T =3 J.cosx dx’= 3[sin x]fﬁ,% = 3-+—\/§,
E 2
—m/3
2r/3
1 1 )
f) Nem vélt: T = 3 jsinx dx= E[_COS x] iﬁ?’ = +4J—.
4

1 . 1
g) Nem vilt, negativ: J.(xzul)dx=[x?x} =ﬁi; T=—.
—1 -1

h) Elgjelet vélt az x =3 pontban (eldtte negativ, utdna pozitiv).

3 5 : : ¥ )
J.(x22x~3)dx=|:?—x2%3xi| =-9 ¢és (x2~2x3)dx:{?mx2—3x} =—
0 3

0 3 3
32 59
gy T=9+—=—.
gy 33
i) ElGjelet vilt az x = 2 pontban (elStte pozitiv, utdna negativ).
2 x4 2 3 x4 3
@3- 6x7+ 8x)dux = {— ~ 2%+ 4x2:| =4 & [(3-6x+8x)dx = [~ ~ 243+ 4x2} =-1,75,
0 4 0 2 4 2
igy T=4+1,75=5,75.
J) ElGjelet vilt az x =0 és x = 1 pontokban (negativ — pozitiv — negativ).
0 .
J‘(ix3—x2+ 2x)dx = A Z | = —§,
! | 4 3 Js 3
i [ x4 ¥ : 5
J(—x3—x2+ 20dx=|-—- 42| ==,
4 3 12
0 L 10
2 AP 37
[ x4 20dx=|-= - 4 22| =2,
1 | 4 3 5 12
{ T = § + i + 2 = 2
FITITRTR s
k) Elgjelet vélt az x = m pontban (elGtte pozitiv, utdna negativ).
T 2
; | . 2 5
J.smx dx =—[cos x] ;75,3 5 s jsmx ds= —[cosx];ﬁ =-2, igy T=2,5.
2r/3 T

1) Erdemes megfigyelni, hogy a kérdéses intervallumon hdrom darab teljes félhulldmot ir le a fiigg-
vény. Ebbdl kiindulva elegendd a kdvetkezdt kiszamolni:

n/2
3 [1,5c0sx dx=4,5[sinx]"? =4,5-2=9.
—-7/2



Az integracids tartomany meghatdrozdsahoz tudnunk kell, hogy a fiiggvénybél milyen rész esik
az elsd siknegyedbe. Vizsgiljuk meg a zérushelyeket és a koztiik levd eldjelviszonyokat.
2

£ X3 4
a) %=0 & =2 I=[0;2]: T:'[(—x2+2x)dx:77+x2 =§;
4 0

¥ P Y3
b) %i=0 & m=4 I=[0:4]; T:j(_x2+4x)dx:[—?+2x2} =t
0

4 3 4
c) xy=1 és x,=4, ]:[1;4]; T:J.(—x +5x — 4)dx—|:—x?+§-)2€——4x:|_ 4,5;
1

5 3 5
d) x;=2 é x,=5 I=[2;5]; T=72J(x2—7x+10)dx:— [%“%+10x} =9
2 2

3 3 3
g)my==l & =3 T=[0;3) T:J(—xz+2x+3)dx=[—%+x2+3x}=9;
0 0

1 31
flx=1, F=[0:1]; T:2J-\/1—x dx:—i[(lfx)i} =i;
4 3 by

g) x=0, x,=4 és x;=6, I=[4;6];

6 =
T:J.(_IB+IOX2—24x)d_x: ....;+
4 L

h) x=-2, x,=0 é x;=2, I1=[0;2];

2 4—2

= J4x X dx_[2x°—— =4
0

4_
Dx=l =2 & xn=3 I=[0:1]u[2:3]

1 3
T=[(-x3+6x2 ~ 11x + 6)dx + a3+ 6x% ~ 11x + 6)dx =
0

4 2 1 4 2 3
ol B e I el B e B =2.25 $025=2.5;
4 2 N 2 ;

T T T
) xj=——, x=0 és x3=—, I=[0;=]|.
Du==—y % =3 [ 2]
/2
”’2( ] T Pl I P
= J sinx — x ——Ccosx ——| = ’
2 2 o 8



GER ElsS 1épésként meg kell hatiroznunk, a fiiggvények hol metszik egymast (hiszen zért teriiletrél van
sz6). Azutdn dontsiik el, az adott intervallumon melyik fiiggvény a nagyobb (az van ,.feliil”).

a) P=-x+2, x=-2, =1 I=[-21]-on g>f

I 5 L
exer Dde=l— s 2| =212
T—J(x+2 x)dx {2+2x 3}2 i)

b) x2-2x=05x2-x, =0, x,=2. I1=[0;2]-on g>f
2
3 2

2
2
T = [(-0,5x% + x)dx = WAL i |
! 6 2], 3

¢) —x*+5=x2-2x+1, xy=-1, x,=2. I=[-1;2]-on f>g.

T= 22+ +DHdx=[-2-Z + 22 +4x| =9.
= 3 ]

d) Mindkét fiiggvény pdratlan, ezért elegendd csak az origé egyik oldaldn kiszdmitani a teriiletet.
Pelpmag =3, %=0, % =3 I1=[0;v3]-on g>7.
V3 LR V3
T=2j(3x—x3)dx=2{ -7__} =4,5.
0

41o

e) B-x=x2-1, xy=-1, x=1. I=[-1;1]-on f>g.
4 48

1 ; 2 1
T=J-(x3-ngx+l)dx=xf—x——x—+x :i.
Ly 4 3 2 j 3

f) P52+ bx=x2-2x, x=0, =2, x3=4 L =[0;2]-on f>g L=[2;4]-on g>f.

2 4 4 4
X

=4 és J‘(*x3+6x2~SX)dx=[I+2x3ﬁ4x2} =4.

2 2

2 4
J.{x3— 6x2 + 8x)dx = [x_ —2x3+ 4x2}
0 iy 0

T=8:

in I_[rr 3z
4 4

. b1
g) sinx =cosx, x]:Z, Xo=—. I= Z;—}on f>e.

3n/4
; . 1374
T= J.(smx —cosx)dx = [—cosx —sin x];; =42
/4

h) Ismét paratlan fiiggvényekkel van dolgunk.

42 3 3 [ 3;:]
2 =X, X=m——; k=0, Zy=—: I=|0—} > g.
sin.x Y X, X 4 X X3 1 7} on f>g

3nld 34
T=2_[ [ZSinx—ﬂz de=2[—2003x—&x2} =4+2«/——3E\/§.
5 3w 3 0 4



. 2
) S=—x2+2x+1, xy=-1, %=1, x3=2. I=[1;2]-on g>7f.
X

2

2 3
T:J-[—x2+2x+1—g]dx={—x+x2+x—21n|xﬂ :2—21n2.
. % 3 i 3

s -2 1.3 3
J) sm2x:—(x E)(;H- x), xlzf%r, X, =12 I=[—3§;2:'r]—0n g>f

2 2 xm 3m? X X 372 cos2x o 34373
= J ——+—+—-—sin2x|dx=|-—+—+— x4+ = +1.
it 4 8 4 12 16 4 2 _ami2 192

o2
Az eltolt gbrbe egyenlete vy = £ 42) +4 (ez |0; 4] intervallumon felette van az eredetinek.)

Igy a kérdéses teriilet:

4 2 4
P j(—x +5)dx = [—— + Sx} =12,
0 2 0

Jelblje a gorbéket:
x2 1 8
y=—, y=—x+4, hy=—x+-.
fry 5 &Y y=ghs
Ha parosaval tekintjiik metszéspontjaikat, akkor
fng={A(-4; 8); B(2; 2)};
gnh={C(1;3)};

. g[8.32
fﬁh_{D(—2,2), E[3, 9)}.

Szamunkra B, C és D fontos, 6k a sikidom ,,sarkai”. /| = [—2; 1] és [, = [l; 2]. Mindkét inter-
vallumon a linedris fiiggvények nagyobbak a parabolafiiggvénynél.

20 2 5 44 % 4 Ly s 5 .3 .
J[x—x+4}dx={—x——x—+4x =2 és J[—x—+£+§dx=—x—+x—+§x} =6,
'\ 2 6 2 |, 3 27373 6 6 3,

22
igy T=—.
18y 3

2 2
Ismert, hogy az f(x) sima fiiggvény ivhossza az [a; b] felett j,/ 1+[f0)]” dx. Mivel az f(x) = /x>

. S 3 o r
simaa [0;3]-on, derivéltja f'(x) = E\/; ezért ivhosszdra

3

3
[1+9Xj2 3 <
3 3 == El
4 2 3 —
j 1+2xcix=ij2 /I+2xdx:ﬁ*——v -1 1+2x} _3W31-8 ¢ 096322,
94V "4 %7 7

A 4 5 9 3 4 ” 2
2




8
3
a) V=7r_[4-%/x_2dx=4fr{§x3
0

0 5
x3 ] 4r
b) Vesmp = J’EJ-I dx nlix—?l]:—g—;
w2 . /2
: 3x2
c) V= n’j(coszx —2cosx +1dx= JIB + sin2x 2sinx + x} = % — 2
0 0

2
1
d) V= nj—dx 47{ } =61
X
(}5 0,5

@@ a) Vegyiik észre, hogy az 1 magassdgi, r=2 és R =3 sugart csonkakip paldstjdnak felszinét
hatdrozzuk meg.

P 27;J'xx.fl+12dx 211{ } \/_n[xz] =92 w42 - =5V2 - m=22,21.

b) A keresett felszin:

4 4 4
277:{2\/}- 1 +l dx :4n'[«/x+1dx:4rc -ZJE\/)H ldx =
3 X i 312

4
83:'r [(1+ )ZJ _ .[5\/5_2\/5]269,97.

c) A fiiggvény szimmetrikus az origéra, ezért felbontjuk pozitiv és negativ részre. Csak az integrd-
cios tartomdny véltozik a két esetben:

2
q
27:I W14+9x*dx=2n-= —-[ V1 +9x* 36x3dx——7 [(l+9x )} = 203,04,

1
3
27:I 31 +9x* dx—— [(1+9x )} =3,56.

Az eredmeny a kettd dsszege: 200,6.

B Az x-szel val6 szorzds nem befolydsolja sinx zérushelyeit, igy mindig az I = [2km; 2k + 1)x]
intervallum felett kell integralnunk az x -sinx fliggvényt. Lassuk a k-adik dombocska teriiletét:
k+ym

T, = Ix sinx dx =[—x-cosx + 51n)c]{22:+])7I =2k + 7w + 2km = n(4k +1) > 1000,
2km
Lk Y
4r

Tehat a nyolcvanadik dombocska médr 1000-nél nagyobb teriiletet fog bezdrni az x tengellyel.
Megjegyzés: A feladat sordn természetesen k pozitiv egész szamot jelentett.



[ Eldszor is dllapitsuk meg, hogy sinx tulajdonsdgai miatt a fiiggvény 7 szerint periodikus, ezért

6166

elegendd az elsd, ]O' x| intervallumon kiszdmitott gorbehosszt szorozni 3-mal.
Az integricids tartomdny megdllapitdsdhoz oldjuk meg az f(x) = 0 egyenletet:

2 2

Inlsinx| +2=0, Inlsinx|=-2=1Ine"2, |sinx|=e¢"
Mivel csak a ]0; 7| tartommybm keresiink megoldast, x, = arcsin(e~2) = 0,14 (két tizedesre kere-
kitve). A gorbe szimmetrikus x = E—re, tehdt ha taldlunk egy x, zérushelyet, akkor 7—x= 3,01 is az.

Tehit az integricids tartomdnyra adédik: [0,14; 3,01].

5 2
Léssuk az ivhosszt megadé integrélt! f”(x) = ctg x (az intervallumon folytonos), [ Vi (r)] Lk
sinZx
cos sin®x + cos?x L
Th e | (B L g
G4 sm % o4 sin“x 014s1nx
|
Helyettesitéssel hatdrozzuk meg az j— dx hatdrozatlan integralt: x = 2y, 3 dx=dy:
sinx
2 >
2_[ .]. -ldx=2 .—2J.SH1J+COS dy J-Slnyd +J~cosyd)
sinx 2 sin 2\; 2siny-cosy cosy siny

cos sin
—I 2 dy f Y dy = In|sin y| - In|cos y| + c.
sin y cosy

Visszahelyettesitve y helyére megkapjuk egy boltiv hosszdt:

n

Az eredmény ennck haromszorosa, két tizedesjegyre kerekitve: 16,13.

- X X
sin—| — In|cos—

3,01
} =233,
0,14

Szamitsuk ki a teljes intervallum feletti teriiletet:

3
[Gx2 + 11)dx =[x + 112]; = 60.
0

Kérdés, hogy meddig kell az integricids tartomdnyt tekinteni, hogy a teriilet 30-nak adédjon.

:

j(3x2 +11)dx =[x3 + 11x] = c3 + 11e =30.

0
Meg kell oldanunk a harmadfoku egyenletet:

A+ 11c-30=0.
Elméletileg nem tudjuk megoldani, de ha megprébdlunk ¢3 mellé 30-bél csoportositani valami
kobszdmot, akkor a 8-ra eldrelépiink:
A-8+11c-22=0.

Mivel az elsd kettd és az utolso kettG tagbdl is kiemelhetd (¢ —2), ezért ¢ = 2. Megmutathatd, hogy
az egyenletnek mds val6s megolddsa nincs. A keresett egyenes egyenlete: x = 2.

Megjegyzés: A harmadfokd egyenlet megolddsdt probdlkozdssal is megtaldlhatjuk.



MEGOLDASOK - AZ ANALIiZIS ELEMEI

A feladat nehézsége abbdl adddik, hogy az y tengely koriili forgatdsra nem ismeriink formuldt.
Ha viszont invertljuk a fiiggvényt [0; 2|-ra valé leszikitését, akkor azt mér nyugodtan megforgat-
hatjuk az x tengely koriil: a forgdstest egybevdgd lesz az eredetileg kérdezettel, igy térfogatuk is
megegyezik. Jelolje g az inverz fliggvényt.

fw=x  Dy=[0:2], R,=[0;8];

sw=3x, D,=[0;8], R,=[0:2];
8 8

V:nﬁ/?@:::[j%/?] =12
0

0

@@ A pohdr dll6 helyzetben kiveti a megadott f(x) = x> fiiggvényt, ekkor tehét az y tengely koriil kell
megforgatni. Nekiink viszont az x tengely koriili forgatdsra van formuldnk, el&szor tehdt invertaljuk
a fiiggvényt! Az ismert médon elvégezve a miiveletet, g(x) = /x-et kapjuk a J = [0; 4] felett
(az eredeti [-2; 2] intervallumot le kell szikiteni [0; 2]-re).

4 4 4 37
21z -1 ol dx:ZJrJ.l\/4x+ ldx=l:'r-|.§~«/4x+ I -4dx:f-[(1+4x)2L= 36,18.
5 Ax 02 6 O2 6
A pohdr feliilete igy 36,18¢% = 36,18 (3 cm)? = 325,62 cm?.

Fizikai alkalmazasok — megoldasok
k) A jarmi sebességét a két meghajtds dltal biztositott sebességek dsszege adja: v(x) =3 + sinx (%)
a) t=60s, I=[0;60]. ‘

0
_[ (3+sinx)dx =[3x - cosx]g0 =182 m.
0

A jarmi egy perc alatt koriilbeliil 182 métert fog megtenni.

b) Nem tudjuk, hogy mennyi ideig kell haladnunk, 7 =[0; ].

1
J.(3 +sinx)dx =[3x - cosx]g =3t — cost + cos0 = 51000.
0

Pontos megoldast ebben az esetben sem tudunk mondani a rendelkezésre all6 eszkdzeinkkel.
Azonban azt megfigyelhetjiik, hogy —1 < cost <1 elhanyagolhaté az 51 000-hez képest, ezért

gyakorlatilag

Sp= SOBOO LY, shommm F= % ~ 16999667 + 0.333.

Ez koriilbeliil 283,33 percet jelent, ami nagysdgrendileg 4,72 éra.
() A feladat sordn oda kell figyelniink arra, hogy a fiiggvény 4ltal leirt gyorsulds mértékegysége (2)
&

. L . km
mig a kezdd- és végsebesség T—ban van megadva.

9

9 3
a) I1=[0;9] és jS\/de{IxZ] :13,5(9).
& 2 Jo ’

A jarmi sebessége 9 masodperc gyorsitds utdn v(9) = 50 + 48,6 = 98,6 Ehm

.......................... 130



b) Hogy elérje a kivant sebességet, még 125 — 98,6 = 26, 4 oL i sebessegnovekedest kell
produkalni az autéba épitett technikédnak, 7= [9; r].

81 Rl o Bl
jﬂd == [1nx]9:I(1m—1n9):7,333.

Innen Int= 2,56 és 1= e2% = 13 mésodperc sziikséges még a jarmiinek a bedllitott sebesség
eléréséhez.

M,-M,
¥
ahol G a gravitdcids dllandd, x pedig a testek kdzotti tavolsdg. Az emeléshez sziikséges munka:

6.72.10¢ 672100
Moo - M 1
1ss " Mrsia B
JG dx =G Miss: MFold|: =
6,3710° x? 6.37-10°

—)
4.105kg - 5,974 10%kg  [-—1 4! lel,momﬂ,
6,72-105 " 6,37-105) m 2

(Al Az M, és M, tomegi testek kozott hatd erd a tdmegvonzds torvénye alapjdn F =G -

m3
s2-kg
azaz 1,3 millio MJ.

Megjegyzés: Osszehasonlitisként: egy dtlagos lakohdz fiitéséhez négyzetméterenként évi 150 J,
egy passzivhazéhoz pedig 15 J munkét kell végezniink. Ennyi munkabefektetéssel 86,6 millié évig (!)
lehetne fifteni egy 100 m>-es lakdst, illetve 866,6 millié évig egy ugyanekkora alapteriiletd
passzivhazat!

=6,67 10~

Improprius integralok — megoldasok

oo 1 b 1 b 1 b 1
= dx = lim |—dx= lim |x2dx = lim {—:| ==

3 * !)—)w3)C” b—)w3 b—oo| X ¢

= 21 1% 1[T1E g
b) j—dx_hm 2 e T [ e Bdes T | ot
. 5 bamixs b0 4‘3 b 4| x|,

7 (T
c) J—dx— lim J'—dx— lim _,j 3x~*dx= lim —— [3} =—

a——oo a——o a——co

u—>0

=
o
O —

2 1
-
%dx— hm dx=(}i_r)r})2£EX 2dx=3i_1)‘1})2[\/ﬂi=2ﬁ (a>0);

16 1 3 16

1 43 —= 4] = 32
—dx=lim dx=1lm— | >~x 4d :limf[x4] == (a>0);

8) 5\4;‘)6 * a%OJ\;‘ * a—03 _[4)( . a—0 & 3 ( )

b
0 b 1 2
1 3%2 3| £ 27
—1 = lim Zx 3dx= lim {‘} =—""(b<O)
f)_-,[_,\/x * lm -[ \f 4% bl—m 273): * bIA(}Q =27 2 ( )
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g) j *dx_hm J‘ Ydx = lim [e] =

(—>—oo

—co

4
h) _[2"dx— lim jzfdx— fii | =iy
a—y—oo a—y—co lI'l2 In2

—oo

[1]x b

oo X b X .

' 1
i) f 1V dx= m (2] de= fim | 222 ] =

h—yeo 4In2’
’ 2
2
oo b
1 v
a) I —1——2dx= lim — 5 dx= lim —[arctgx]i:l;
mx) b 14X b—soo TT
g—>=00 a—y—co

1
1 ] ;
b Rk | dx= 1 _ - 1
) J.l V11— 22 * ,l,l_)m] J.\/—_ x= blgl [arcsm x] = arcsinl — arcsin(~1) = 7.

a—-1 a—r-1

¢) El&szor végezziink helyettesitéses integrélést. Legyen ¢ =x?, df=2xdx:

1 1
dr = —arctgt + c.

I 1+ x4 -[ L+72 g
Igy a keresett improprius integral:
dx = hm arctgx< |, =—.
-[ 1+ x4 [ B ] 4

[IFfY Tekintsiik a fliggvényt egységhosszi szakaszok felett, ekkor a kérdezett integrdl a szakaszok

feletti integrdlok végtelen Osszege (az integrilra kimondott 6.8-as tétel alapjan mindegyik inter-
vallum zdrtnak tekinthetd, csak egyes végpontokban kell médositanunk a fliggvényt). Tehdt

J{x ["]dx—i j g
n=l -1

Az {x} fiiggvény minden [n - 1; n] intervallumon megegyezik a [0; 1] felett értelmezett x fiigg-
vénnyel (miutdn kiegészitettiik a nyitott végpontban), ezért az utdbbi dsszeg a kovetkezd formdba

irhato: o N oo |1
Z j{x}[xldxz 2 J‘,’Cnfldx.

n=1 -1 n=10Q

A kitevé minden intervallumon egész szam. Az integral eredménye:

1 1
jx'l‘ldx = {x_”} = l
nl, n

Ezeket figyelembe véve:



INTEGRALSZAMITAS &

Vegyes feladatok — megoldasok

4
6175 Jed! 5%—x3+12-§/5+5x+c; b) sin2x + 2cos 3x + ¢;
sinx -sin2x + 2cos x - cos2x cos>x
c) — +e=-2-
3
48.
a) 3125; b) 3,299; c) N2 -3
3 3 3 4 3 4
[&? - 9)dx=| =~ 0x 200, (2 - 9)dx ==~ 0x L
: 3 | 3 3 3 3 3 3

sinx +1=cosx, x; =2km, x, :—g+2k7:, I :[%;211:] és f>g.

2r
J-(cosxf(sinx+1))dx=[sinx+cosx—x]§j;2=2—£.
2
3m/2
a) n > 16000; b) n>24000.
g 1 = ? L 5
L S [
a)-!‘xlzdx— T b) _{l;e dx=1; c) :[lx dx= "

49¢* +105¢2 - 100=0; ¢| 5 = i\/g.



VALOSZINUSEG-SZAMITAS

A valdsziniiség-szamitas uj megkdzelitése: valésziniiségi valtozo
— megoldasok

P — . ,1 3
R a) A fogaddst akkor tekintjiik igazsagosnak, ha 10 = 5’ azaz x =90 eurd.
X >

. : p 5 x 01 5 ,
b) Ha 117 eurdt nyert az igazsagos fogadason, akkor — = ——_ azaz x = 13 euré volt a tét.

117 0,9
GED % = 7 P , innen 1 —p =3p, vagyis p = 0,25 valdszinliséggel kovetkezik be a fogadott esemény.
-r

a) Tekintsiik elemi eseménynek a dobis lehetséges eredményét: H = {1; 2; 3; 4; 5; 6}.
b) Tekintsiik elemi eseménynek azt, hogy hdnyadiknak dobunk hatost: H = {1;2;3; ...}.
¢) Dobjuk a kockit egy tarsasjaték dobozanak nyitott téglatest alaki tetejében. Legyen elemi
esemény a megallé kocka egyes oldalaktdl vald tdvolsdgainak szorzata.
a) Diszkrét. A =11, H = {L; IL,; IIL; IV.}.
b) Diszkrét. A =(2;3), H={(0;0); ...; (8: 8)}.
¢) Folytonos. A = [0,2; %), H=[0;1]2

Eloszldsa: P(E=1)=0,6 és P((=2)=0,4.
; 1 2 £

A képezhet§ szdmok alkotjdk az eseményteret: P@)
) B 1y 19 i 163 D100 oo Thist BB :
Igy
(11;..;22} =1, (23;...;41}>2, {42;...;66}—3,

8 11 17 . = B i
P(§=1)=£, P(é=2)=£, P(€=3)=£- . | 13 [ ] [ ! /
2 3

Jelolje &, hogy hdnyadikra dobtunk fejet, &= {1;2; 3; ...}. Mivel szabélyos érmével dobtunk,
ezért P(fej) = P(irds) = 0,5. A véltozé diszkrét, bar végtelen.

a) Akkor kapunk eloszldst, ha 2 Pé=n)=1:

n=1

Y PE=m=305"=05 3 05=05 ——=1.
e ey 1-0,5

n=1



e {j=a, BlE=Ry=s, pE=gy=i
b) PE=1=2. PE=2) =7, PE=3=r... i

X
c) Akeresett valds-valos fiiggvény: f(x)= [ﬁ] . természetesen
leszikitve Dy =Z"-ra.

GED A & valdszintségi viltozé rendelje az egyes eseményekhez az azokért kaphaté pontot:

{2,3:5} =3, {46}—=2, {1}—-5
Ekkor g

| 1 1
T I B T O B
M(&) 23+3 +6(5) 7

GIED A & valdszintiségi véltozo rendelje az egyes eseményekhez az azokért kaphat6 osszeget:
{fej} -3 és (irds} »-1, {gy P(£=3)=03 é PE=-1)=0,7.
a) M(£)=0,3-3-0,7=0,2.
b) A virhaté nyeremény sajnos kevesebb a jdték drdndl, ezért a jaték ,bevétele” valGjdban
0,2 -0,5=-0,3, azaz 0,3 euré kiadas.
BEA A szdmtani sorozat definicijdbél adédéan:
360°=30°+30°+d+ ... +30°+4d=5-30°+ 10d, innen d=21°

& rendelje az egyes eseményekhez a kiporgetett értéket, ekkor

30 51 79
P(E=1000)=—, PE=500)=—, PE=100)=—,
(& ) T (& ) 5 (& ) S0
93 114
P(E=10)=—, P(E=-750)=—.
) (€=10) 360 ¢ ) 360
Igy
M(§)=£-1000+1~500+£-100+2-10+M-(—750)=—60,75.
360 360 360 360 360

Fordulonként atlagosan 60,75 pontot veszitiink.

[AEE) A totéjatékban vegye fel £ a taldlatok szamadt értékként, x; legyen az i taldlat esetén kifizetésre
keriil§ sszeg. Pl. a szdveg szerint x4 = 13 millid (i < 10 esetén x; = 0).

P({=14)= 3%1 = (,000000209, P(&=13)= 3% =(0,000000418,

(g g
P(E=12) = ~—7—=0,000016307, P({=11)=-——=0,000195694,

3! 3
13)23 3

P(E=10)= (?’T =0,001435091.

1

Ty a vérhatéan kifizetésre keriil§ dsszeg:

14
ME)= x, P(E=n)=14,68.
n=10



B Az el6z6 példa megolddsdhoz hasonldan:

I E— @ ' (416} S0 @ [426)
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M(E) = .50 = 1,752.

5w

Tehdt ha egy szelvény dra 2 eurd, és egy szelvényen vdrhatéan 1,752 eurét | keresiink™, akkor
szamunkra veszteséges a jaték, bar veszteségiink csekély (0,248 eurd).

Az elsé feltétel szerint:
x =2, m=2¢ = =29
A madsodik feltétel szerint:
ME)=2=2-P(E=1)+2q-P(E=2)+2¢*- P(E=3).

Foglaljuk tdblizatba a lehetséges elemi esemé- SNz Four e R e e
nyeket. A tabldzatbél leolvashatd, hogy Bl i o e i i
4 12 o
Pl=1)=—, PE=2)=—, !
¢=1 36 (6=2) 36 e Ay
20 2
P = 3 = iaacd
(£=3) 5 e
A kovetkezd mdsodfoku egyenletet kapjuk: o Ay
4 12 20 4
2=2-—+2g-—+2¢> —. e
36 136 1 36 ——
Egyszer( étalakitdsok utdn az 5¢* +3¢-8=0 ... Ay
egyenlethez jutunk, melynek megolddsai: ¢ =1 6

és g, =—1,6. Tehdt a két valoszinliségi véltozd: o
AJ;IZAI—)Q, AZAZ, A3—>2 és €22A1—>2, A2%—3,2, A3—>5,12
A feladatban a Pascal-hdromszdg azon tulajdonsédga fontos egyediil, hogy az egymds utdni sorok-

nak mindig eggyel tébb eleme van.
a) Mivel a masodik sorban kettd elem van:

PE=1)=3.

Ha rosszul valasztottunk, akkor a kovetkezd sorban mdr harom elem van, am mivel elsGre
rosszul védlasztottunk:

11
P(E=2)= R
Harmadikra akkor talaljuk el, ha elsdre és masodikra is rosszul dontéttiink:
1 21 |
Pe=d=33 4 37
Altaldban:
p(ézk):l.g.g.___.k_l. ! = 1 .
2 3 4 k k+1 klk+1)




Vegyiink észre két dolgot. Egyrészt

L ] 1 1 1 1
S”:E =_2+

Skk+1) 1

e
2-3 B

=

masrészt

I _k+l-k_1 &k
kk+1) k(k+1) k k+1

Tehdt a fenti Osszeg

1 1 11 1 1 1 1 l 1 1
— b E—m—d——— e —— = —— =1-
1-2 2.3 3.4 nn+l) 1 2 2 3 3 4 n o n+l n+1
Igy o
1 . 1
L, =1- , amiha n— o, akkor Sn%1=27=1.
n+1 i Kk +1)
b) A vdrhato érték definicidja alapjdn:

- — 1 o |
ME)=Y x, - PE=k=Y k- = -
]; Z‘l k(k +1) E‘l k+1
Utdbbi végtelen sornak azonban nincs véges dsszege, ezt az 2.14-es tétel utdn ldttuk.

Legyen P(&=35)=P(£=6)=x. Mivel eloszldsrél van sz6, 2-0,1 +2-0,15+ 2x =1, ahonnan
x=0,25. A vérhat6 érték:

6
M) = 21(-P(§=k)=0,] (I+2)+0,15-3+4)+0,25-(5+6)=4,1.
k=1

A szordshoz sziikséges:

6
M(E2) =Y k2 - PE=k)=0,1-(12+22) +0,15- (32 + 42 + 0,25 - (52 + 62) = 19,5.
k=1
A sz0rds:

DXE)=M(E) - M%(E)=19,5-4,12=2,69, innen D(&)= 1,64,
1) Jelolje & a porgetés eredményét. Ekkor

P(E=5)=03; P(¢=10)=P(E=-T)=02; P(£=15)=P(E=0)=PE=-20)=0,1
A varhato érték és a szdras:

M(£)=0,1-(15+0-20)+0,2-(10-7) + 0,3-5=1,6;
M(£2)=0.1-(15% +20%) + 0,2- (102 + 72) + 0,352 = 99,8;
DYE) =M(82) - MY (E)=99.8-1,62=9724 = D(&) = 9,861.

Egy porgetés az esetek nagy részében kb. |1,6 — 9,861 1,6 +9,861[ = |-8,261; 11,461 kozotti
pontszdmot, azaz 5, 10, 0 vagy —7 pontot eredményez.

] Rendelje & az egyes napszakokhoz az 1, 2, 3, 4 értékeket. Ekkor
M(E)=1-01+2-03+3-04+4-02=27;

M(E2)=12.0,1 +22.03 +32-0,4 +42.0,2=8,1;

DX(&) =M(E2) - M2(E)=8,1-272=081 = D(&)=09.

Tehit a leggyakrabban a 2,7 —0,9; 2,7 + 0.9 = ]1.8: 3.6[ intervallumba esd rész kévetkezik be,
azaz déleldtt 10 6ra 48 perc és este 21 éra 36 perc kizott.



(I A szoveg szerint binomidlis eloszldssal van dolgunk. Hatdrozzuk meg hat a paraméterét! Ha minden
25. 4ru hibds, akkor 100-bdl 4 termék az, vagyis a hibds dru valdszintisége p = 0,04. Miutdn 40 ter-
méket vdlasztanak ki vizsgdlatra, ezért n =40. A levezetett képlet szerint

ME&) =n-p=1,6 é D& =n-p-(1-p)=1536.
Tehit ha a 40 kivélasztott termék kozott 1,6 + 1,536 = 3,136 = 3 terméknél joval tdbbet taldlnak,
akkor nem érdemes dtvenniiik a hibds szérids drut.

6201

A feladatban binomidlis eloszldssal kell dolgoznunk. A széveg alapjan n = 250, illetve M(&E) = 20.
Igy 250p = 20, amibdl p = 0,08. Az eloszlas szordsa igy

D(&)=250-0,08-0,92 = 18.4.
Tehdt ha 20 + 18,4 = 38,4 = 38 hibds memdriakartyandl tobbet taldlunk a mintdban, az a gyartd
gépsor meghibdsodasdra utalhat.
Az esemény Bernoulli-kisérlet, ami binomiélis eloszldsra vezet. Az esemény A = {Firadt gydz},
p=P(A)=0,01. Jovére n =223 alkalommal teszteljiik Faradtat.

Ekkor
M(&E)=223-0,01 =223 és D(&)= 223-0,01-0,99 =2,2077.

Tehdt ha Féiradt jovdre 2,23 +2,2077 = 4,4377 alkalomndl szimottevSen tobbszor fut be elsének,
akkor nagy valgszintiséggel doppingszert kap.

Rendelje £ a kivett csokis péksiitemények szimahoz az okozott boldogsdg mértékét. Visszatevés
nélkiili mintavétellel (hipergeometriai eloszlds) van dolgunk.

fey
310 0 Wiy BEY
(E=8)= , . PE=S)="2  pE=2=L
T 5) 5) )
a) A varhaté érték:
M(E)=8P(E=8)+6P(E=6)+5P(E=5)+2P((=2) =

_8:4+6%+5:4.15+2-20 _ 588 _
120 120

P(&=6)=

4,9.

b) A szérdshoz sziikséges:

M (&)

_82.4+64+52'4'15+22‘20_3132_261
120 120 7
Igy a szérés:

D&)=M(8) - MX(£)=261-49=2,09 = D(&)~145.

Nagy valészintiséggel valahol 3,45 és 6,35 kozott értékeli Jani a boldogsagit.

Azt mér tudjuk, hogy egy p paraméter(, geometriai eloszldsi £ valtozd esetén M(E) = i A sz0ris-
négyzethez sziikséges M(£2) meghatdrozésa is (g =1 - p): P

M(ﬁz)zikz-p-qk*'=p‘ k2~qk“l=p(12+22~q+32-q2+42-q3+52-q4+...).
k=1

Nk

k=1

Jatsszunk a szamokkal! A zardjelben 4116 kifejezés felbonthatd két végtelen sor szorzatdra:
12+22.g+32- > +42 @ +52¢*+ ... =
=(l+qg+@P+@+¢*+..)-(1+3g+5¢2+ 74 +94* + ..).



A misodik zéargjelben dll6 tényezd tovébb alakithaté:
1+3g+5¢2+743 +9¢* + ... =
=21 +2g+3¢+4¢° +5¢* + .) -+ g+ @+ @ +q*+ ...
Visszahelyettesitve mindent:
ME)=p(l+qg+g*+..) [20+29+38+ . -1 +g+ ¢ +..)].

Mindegyik zirdjelben levd kifejezés egy-egy abszolit konvergens sor, ezért ezeket kivonhatjuk

M(E)

egymdsbdl, és Ossze is szorozhatjuk Sket. A kozépsd zardjelben all6 kifejezés . fgy:

1 .
M(§2)=]J' “ 2.L___1_ = 1)‘
l-q \ p* 1-q) p?

A szoérdsnégyzet: 2 1
DX =M(E)- M= - = E,

D(f;):—\";” .

innen a szoras:

(B A virhato érték folytonos viltozé esetén:

oo

ME=[x-foodx & M(E)= [ fxdx.

—co

Egyenletes eloszlds esetén:

1
——, ha a<x<b,
f=1b-a
0, kiilonben.

Lesziikithetjlik f~et az f(x) # 0 intervallumra:

M(§)=J. T dx= ! -jxdx: : -|:x—i|=bl i =b+a,
a

b—a b-a

22 37 8. -3 2 2
M(g?-):‘[ P -J‘xzdx= 1 (¥l __ 1 b-a b tbata ,
b— b-a , b—=a 3 3

a a

D& = b2 + ba + a? [b o a)z_ 4b% + 4ba + 4a> — (362 + 6ba +3a%) (b — a)?

3 2 12 12

Tehdt az a < b paraméterii egyenletes eloszlds esetén:

ME=21% & pE=2=2

2 2.

[0 a) Mivel Ao=6 és o=2, fgy A1=3. P(lE-7]26) < é
b) P(|E-m|<3,5)=1-P(E-723,5)>0,67. (Ekkor A=1,75.)

W A szoveg szerint a villogd lampdk darabszdmdnak vdrhato értéke m =23, szordsa o=4.
A kérdezett intervallum ]23 —10;23 + IO[, tehat Ao=10, A1 =2,5.

P(|§-23<10) =1 - P(]5- 23| 2 10) 2 0,84.



Ha a ldmpa 2 percig piros és fél percig zold, akkor egy ciklusa 2,5 perc. 0,2 = p annak a valo-
szintisége, hogy z6ldnél érkeziink. A nyole hét minden munkanapjan dtkeliink rajta, ez Gsszesen
8.5 = 40 = n alkalom (feltessziik, hogy nem marad ki egy nap sem).

A & jelblje a vdrakozds nélkiili dtjutdsok gyakorisagat:

i-0,2

P
[

Innen €= l A keresett intervallum ’é -0,2
5 40

40e?

<£J>l—w:0,9.

<%, mds formédban megadva 0 < 4£0 < 0,4, illetve

0 < &< 16. Tehdta 40 nap alatt legaldbb 24 esetben kell a limpdndl vdrakozni 90%-os valoszin(-
séggel.

@E Ha 100 betibs! dltaldban 19 ,.e” vagy ,.a”, akkor egy karakter p = 0,19 val6szintiséggel lesz ..e”
vagy ,.a”. n = 1350 betiit vizsgdlunk, a kérdezett valésziniiség legaldbb 0,8.

& az eldforduldsok gyakorisdga:
P(

£ -0,19
1350

i40,19
1350

<£>l—w=0,8 = £=0,024.
1350¢2

Tehat

<0,024, dtalakitva 0,166 < Ei—o <0,214, illetve 224,1 < £ < 288,9. Ebben

a szovegben 224-nél tobb, 289-nél kevesebb ,.e” vagy ,.a” betiit taldlunk legalibb 80% valdszint-
séggel.

) Jelolje A = {szines chopper}, B = {V8-as motor} eseményeket:
PANB) _ 0,8-35 —0,4828,
P(B) 0,4-75+0,8-35

P(AIB) =

Jelolje A = {1. példat jol megoldotta}, B = {2. példat jol megoldotta} eseményeket.

o AETREY, T8 5 b)P(A\§)=M=E=O,88.
PA) 25 p(B) 17

a) P(BlA 4

B Jeldlje A = {javult az dllapota}, B = {gyégyszert kapott} eseményeket.
P(BnA) _54 P(BNA) _ 67

a) P(BlA) PG E 0,6207; b) P(BlA) R 0,6262.
7IF) Jelolje G azt az eseményt, hogy gélt mutat be | el o Tl el
a televizid. Tovidbbd jeldlje A, B, C rendre azt, ——— : —
hogy Aladdr, Baldzs vagy Csaba helyzetét  Golokszama 2 1 : 5
mutatja. A konnyebb dttekinthetdség érdekében  “gimaint jguesek | 13 3 5 91
készitsiink tiblazatot a szerepld értékekrdl. ]
 Helyzetek dsszesen 15 4 i 26

2 15 1 4 27
PG)=P(GlA)- P(A) + P(GIB)- P(B) + P(GIC) - P(C)== - —+—+ —+=-—=0,1923.
a) P(G) = P(GlA)- P(A)+ P(GIB)- P(B) + P(GIC)- P(C) = o+ o+ e+ 5 o
Megjegyzés: Természetesen a megadott adatokbol azonnal megkapjuk a gol valoszintiségét,
ha a gélok szamat (5) elosztjuk az dsszes helyzetek szdmdval (20).



2 7
b) P(CIG)= P(Gﬁ)(;(c) = 526 =0.4
26

Megjegyzés: Itt gyakorlatilag azt szdmoljuk ki, hogy a gélok (5) koziil egyet mekkora
valdszinlséggel 16tt Csaba (2).

13 15
_. P(GlA)-PA) 15 26
) P(AIG) = = = ~0,619.
c) P(AlG) e )
26

Megjegyzés: Ismét elég lett volna, ha az Aladdr dltal kihagyott helyzetek szdmat (13) elosztjuk
az sszes helyzet szamaval (21).

10 Jelslje S, hogy szép feleletet hallott a tandr, C és D pedig, hogy a C osztédlyban, illetve a D
osztilyban hallgatott meg egy torténelem szdbeli érettségit.

a) P(S)=P(S|C)-P(C) + P(S|D)- P(D)=0,2-0,58 + 0,36 - 0,42 = 0,2672;

P(SID)- P(D) 0,36-0,42
P(S)  0,2672

b) P(DIS)= ~0,5659.

7R Jelolie O annak a valészintiségét, hogy a lakok oriilnek egy viltoztatisnak, B, By, By pedig azt,
hogy mekkora valészintiséggel esik egy véltozds a By, B,, B3 lakdsra.

a) P(0)=P(0|B,)-P(B)) + P(O|B,) - P(By) + P(O|B3) - P(Bs) =
=04-0,45+0,7-035+0,3-0,2=0,485;
P(O|B)-P(B) (1-0,4)-0,45

PO) 1-0,485

Jelslje S, hogy Szamdr biinés, B pedig az uj bizonyiték bejelentését. Eredetileg Nyuszi szerint
P(S)=0,01. Bagoly éltal elmondottak alapjdn P(B|S)=0.9. Ateljes valésziniiség tétele szerint:
P(B)=P(BIS)- P(S)+ P(BIS)- P(5)=0,9-0,01+0,15-0,99 = 0,1575.
a) Az 1j bizonyiték és a Bagoly dltal kozoltek értelmében:
P(BIS)-P(S) 0,9-0,01 _
P(B) 01575

tehdt a biindsség valdszintisége 5%-kal nétt, hatszorosdra emelkedett.

b) P(B)|0)= ~0,5243.

P(SIB)=

? £l

b) Ha viltoztatunk a szidmokon, akkor
P(B)=P(BIS)- P(S)+ P(BIS)- P(5)=0,99-0,01+0,01-0,99 =0,0198.

A biindsség valdszintisége: ts)
P(BIS)- P(S .
P(S|B) = ( ):0,99 0,0120,5'
P(B) 0.0198
Ekkor az tij bizonyiték fényében Nyuszi teljesen elbizonytalanodna baratja drtatlansdgaban.
(750 A={2;3:5} és B={5;6}. Adefinicié szerint A és B fiiggetlen, ha P(A-B) = P(A)- P(B). Jelen
esetben azok, hiszen:

PA-B)= = P(A)- P(B).

L
23

| =



Jelolje A = {piros 2-es}, B = {kék 5-6s} eseményeket. Ekkor P(A) =é és P(B)= é A ketts

egyszerre A - B = {piros 2-es és kék 5-6s} esemény, azaz valdban fiiggetlenek:
1 11
P(A-B)=——=—-—=P(A)- P(B).
(A-B)= =2 = =P(A) P()
a) P(M)=0,5; P(D)=0,375; P(M-D)=0,125. P(M- D) # P(M)- P(D), tehit igen, ez a két ese-
mény fiigg egymastol.
b) P(M)=0,5; P(D)=0,25; P(M-D)=0,125. Ekkor P(M - D) = P(M)- P(D). Viltozik a viszony,
igy mar fiiggetlenek az események.

[FF0) a) P(A)=0.5; P(B)=0,5; P(C)=0,5. Ugyanakkor P(A-B)=0,25; P(A-C)=0,25; P(B-C)=0,25.
Barmely két esemény fiiggetlen.

b) Mivel nincs olyan kimenetele a kisérletnek, amely mindhdrom eseményben egyszerre teljesiti

a megkovetelteket, ezért
PA-B-C)=00,125= P(A)- P(B)- P(C).

Tehit a harom esemény egylitt nem fliggetlen.

(774 Az elsG dbran az eloszldst, a mdsodikon pedig PlE) Fix)
az eloszldsfiiggvényt latjuk. 11 1 o—
o—e
O
s .
1 2 3 1 2 3 X
Az elsé dbrdn az eloszldst, utdna az eloszldsfiiggvényt latjuk.
a) e ) b) e F)
1 1 O 11 1+ [ —
Oy Ot
1 Ot o—o
s SRR S B It ey gl e dhe b O e P B B T o S
<) yew (1)
1 1 o—
O
- 1] i
| .
R N e

Vegyes feladatok — megoldasok
A feladat visszatevéses mintavételre vezet, tehdt binomidlis eloszlds.
a) P(7 holgy) = (270) 10,3777 -0,6233 = 0,1787.

b) Jeldlje & a mutatott urak szdmat. Egy dr kivilasztdsdnak valdszintisége p = 0,623. Ekkor
ME) =n-p=20-0,623=12,46= 12 6.



¢) A szorisnégyzet:

DXE) =n-p-(1-p)= 20-0,623-0,377 = 4,69742.
Tehdt D(&) = 2,167. Igy a keresett intervallum:
112,46 - 2,167; 12,46 + 2,167 = ]10,293; 14.627].

a) Csebisev tételét alkalmazzuk. Mivel Ao=2 és o=1, fgy A=2.
Ebbdl
P(|é-5]22)<0,25.
b) Csebisev tételét alkalmazva (1 = 1.5):

PE-5<1,5)=1-P(E-5/215)> g

(775 a) A keresett val6szin(iség: _
P (piros| gomb) = P(piros és gomb) - gbmb) _0,2 0,4.
P(gomb) 0.5

b) Teljesiilnie kell, hogy
P(piros és gdbmb) = P(piros) - P(gdmb), azaz 0,2=x-0,5.
Innen x=0.4.

Mivel

P :‘_:0,4 = =48 darab.
(piros) 120 y
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