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Bevezeto

A feladatlap-gytijtemény elsésorban a kdzépiskolai matematika tananyag gyakorlasara késziilt.
A tematikus sorrendben felépiild feladatlapok segitik az 6rai munkat, a szakkari, illetve korrepetalo
foglalkozast, az 6nallo gyakorlast vagy a kozépszintli matematika érettségire valo felkésziilést.

A feladatlapok a 11. évfolyamos kerettanterv tananyagat kovetik.

A feladatlapok feldolgozasat két fontos egység segiti. Az elsé egységcsoport a minden nagyobb
téma eldtt a témahoz kapcsolodd elméleti emlékeztetd. Ezek a részek az adott témahoz tartozo
definiciokat, tételeket, illetve a fontosabb eljarasokat, modszereket tartalmazzak. A masik alapvetd
egység pedig a feladatlap-gylijtemény végén taldlhaté megoldasok, amelyek az eredményeken tul
az azokhoz vezetd fontosabb 1épéseket is magukban foglaljak.

A feladatlap-gylijtemény készitésekor elsddleges cél volt, hogy lehetdleg minden feladatot
a feladatlap oldalain oldjon meg a tanul6.




Hatvany és logaritmus

1. feladatlap

Masodfokura visszavezethet egyenletek

EMLEKEZTETO

masodfoku egyenlet megoldoképlete: Az ax® +bx+c=0 (a=0) alaki masodfoku egyenlet megoldoképlete:

y _ —bt+b>—4dac
2 2a ’
a megoldasok alakjai: A végtelen szamu tizedesjegyre vezetd valtozo értékét megadhatjuk pontosan és kerekitve is.

—pontos érték: A végtelen szakaszos tizedes tortet egyszeriisitett tort alakban (O,3=§), az irracionalis szamot pedig

V2-1
2

a megfelelé miivelet megtartasaval (1,4142 = ﬁ ;0,2071...= J irjuk le.

— kerekitett érték: Nagy pontossigl szamold eszkdz, példaul szamologép, segitségével kiszamoljuk az eredményt, majd

a megadott szamu értékes jegyig kerekitjik a kapott értéket. Példaul kerekitett értéke harom értékes jegy esetén

0,207; de /1200 =34,6410... kerekitett értéke harom értékes jegy esetén 34,6. (Nem 34,641, mert ez a kerekités 6t értékes

szamjegyet tartalmaz. Az értékes jegyek ¢s a tizedesjegyek szama nem feltétleniil egyezik meg.)

ax™ +bx" + ¢ =0 alaku egyenlet megoldéasa: Az y = x" uj valtozot vezetjiik be, és az ay® +by +c¢ =0 masodfokd egyenlet mar
megoldhato. Amennyiben az y véltozénak léteznek megoldasai (y,;y,), akkor az y, =x", y, =x" egyenleteket még meg kell
oldani. Példaul az x* —3x*>+2=0 egyenlet az y = x* 1ij valtozé bevezetésével y> —3y+2=0 masodfoku egyenletté alakithato
at, amelynek a megoldésai: y, =1 és y, =2. Az x* =y, =1 egyenlet megoldasai: x,, =+1. Az x* =y, =2 egyenlet megoldasai:
Xy = +2. fgy az eredeti egyenlet megoldasai a valos szamhalmazon: -2 ;-1 1, V2.

masodfoknal magasabb foku egyenlet megoldasa: Altalanos megoldoképlete a harmadfoki és a negyedfoku egyenletnek van, de
ezeket a megoldoképleteket a kozépiskolaban nem tanuljuk. A masodfokt egyenleteknél magasabb fokt egyenletek megoldasainal
a feladatok jellegzetességeit ,,kell” észrevenni, példaul bizonyos tagok hianyoznak (hianyos egyenlet), vagy az egyiitthatok nagyon
specialisak, valamely azonossagra emlékeztetnek, vagy kiemelhetdk. A megoldasi ,,trilkkok” jelentGs részének az az alapja, hogy az
egyenletet alacsonyabb foku egyenletekre (példaul els6- vagy masodfokura) vezetjiik vissza. A tovabbiakban csak néhany modszert
tekintiink at.

X" = p alaki egyenlet megoldasa: A megoldasa paratlan n esetén, p értékétdl fiiggetleniil X =%/a, paros n esetén, amennyiben

p>0, x,=%p.

Uj valtoz6 bevezetése: Sok esetben a valtozd bonyolultabb kifejezése helyett érdemes 0ij valtozot bevezetni, majd az 0 valtozo
megoldasai utan kiszamolni az eredeti valtozé értékeit. Példaul (x* +3x —2)- (x> +3x) = 8 egyenletnél bevezetjiikaz y = x> +3x —2
uj valtozot. Ekkor az y-(y+2)=8 masodfokll egyenletet kapjuk, amelynek megoldasai y, =—4; y, =2. A kapott értékeket
behelyettesitve az 0j valtozo helyére, az —4=x>+3x—2 és a 2=x"+3x—2 egyenletekhez jutunk, amelyeknek megoldasai:
X==2; =1; 1, —4.

az egyenlet nullara redukéldsa és szorzattd alakitdsa: Sok esetben érdemes az egyenletet nullara redukalni (ekkor az

egyenlet egyik oldalan csak a 0 szerepel), mert a masik oldal szorzatta alakitasakor a tényezdk az eredeti egyenleteknél kisebb
fokszamu kifejezések lesznek, és figyelembe véve, hogy egy szorzat akkor és csak akkor lehet 0, ha valamelyik tényezdje nulla,

ezek a tényezSk kisebb fokszamu egyenletek lesznek. Példaul az x* +3x* —4x—12=0 egyenletbdl csoportositva lehet kiemelni
X*(x+3)—4(x+3)=0. Tovabbi kiemelés utin az egyenlet alakja (x> —4)-(X+3)=(x—2)-(x+2)-(x+3)=0. Az x-2=0,

X+2=0 és x+3=0 egyenletek megoldasai x, =2; X, =-2; X, =-3.

Hatvany és logaritmus



FELADATOK

1.1. Szamold ki négy értékes szamjegy pontossaggal a kovetkezd egyenletek megoldasait!

a) x> =-1,728; b) X’ =3;
c) b* =4 d) (3y)* =104;
e) x* =334 -4102; f) a® =104/3 +2.

1.2. Oldd meg az alabbi egyenleteket a racionalis szamok halmazan!

a) 2x* —23x* -144 =0,

b) 8x°—217x> +27 = 0;

) x*—25x*+144=0;

1. feladatlap




d) 10x"* —=15x> —=25=0.

1.3. Oldd meg az alabbi negyedfoku egyenleteket! Hany megoldast talalsz?
a) x* —25x> =0,

b) x*—29x*+100=0;

c) x*=21x* =100 = 0;

d) x*+4x°=0;

e) x* +29x>+100=0.

1.4. Uj valtozo bevezetésével oldd meg a kiovetkezd egyenleteket a valos szamok halmazan!

a) (X*+9x+15)(X* +9x+17) =3;

Hatvany és logaritmus




b) (x> =x=3)(X* —x—5)=3;

21—5+x2+3x+5=8;

X" +3X+5
) ;L+2x2+2x+3=22.
2%% +2Xx+3

1.5. Szorzatta alakitassal oldd meg a kovetkez6 egyenleteket!

a) X +X*—4x—4=0;

b) x> —2x>—9x+18=0;

) X' —4x>—x>+4=0;

d) x* —16x* —9x> +144 =0.

1. feladatlap




1.6. Erzsi egy egynél nagyobb irracionalis szamra gondolt. Ha a szam négyzetéhez hozzaadunk
egyet és négyzetre emeljiik, akkor a gondolt szam négyzetének négy ¢€s félszeresét kapjuk. Me-
lyik szamra gondolt Erzsi?

1.7. a) Melyek azok a szamok, amelyeknek a harmadik hatvanya megegyezik az eredeti szammal?

b) Melyek azok a szamok, amelyeknek a negyedik hatvanya megegyezik az eredeti szammal?

¢) Melyek azok a szamok, amelyeknek a negyedik hatvanya egyenlé a masodik hatvanyuk
kétszeresével?

2. feladatlap

Masodfoku egyenletrendszerek

EMLEKEZTETO

mésodfoku egyenletrendszer megoldésa: A masodfoku egyenletrendszer megoldasanal sok esetben hasznalhatjuk az els6foku
egyenletrendszer megoldasanal hasznalhato modszereket: az egyik ismeretlen kifejezését és a masik egyenletbe valo behelyettesitését,
vagy ha lehet6ség van ra, az egyenld egyiitthatok modszerét.

masodfokl egyenletrendszer megoldasa Uj ismeretlenek bevezetésével: Sok esetben a valtozok bizonyos kifejezései helyett
0j ismeretleneket vezethetiink be, és az igy kapott kétismeretlenes egyenletrendszer mar megoldhato, és az 0j valtozok értékeinek

3(x+y)-xy=7

(x+y)+2xy =31 Az (j ismeretlenek

ismeretében mar az eredeti egyenletrendszer megoldasai is megadhatok. Példaul {

u=X+Yy, V=X-y bevezetése utan az egyenletrendszer { alaku lett. Az egyenletrendszer megoldasa U=9=Xx+Y,

-u+2v=31
v=20=X-y. Az Uj egyenletrendszert példaul y=9-X behelyettesitéssel oldhatjuk meg. Ekkor a megoldasparok: X, =35,
V=4 x,=5 y,=4

Hatvany és logaritmus



FELADATOK

2.1. Oldd meg a kovetkez6 egyenletrendszereket a valos szamok halmazan!

) {x+y=6;
Xy =8

b) {X‘ =
Xy =4

2y =
0 {x+ y 7;
Xy =4

2x-3y=15
d){ X=oy=0
Xy =—6

2.2. Oldd meg a kovetkezd egyenletrendszereket a valds szamok halmazan!

2 2 _
a) {x +y —50;
X+y=38

2X-3 =11
b){ X—3y+ Xy ;
X—=y=9

2. feladatlap




0 X —xy+y’+2y=43
2x—y=13"

2.3. Uj valtozok bevezetésével oldd meg kovetkezé egyenletrendszereket! (Az eredmény nem
csak egész vagy racionalis szam lehet!)

) (X+Y)* +3xy =79
(X+y) —2xy =29

b 5(x+y)-xy=20
2(X+Y): —(X+Y)+xy =556

0 X+y+Xy=9 _
(X+ y)xy =20,25"

g ) XoVoy=4
2(X—Y)’ +3xy =68

2.4. Egy derékszogl haromszog teriilete 58,8 cm?, atfogdja 18,2 cm. Mekkora a két befogoja?
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3. feladatlap

Racionalis kitevdji hatvanyok

EMLEKEZTETO

a hatvanyozasrdl tanultak: Az a" (ae R, ne N)hatvanyon n>2 esetén olyan n tényezds szorzatot értiink, amelynek minden

tényezéje a. Megallapodas szerint a' =a, valamint a’ =1 (a#0). Negativ kitevd esetén a™" = Ln (aeR\{0}, neZ).
a

a hatvanyozas azonossagai: a, be R; m, ne N*.

1.a"-b"=(a-b)"; 2. a—:(%), b=0; 3. a"-a"=a™"; 4. a—:a"““, az0;, 5 @M"=a""=@"".

1 1
a" racionalis kitevdji hatvany: Az a" (n>1) jelenti azt a pozitiv szamot, amelynek n-edik hatvanya a nemnegativ szam,

1\" 1 1
vagyis (a") =a. Mivel az a" meghatarozasa pontosan megegyezik a Ya meghatarozasaval, igy elmondhatjuk, hogy a" =1/a,
ahol a bal oldali kifejezést hatvanyalaknak, a jobb oldali kifejezést pedig gydkalaknak nevezziik.

P
racionalis Kitevdji hatvany: Az a“ (a>O; peZ;qe N \{0}) jelenti azt a pozitiv szamot, amelynek (-adik hatvanya a’

2\ I3
nemnegativ szam, vagyis (aq ) =aP. A gyakorlatban j6l hasznalhato azonossdg az a® =</a’ (a>0;pe Z;qe N ésq=2), ahola

bal oldali kifejezést hatvanyalaknak, a jobb oldali kifejezést gyokalaknak nevezziik.

FELADATOK

3.1. Szamitsd ki a hatvanyok pontos értékét!

N
W[ =
&=
I

a) 16* = b) 273 = c) 625

B

1 1
d) 0,125° = e) 0,00001° = f) 0,0625

3.2. Szamitsd ki a hatvanyok pontos értékét!
1

a)32 = b) 1251 =
& 6470 - d) 1V
_ (27) _
LY LY
4] -

3.3. A gydkalakban megadott kifejezéseket alakitsd at hatvanyalakuva! (a>0; b>0.)

a) I5* = b) /5 =

3. feladatlap




0) V5 = d)ﬁ:
e) ¥’ = g@:

3.4. A gyokalakban megadott kifejezéseket alakitsd at hatvanyalakava tigy, hogy a kitevoben ne
legyen negativ szam! (a=0; b>0.)

, 1 —4 2 -3 a —1
a) 3|l — = b —_ = C) 5l — =
3.5. A hatvanyalakban megadott kifejezéseket alakitsd at gyokalakava! (a=>0; b>0.)

1
= b) 5° =

a) 7
Y
c) az= d)(ZT—
o a)_
e) 0,1 f)(bj

3.6. A hatvanyalakban megadott kifejezéseket alakitsd at gyokalakava tigy, hogy a kitevoben ne
legyen negativ szam! (a>0; b>0.)

- el

3.7. A hatvanyozas azonossagainak alkalmazasaval hozd egyszeriibb alakra a kovetkezo kifejezé-
seket, majd add meg Oket gydkalakban!

135

b) 43.44.412 =

(2] (-

LI
d)az-a’=

3

1
e) 3°:34 =
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3 % 3 %
5] (5]
h) a%:a§=

3.8. A hatvanyozas azonossagainak alkalmazasaval hozd egyszerlibb alakra a kdvetkezo kifejezé-
seket, majd add meg 6ket gyokalakban!

) 3
a) mm4w]=

b) | —— | =

9 at Jai -

4. feladatlap

Exponencidlis fuggvények

EMLEKEZTETO

a alapu exponencidlis fuggvény: Az f: R—>R*, x> a* (a>0) fliggvényt a alapi exponencialis fliggvénynek nevezziik.
Az alaptol fliggden a fliggvénynek harom tipusa lehetséges:

4. feladatlap 15




1. a>1 esetén az exponencialis fiiggvény szigorian monoton névekedd;

2. a=1 esetén az exponencidlis fliggvény az f: R >R, X+>1 konstans fiiggvény;

3. 0<ax<1 esetén az exponencialis fliggvény szigoruan monoton csdkken.

Y

/

/

/
/
l

FELADATOK

4.1. A fuggvénytranszformaciokkal kapcsolatos ismereteid segitségével abrazold az f: R —» R,

Yy \ Y
\
\
\
\a",0<a<1
\
\
\
\
1 a¥,a=1 \
0 X —
0 X

X > 2" —1 fliggvényt, és a grafikon alapjan vélaszolj a kovetkezd kérdésekre!

a) Mi az értékkészlete a fiiggvénynek?

b) Mi a zérushelye a fiiggvénynek?

c) Hol metszi a fiiggvény az

y tengelyt?

d) Pontja-e a grafikonnak a

(=3; —0,5) koordinataji pont?

Hatvany és logaritmus



4.2. A fiiggvénytranszformaciokkal kapcsolatos ismereteid segitségével abrazold az f: R —» R,

X 15- (%) —1 fiiggvényt, és a grafikon alapjan valaszolj a kovetkez6 kérdésekre!

a) Mi az értékkészlete a fliggvénynek?

b) Monotonitas szempontjabol milyen
a fliggvény?

C) Milyen fliggvényérték tartozik az
X =2 helyhez?

d) Hol veszi fel a fiiggvény a 2 értéket?

4.3. A fuggvénytranszformaciokkal kapcsolatos ismereteid segitségével abrazold az f: R — R,

1

Xt —42 +2 fliggvényt, és a grafikon alapjan valaszolj a kovetkez6 kérdésekre!

4. feladatlap

a) Mi az értékkészlete a fliggvénynek?

b) Monotonitas szempontjabol milyen
a fliggvény?

) Milyen tartomanyban pozitiv
a fliggvény?

d) Az x=2 helyen milyen értéket
vesz fel a fliggvény?




4.4. A figgvénytranszformaciokkal kapcsolatos ismereteid segitségével abrazold az

f: [-21] >R, x> %-4"“ —4 fuggvényt, és a grafikon alapjan valaszolj a kovetkezd kérdésekre!

a) Mi az értékkészlete a fiiggvénynek?

b) Az alabbi pontok koziil melyek
illeszkednek a grafikonra?

A(0,5;0);

B(0;2);

C(-0,5-3);

D(-1,5;-3,25).

4.5. A fiiggvénytranszformaciokkal kapcsolatos ismereteid segitségével abrazold és jellemezd az

f:R>R, x> %) —1 fliggvényt!

Ertelmezési tartomany:

Ertékkészlet:

Zgérushely:

Novekedés:

CsoOkkenés:

Szélsoértékek:

Paros:

Paratlan:

Periodus:
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4.6. Adott a fliggvény paraméteres alakja és a grafikonjanak egy pontja. Szamitsd ki a fliggvény
paraméterét, és abrazold a fliggvényt!

a) f(x)=a-2"+1 és P(0;3);

b) g(x)=2""-1 és Q(1,0);

5. feladatlap

Logaritmus fogalma

EMLEKEZTETO

b pozitivszdm a alapu logaritmusa: A b pozitiv szdm a (a>0 és a#1) alapt logaritmusanak nevezziik azt a kitevét, amelyre

az a alapot emelve a b szamot kapjuk. Példaul a log, 3 (ejtsd 2-es alapu logaritmus 3) jelenti azt a kitevot, amelyre 2-t emelve
3-at kapunk, vagyis 2°%° =3.

10-es alapl logaritmus: Mivel az altalunk hasznalt szamrendszer alapja 10, ezért a 10-es alapu logaritmust (log,,b)
megkiilonboztetett modon, 1g b -vel jeldljiik. Példaul 1g 2; 1g0,6.

a alapu hatvany a alapu logaritmusa: Az a" hatvany a alapu logaritmusa pont a hatvany kitevéje (n), mert a logaritmus
definicidja alapjan a-t n-re kell emelni, hogy a"-t kapjunk. log, 8" =n. Példaul log, 5* =4, mert 5-6t a 4. hatvanyra kell emelni,
hogy 5*t kapjunk. log, 32 =5, mert 2° =32.

az a szdm a alapu logaritmusa: log,a=1. Az a szdm a alapti logaritmusa 1, mert a' =a.

az 1 tetszleges alapu logaritmusa: log, 1=0. Az 1-nek akarmilyen alapu logaritmusat vessziik, akkor 0-t kapunk, mert barmely

pozitiv szam 0. hatvanya 1. Példaul log,1=0, 1g1=0.

FELADATOK

5.1. A logaritmus fogalma alapjan add meg a kovetkezé kifejezések pontos értékét!

a) 210g25 — b) 101g6 —
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1 logl7
C) (g) 3 d) 9log910 —

7
5 logjo
&) 10° = f (g) -

5.2. Hatarozd meg a kovetkez6 logaritmusokat!

a) log,8= b) log,9=
c) log,125= d) log,2 =
e) log,3= f) log; 5=

g) log,16 = h) log,1=
i) log,1=

5.3. Hatarozd meg a kovetkezd logaritmusokat!

1 1
a 10 — = b 10 — =
) log, 5 ) logs 5
¢) log, — = d) log, 0.25=
gs 125 &Y,
e) lo 1 f) log. 0,2 =
g3 27 gsU,2=
1
g) log, 0,125 = h) ]og3a:
i) log,0,04 =

5.4. Szamitsd ki a kdvetkezo kifejezésék pontos értékét!
a) lg100= b) 1210000 =

c) Ig0,01= d) 1g 0,000 01 =
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e) 1g (0,01-100) = f) 1g+/0,01 =

5.5. Hatarozd meg a kovetkez6 logaritmusokat! (a, b, ¢, d, m,n>0, a=1, b#1, c#1, d #1.)

a) log,2" = b) log, 3" =
c) log,a’ = d) log,b™" =
1 3
e) log, c? = f) log,d %=
c d

5.6. Szamitsd ki a kdvetkezd logaritmusos kifejezések pontos értékét! (a>0, a#1.)

1 1
a) log, > = b) lng =
c) log,+2 = d) 1g310* =
@MrL= 0@1 =
T 1
g) log, Na" = h) log, W =
a

5.7. Oldd meg a kdvetkezd egyenleteket a valos szamok halmazéan! (x> 0.)

a) log, x="17; b) log,, x=2;
X= X =

c) lgx=4; d) log, x=-1;
X= X =
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e) log, x=1; f) log, x=3;

X= X =

g) log5X=—; h) 10g5X=— 5
X= X =

. 5

) lgx=—=.

) Ig 3
X =

5.8. Oldd meg a kovetkezd egyenleteket a valoés szamok halmazan! (x>0, x#1.)

a) log, 64 =6; b) log, 64 =3;
X= X =
c) log, 64 =2; d) log, 64 =1,
X= X =
e) log, 625=4; f) log, 625=2;
X = X =
g) log, L =—1: h) log, — = —2:
gX 2 9 gX 4 2
X= X =
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! 1
1) log, —=-2.
) gy

X =
5.9. Szamitsd ki a logaritmus definicidja és a hatvanyozas azonossagainak segitségével a kovet-
kez6 kifejezések pontos értékét! (x>0, X #1.)

a) 22+log25 — b) 51+log56 —
C) 5 _23—10g25 — d) 71—log73 —

1 3~10gl5
e 52-log53 — - 2
) (3]

5.10. Szamologeép segitségével hatarozd meg a kovetkezd logaritmusok kozelitd értékét harom
értékes jegy pontossaggal!

a) lg2,11= b) Igl1,5=
c) 1g4,63= d) 120,276 =
e) 1g0,25= f) 1g0,3=

5.11. Szamologép segitségével oldd meg a kdvetkezo egyenleteket harom értékes jegy pontossaggal!

a) lgx=0,52; b) 1gx =2,6;
X= X =

c) lgx =3,23; d) Igx=-0,34;
X= X =

e) lgx=-1,67, f) 1lgx=-1,88.
X= X =
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6. feladatlap

Logaritmus azonossagai

EMLEKEZTETO

szorzat logaritmusa: Szorzat logaritmusa a tényez6k logaritmusanak 6sszegével egyenld. log, Xy =log, X +log, Yy, ahol x>0,
y>0, a>0 és a=1. Példdul 1g123000=1g1,23-10° =1g1,23+1g10’ =1g1,23+5.

tort logaritmusa: Tort logaritmusat megkapjuk, ha a szamlalo logaritmusabdl a nevezd logaritmusat levonjuk.
log, X log, x—log, y, ahol x>0, y>0, a>0 és a=1. Példaul 1g0,000123 = lg% =1gl,23-1g10* =1g1,23-4.

y
hatvany logaritmusa: Hatvany logaritmusa egyenld a kitevd és a hatvanyalap logaritmusanak szorzataval. log, X" =n-log, X,
ahol neR, x>0, a>0 és a=1. Példaul 1g2° =5-1g2.
attérés Uj logaritmusalapra: Egy szam uj alapt logaritmuséanak és a régi alap 0j alapt logaritmusanak hanyadosa egyenld a szam
198X hol x>0, a>0, a%1, b>0, b1. Példdul log,5=-2>.

log, a 1g2

nem tizes alapu logaritmusok kozelité értékének Kkiszamitasa: Tizes alapt logaritmusra vald attéréssel szamologéppel

kiszamithatjuk a nem tizes alapu kifejezések kozelitd értékét. Példaul log, 5= le5 = 069 _ 2,322.

lg2 0301
FELADATOK

6.1. Szamitsd ki a kdvetkezo kifejezések pontos értékét!

a) lg8+1gl25=

régi alapt logaritmusaval. log, X =

b) log,, 3+log,, 6+1log,,8=

c) log,35+1og, 75—-1og, 21 =

d) log,60—1log,3—1log, 5=
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6.2. Szamitsd ki a kovetkez6 kifejezések pontos értékét! (x,a > 0).
100

a) lg(30x)+1lg—=
3x

b) log,(2a)+log, g =

c) log,(25x) —log; g =

a a
d) log, g—log4 5=

6.3. Szamitsd ki a kdvetkezo kifejezések pontos értékét!

a) log, 2’ +log, 3’ =

b) log,, 3’ +log,, 2° =

¢) log,1000—1log,2° =

d) log, 8° —log,2° =
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6.4. Hatarozd meg X értékét!

a) lgx=%lg27—%lg8+21g5;

X =

b) ng:%lg6+%lg8—lg\/§;

X =

c) log, x=3log, 532 - 2log, 5;

X =

d) ng:3lg2—21g3+%lg36.

X =
6.5. Szamitsd ki a kdvetkezo kifejezések pontos értékét!

a) Slog5 6-logs3 —

b) 1110g1142+10g“21—log111764 _

log, 5,4-log, 0,6+log, 0,05
2Y50 5T T
c) |- =
3

5
3=

2log; 5-log; 2-log

3) T i
d | = =
4
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6.6. Szamologép segitségével szamitsd ki a kovetkezo kifejezések kozelitd értékét harom értékes
jegy pontossaggal!

a) log, 6= b) log,s5,6 =
c) log, % = d) log,,0,012=

3

6.7. Szamologép segitsége nélkiil szamitsd ki a kdvetkezo kifejezések kozelitd értékét, ha tudjuk,
hogy log, 3 =1,585!
a) log, 6=

b) log, 9=

c) log,12 =

d) log,18 =

7. feladatlap

Logaritmusfuggveny

EMLEKEZTETO

logaritmusfiiggvény: Az f:R" - R, f(x)=log, x (a>0, a=1) fiiggvényt a alapl logaritmusfiiggvénynek nevezzik.
Az alaptol fiiggden a fiiggvénynek két tipusa lehetséges:

7. feladatlap 27



1. a>1 esetén a logaritmusfiiggvény szigortian monoton nd;

2. 0<ax<1 esetén az logaritmusfiiggvény szigoruan monoton csokken.

y y\
— \
X > logg X, i>,l/ \
7~
1 1
Vs
0 X 0 X
N
\\
/ X|—>log(x,0<a<1\
| ~
[

a logaritmusfuggvény értelmezési tartoménya: A logaritmusfiiggvényben 16v6 kifejezés csak pozitiv lehet. A fiiggvény
értelmezési tartomanyat ezen feltétel alapjan hatdrozhatjuk meg. Példaul f(Xx)=1log,(2x—3) szogfiiggvényben 1évd kifejezés
pozitiv (2x—3>0), ha x>15.

FELADATOK

7.1. Mely valos x-ekre értelmezhetok a kovetkezo kifejezések:

a) Ig2x; b) g (2x+4.,5);

c) log,(—x); d) 1gx*;

e) log,(1-x); f) log,s(—=x);

9) lg(x* —4x+3); h) 1g(x* +3x+2).
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7.2. Abrazold k6z6s koordinata-rendszerben az R* halmazon értelmezett alabbi fiiggvényeket!

a) X log, X; b) x> log, X;

) x> log, X; d) x> log, x.
2 3

7.3. A fiiggvénytranszformacidkkal kapcsolatos ismereteid segitségével abrazold és jellemezd az

f:R" >R, x> log, x—1 fuggvényt!

Ertelmezési tartomany:

Ertékkészlet:

Zgrushely:

Novekedés:

Csokkenés:

SzElsoértékek:

Paros:

Paratlan:

Periddus:
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7.4. A figgvénytranszformaciokkal kapcsolatos ismereteid segitségével abrazold és jellemezd az

f:]-2;0o > R, x> log, (x+2)—1 fiiggvényt!

2

Ertelmezési tartomany:
Ertékkészlet:
Zérushely:

Novekedés:
Csokkenes:
Sz¢lsoértékek:

Paros:

Paratlan:

Periddus:

7.5. A fiiggvénytranszformacidkkal kapcsolatos ismereteid segitségével abrazold az

f :]0,5;o[> R, x> 2log,(x—0,5)+1 fiiggvényt, és a grafikon alapjan valaszolj a kovetkezd

kérdésekre!

a) Miazértékkészlete a fliggvénynek?

b) Az alabbi pontok ko6ziil melyek
illeszkednek a grafikonra?

A(1;-1);

B(0,5;0,5);

C(0;2);

D(4.5;5).
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8. feladatlap

Exponencidlis egyenletek

EMLEKEZTETO

exponencialis egyenlet: Exponencialis egyenletrdl beszéliink, ha az ismeretlen a kitevében fordul eld. Példaul 27

az alapegyenlet megoldasa: Az exponencidlis alapegyenlet a* =b alaku, ahol a,be R*. Az egyenletet megoldhatjuk pontosan
és kozelité modon.

Amennyiben a jobb oldalon all6 b kifejezés atirhatd a bal oldalon szereplé a alap valamely hatvanyara, ugy megkaphatjuk x
pontos értékét, mert az exponencialis fliggvény kolesondsen egyértelmiiségébdl kovetkezik, hogy a kitevék egyenldk.

Példaul 2" =8=2°, vagyis x+3=3, innen x=0.
Amennyiben a jobb oldal nem irhat6 fel hatvanyalakban, ugy vegyiik mindkét oldal 10 alapt logaritmusat: Iga* =Igh, alkalmazva

- Igh
a megfelel6 azonossagot x-lga=1gb, innen x= lg—a, amely kozelito érték tetszéleges pontossaggal meghatarozhato.

Fontos szabaly az exponencialis egyenletek megoldasanal: torekedni kell az egyenletek megoldasanak pontos megadasara!
Amennyiben ez nem lehetséges, akkor kdvetkezik a kdzelité megoldas alkalmazasa.

FELADATOK

8.1. Add meg a kovetkezd exponencialis egyenletek pontos megoldasat!

a) 2" =g, b) 3-2* =96;
c) 277 =16; d) (2)° =512;
e) 52)(—4 — 0,2; f) 2X2—3X+4 — 4;
g) 3x2—4x+3 =1 h) 4OHD(x-2) _ 1;
i) 3*=-9; j) 47 =0.
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8.2. Add meg a kovetkezd exponencialis egyenletek pontos megoldasat!
a) 2" =3,

b) 3-2°2=2.3",

C) 52X — 73X;

f) 2%-5 =1000.

8.3. Oldd meg a kdvetkezd egyenleteket a valds szamok halmazan!
a) 3 +3" =12;

b) 2% + 2" +2* =28;

C) 2X+3 _ 3X — 3X+1 _2X;

d) 22X+1 +4X+1 _4X—1 — 92.

8.4. Oldd meg a kovetkezd egyenleteket a valds szamok halmazan!
a) 27 =5-2"+4=0;

b) 3** +2.3*-3=0;

c) 10°+10-107" =11;

d) 2 -8-2 =0;

e) 2-4°+2"-1=0;

f) 3-9"-10-3*+9=0.
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8.5. Oldd meg a kdvetkezo egyenleteket a valos szamok halmazan!
a) 3 =12;

1 X+1
b) 5| - | =4

C) 2X+3 _2X+l +2X — 5;

d) 22 —8-2°+15=0.

9. feladatlap

Logaritmusos egyenletek

EMLEKEZTETO

logaritmusos egyenlet: Olyan egyenlet, amelyben az ismeretlen logaritmusfiiggvényben fordul el8.

logaritmusos alapegyenlet megoldasa: Az log, x =b alaku egyenlet a logaritmusos alapegyenlet. Az egyenlet megoldasa x = a’.
Példaul 1gx =2 egyenlet megoldasa x =10 =100.

az log, x =log, b alakl egyenlet megoldasa: Mivel csak az egyenld szamok logaritmusa egyenld, ezért az egyenlet megoldasa
x =b. Akiemelt szovegrészletet ennél a 1épésnél fel kell tiintetni! Példaul 1g (x+3)=21g (x+1) egyenlet esetén. (Kikotés: x > —1)
Az egyenlet atalakitasa utan lg (x+3)=1g (x+1)>, mivel csak az egyenld szdmok logaritmusa egyenld, ezért (X +3)=(X+1)*.
A mésodfokl egyenlet megoldasai: —2; 1, melyek koziil csak az 1 megoldasa az eredeti egyenletnek.

feltétel (vagy kikotés): A logaritmusfiiggvényben 16v6 kifejezés csak pozitiv lehet. Tobb logaritmusfliggvényt tartalmazé egyenlet
esetén tobb egyenldtlenség kozos megoldasa adja meg az egyenlet értelmezési tartomanyat. Az értelmezési tartomanyt az egyenlet
megoldasa eldtt érdemes meghatarozni. Sok esetben eldre kideriilhet, hogy nincs az egyenletnek megoldasa, vagy a lehetséges
megoldasok koziil kisziirhetjiik a hamisakat.

Példaul 1. Ig (x—1)+1g (—=x) =1 egyenletnek nincs megoldasa, mivel x—1>0 és —x >0 egyenldtlenségrendszernek nincs k6zos
megoldasa (x>1 vagy Xx<0).

2. A lg(x—=2)—lg(x+1)=1 egyenlet értelmezési tartomanya az x—2>0, x+1>0 egyenldtlenségrendszer koz6s megoldasa,

az x>2. Az egyenletet megoldva: lgx—_? =1, X—_f=10, ey X= —%. Az igy kapott megoldas nem esik bele az egyenlet
X+ X+

értelmezési tartoméanyéba, igy nem megoldés, hamis gyok.

ellenérzés: A megoldasok visszahelyettesitése az eredeti egyenletbe, egy masik lehetséges sziirési modja a hamis megoldasoknak.

FELADATOK

9.1. Oldd meg a kovetkezd egyenleteket a valos szamok halmazan! (Ne felejtsd el a feltételeket!)
a) lgx=1gl5; b) Igx=2;

c) lgx=-1; d) lg(=x)=-1;
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Q) lg——=1;
X+

f) 1g3x—1) =1g(x+1).

9.2. Oldd meg a kdvetkezd egyenleteket a valds szamok halmazan!

a) log, x =1+1log, 3;
b) log, x =1-1log, 3;
c) lg(x=5)=2-1g5;

d) 1g2x =1+1g3.

9.3. Oldd meg a kdovetkez6 egyenleteket a valos szamok halmazan!

a) log,(x—=5)+log,(x+2)=3;

b) log, x+1log,(x—3)=2.

9.4. Oldd meg a kdovetkez6 egyenleteket a valos szamok halmazan!
a) log,(3x—1) =log,(3—X);

b) log,(3x—1)—log,(2x+2)=0;

log,(2x—1) I

2 log,(x+1)

q log2(2x—5)_1
log,(x+1)

9.5. Oldd meg a kdvetkezo egyenleteket a valds szamok halmazan!

a) log, log,log, x=0;

Hatvany és logaritmus



b) log, log,lgx =1;
c) log, (log,(logs X +2)+7) =2;
d) log; (lg(log, x—0,9)+6)=1.

9.6. Oldd meg a kdvetkezd egyenleteket a valds szamok halmazan!

a) lg”x—11-1gx+10=0;
b) 1g* x—1gx—2=0;
c) 6lg” x+1gx—2=0;

d) 2log; x+log, x—1=0.

9.7. Oldd meg a kdvetkezd egyenleteket a valds szamok halmazan!

a) lgx* =1g(x+6);

b) lg(X* +6x) =1g(x—6);
c) 2lgx=1g(2x+3);

d) 21g(x=1)=1g(—x+7).

9.8. Oldd meg a kdvetkezo egyenleteket a valds szamok halmazan!
a) lg(x=2)+1g(x+1) =1,

b) log,(X+9)+log,(x+3)=4;
c) log, (3% +4x+5)=2;
d) log, (X* +x+6)=3.
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Trigonometria alkalmazasa

10. feladatlap

Két vektor skalaris szorzata

EMLEKEZTETO

két vektor skalaris szorzata: Két vektor skalaris szorzatan a két vektor abszolUt értékének és Q

hajlasszoguk koszinuszénak szorzatat értjik. a-b=|al-|b|-cosy. (Ez egy valos szam.)

FELADATOK a =

10.1. Adott a két vektor abszolUt értéke és hajlasszoge, szamitsd ki a skalaris szorzatukat!

la bl Y a-b

a) 45 1,2 30°
b) 0 10 15°
c) 2,4 5,25 120°
d) 4 0 85°
e) 2 5 90°
f) 1 6 60°
9) 4 1 135°
h) 4 6 0°

i) 4 6 180°

10.2. Az el6z6 feladat segitségével valaszolj az alabbi kérdésekre!
a) Milyen esetben lehet a skalaris szorzat 0?

b) Milyen esetben lesz a skalaris szorzat negativ?

c) Milyen esetben pozitiv a skalaris szorzat?

d) Haaz a vektor egységvektor, akkor mit jelent a [b|-cosy szorzat?

e) Milyen kodzbezart szdg esetén lesz maximalis a két vektor skalaris szorzata?

f) Milyen kozbezart sz6g esetén lesz minimalis a két vektor skalaris szorzata?
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10.3. A tablazat egy-egy soraban két vektor skalaris szorzata és a szorzat tényezoi szerepelnek.
Toltsd ki a tablazat uresen maradt cellait!

la |b] y a-b
a) 2 3 6
b) 5 4 ~10
c) 6 120° —4
d) 9 50° 5,65

10.4. Mekkora munkavégzés aran lehet 20 N nagysagu erdvel elhtizni egy ladat 10 m uton, ha az
erd 30°os szOget zar be az elmozduléssal?

10.5. Egy paralelogramma AB oldala 11 egység hosszusagu, a két oldal altal kozbezart szog 56°.
Tudjuk, hogy A_I§ . Aﬁ = 20. Mekkora a masik oldal?

10.6. Egy rombusz oldala 6 egység hosszUsagu, a két oldal altal kdzbezart sz6ge 72°. Mekkora
a kdzos csucsbdl induld két oldalvektor skalaris szorzata?
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10.7. A kdvetkezo paralelogrammakrol dontsd el, hogy melyik rombusz, melyik téglalap, melyik
négyzet!

a=|AB| b=|AD| AB -AD A négyszdg tipusa
a) 3 3 4
b) 4 5 0
C) 6 2 -4
d) 4 4 0

11. feladatlap

Két vektor skalaris szorzata koordinata-rendszerben

EMLEKEZTETO

két vektor skaléris szorzata: Két koordinataikkal megadott vektor skalaris szorzata egyenlé a megfelelé koordinatak szorzatanak
Osszegével. Ha a(a;;a,) és b(b;b,), akkor a-b=ab, +a,b,. Példaul a(2;—1) és b(3;2) esetén a két vektor skaléris szorzata
a-b=2-3+(-1)-2=4.

Fontos tudnivalo, hogy egy vektor 6nmagéval vett skalaris szorzata az pont a vektor abszolut értékének négyzetével egyenld.
a-a=a, -a,+a,-a,=a’ +a; =|al’. Vagyis a vektor hossza (abszolut értéke) egyenld az Snmagaval vett skalaris szorzatdnak

anégyzetgyokével. |a|=./a-a =,/a’ +a’.
FELADATOK

11.1. Adott a(2;-1), b(2;4) és c(—3;0) vektor. Szamold ki a kdvetkez6 miiveletek eredményeit!
a)a-b=

b)a-(b+c)=
c)b-(2-a+c)=
d) (a-b)-(a+c)=

11.2. Hatarozd meg a két vektor hosszat, skalaris szorzatat és hajlasszogét!

a(a;;a,) |al b(b;;b,) |b] a-b cosy Y
a) (34) (=5;12)
b) (0;5) (8;6)
c) (-1,-6) (3;-0.5)
d) (5-2) (1;2.,5)
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11.3. Adott a derékszogii haromszog harom cstucspontja. A skalaris szorzat segitségével hatarozd
meg, hogy az A csucsnal talalhatd-e derékszog!

A@;;a,) B(b;;b,) C(c;;¢c,) AB AC AB-AC Derékszogli-e?

a) (0;0) (4;3) (-1,52)

b) (0;0) (-3-2) (=2;6)

c) (L1 (4;,-3) (54)

11.4. Mely x érték esetén zar be a két vektor derékszoget egymassal?
a) a(2;-3) és b(5x);

b) a(3;-2) és b(5-x;x);
¢) a(2;-3x) és b(6;x);

d) a(x;—-3) és b(x;—12).

12. feladatlap

Szinusztétel

EMLEKEZTETO

szinusztétel: Egy haromszogben két oldal aranya egyenl6 a veliik szemben 16v6

szogek szinuszanak aranyaval.

a_sinoa a_sina_ b _sinf

b sinf’ c siny c siny

szinusztétel hasznalata: A szinusztételt érdemes hasznalni, ha a haromszdgben adott

— két szog (a harmadik mér kiszdmolhatd) és egy oldal;

— két oldal és az egyikkel szemkozti szég. (Ha a nagyobb oldallal szemkozti sz6g A c B
az ismeretlen, vigyazni kell, mert a haromszog tompaszogi is lehet.)

FELADATOK

12.1. A haromszog egyik oldala 10 cm, a rajta fekvo két szog
35° és 44°. Mekkora a haromsz6g masik két oldala?

A c=10cm B
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12.2. Adott a haromszdg két szoge, 20° és 126°. A kisebb ¢

o _ =12
szoggel szemkozti oldal 12 cm nagysagu. Mekkora a masik ket m
oldal? 20°

12.3. Egy haromszdg két oldala 7 cm és 4 cm. A nagyobb ol-
dallal szemkdzti sz6g 63°. Mekkora a masik két szdg és a har-
madik oldal?

12.4. Egy szigeten a hajotorott a kovetkezoképpen akarta lemérni,
hogy a szemkozti sziget legnagyobb palmafaja milyen messze van.
Kijelolt a sajat szigetén egymastol 120 méterre 1évo két palmafat,
¢s mind a ketténél megmérte a masik palmafa és a szomszédos szi-
get palmafaja altal bezart szoget. 86,5° és 79,3° adddott. Milyen
messze volt a 86,5° -os szog csucsaban 1év6 palmafa a masik szige-
ten 1évo palmafatol?

12.5. Aharomszog kerllete 30 cm, két szdge pedig 47° és 59°.
Mekkora a haromszog harom oldala?
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12.6. A hdromszdg szOgeinek ardnya 3:4:5. A legnagyobb szdggel szemkdzti oldal 20 cm. Mek-
kora a masik két oldal?

13. feladatlap

Koszinusztétel

EMLEKEZTETO

koszinusztétel: Egy haromszdg egyik oldalanak négyzetét megkapjuk, ha a masik
két oldal négyzetosszegébdl kivonjuk a két oldal és a kozbezart szog koszinuszanak

kétszeres szorzatat. ¢ =a* +b’ —2abcosy.

koszinusztétel hasznalata: A koszinusztételt érdemes hasznalni, ha a haromszogben
adott

—két oldal és az altaluk kdzbezart szdg;

— harom oldal.

FELADATOK

13.1. Egy haromszdg két oldala 10 cm, 20 cm, az oldalak &ltal kdzbezart sz6g 42°. Mekkora a har-
madik oldal?

13.2. Egy haromsz6g harom oldala 12 cm, 15 cm és 18 cm. Mekkorédk a haromszog szogei?
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13.3. Egy pontszeri testre 20 N és 34 N nagysagt erd hat. Mekkora a két er6 ereddje, ha a vekto-
rok altal bezart sz6g

a) 42,2° b) 132,5°2
Fp=34N Fp=34N
el % —
A\ 42,2° /132,50
N 4 ,
2 &

13.4. Mekkorak a 15 cm és 24 cm oldald paralelogramma atloi,

ha az oldalak altal kdzbezart sz6g 67°? a=15cm

o =67°
b =24 cm

13.5. Egy haromszdg két oldalanak aranya 3:5, a két oldal altal kozrezért sz6g 60°. Mekkorak
a haromszdg oldalai, ha a haromszdg kertilete 30 cm?

13.6. Mekkora az abran lathat6 négyszdg ismeretlen oldala?
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14. feladatlap

Vegyes feladatok szinusz- és koszinusztétel alkalmazasara

FELADATOK

14.1. Egy haromszog két oldala 8 cm és 13 cm, a két oldal altal kézbezart sz6g 36° 24°. Mekkora
az ismeretlen oldal és a masik két sz6g?

14.2. Egy haromszdg egyik oldala 34 cm. Az oldalon fekvo két szog 42° 42" és 56°12". Milyen
hosszu az oldalhoz tartozé salyvonal?

14.3. Az 4bra adatai alapjan hatarozd meg az ismeretlen szakaszok hosszat!

14.4. Az abra adatai alapjan hatdrozd meg x értekeét!
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15. feladatlap

Sokszodgekre vonatkozo vegyes feladatok

EMLEKEZTETO

haromszdg terulete: A haromszog teriilete az alabbi dsszefliiggésekkel szamolhat6 ki:

a-m

—t= a .

2

_ t_a~b-siny_
2 b

_t= \/s(s —a)(s—-b)(s-c);

-t=r-s;

_abe
4R’

. . L a+b+c
ahol s a haromszog keriiletének a fele: s=

FELADATOK

15.1. A haromszog 8 cm és 11 cm-es oldala altal kozbezart szoge 35°. Mekkora a haromszog ke-
rilete, terulete?

, R aharomszdg koré irhaté kor sugara, r a haromszdgbe irhat6 kdr sugara.

15.2. A haromszdg kerllete 36 cm, oldalainak aranya 2:3:4. Mekkora a haromszog terlilete?
Mekkora a haromszog koré es a haromszdgbe irhato kor sugara?

15.3. A haromszog egyik oldala 13 cm. A rajta fekvo két szog 38° és 95°. Mekkora a haromszog
kerllete, terlilete? Mekkora a haromszdg koré és a haromszogbe irhaté kor sugara?
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15.4. Egy trapéz két alapja 13 cm, 8 cm. A 6 cm-es szar a hosszabb alappal 60°-o0s szdget zar be.
Mekkora a trapez kerllete és terulete?

15.5. A paralelogramma oldalai 15 cm és 12 c¢cm, és az egyik kozbezart sz6g 56°48’. Mekkora a
paralelogramma teriilete?

15.6. Arombusz oldala 6 cm, az egyik szoge 42°24°. Mekkora a ter(ilete?

16. feladatlap

Trigonometrikus egyenletek 1.

EMLEKEZTETO

legegyszeriibb trigonometrikus egyenletek: Négyféle legegyszeriibb trigonometrikus egyenletet kiilonboztetiink meg: sin X = a;

cosx=a; tgx=a; ctgx=a. Az egyenleteknek a valdés megoldasait keressik, tehat a szogeket minden esetben radianban kell
megadni! Az egyenletek megoldasanak fontos k6z6s vonasa, hogy ha van megoldasuk, akkor végtelen sok megoldasuk van.

—A sinx=a és cosx=a egyenleteknek csak —1<a <1 esetén van megoldasuk. Példaul a sinx=-1,2 egyenletnek nincs

megoldasa.
YA
—Asinx=a és cosx=a egyenletek megoldasanal a periodus 2z. Példaul cosx=-0,5. O
/ N\
Az egységkorben tiintessiik fel az elsé koordinatat (koszinusz jelentése), €s abrazoljuk / \\
. . . I . T _ 1:
a hozza tartozd egységvektorokat! A 0,5 értékhez tatozd hegyesszog 3 Az els6 X
. . . T 2r . - \ /
egységvektorhoz tartoz6 megoldasok x, =x —§+2k71' =T+2k”’ ahol ke Z. Amaésik \. Y.
L
| —1

megoldas x, == +%+ 2kz = 477'7 +2kx.

—-A tgx=a; ctgx=a egyenleteknél minden a esetén van megoldas, és a fiiggvények periodusa 7. Példaul tgx =-5,43.
A megoldés x=-1,389+kx, ahol ke Z. Fontos, hogy a tgx ésa ctgx figgvénynél mindig ki kell kotni, hogy mely Xx-re
értelmezett a fliggvény!
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FELADATOK

16.1. Oldd meg a kovetkez6 trigonometrikus egyenleteket a valos szamok halmazan!

a) sin(Zx—%): Q;

2

C) tg(3x+%)= J3;

d) ctg(%x—%)= -1.

16.2. Oldd meg a kdvetkezo trigonometrikus egyenleteket a valds szamok halmazan!
a) sin X =cos X;

b) sin2x =—cos2x;

C) 3sinX =2cosX;

d) 3sin(x+£):— 3cos(x+z}
3 3

16.3. Oldd meg a kovetkez6 trigonometrikus egyenleteket a valos szamok halmazan!
a) sin2X =sinX;

b) cos2x =cosx.

16.4. Oldd meg a kdvetkezd trigonometrikus egyenleteket a valds szamok halmazan!
a) sin2X =cosX;

b) cos2x =sinX.
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17. feladatlap

Trigonometrikus egyenletek 2.

FELADATOK

17.1. Oldd meg a kovetkezd trigonometrikus egyenleteket a valds szamok halmazan!
a) sinX—l sinX+£ =0
2 2

b) cos®> Xx—2cosx+1=0;

c) tg’x-3=0.

17.2. Oldd meg a kovetkez6 trigonometrikus egyenleteket a valos szamok halmazan!
a) 2cos” X—3cosXx+1=0;

b) 2tg’ x+tgx—1=0.

17.3. Oldd meg a kdvetkezo trigonometrikus egyenleteket a valds szamok halmazan!

a) sin® X —cos® X +sin X = 0;

b) cos® X —sin® X +cos X —2 = 0;
) —2cos’ X+3sinx =0;

d) —2sin”* x—3cosx+3=0.

17.4. Oldd meg a kovetkezd trigonometrikus egyenleteket a valos szamok halmazan!

a) sinX+cosx=1;

b) 3cosx—4sinx =4.
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18. feladatlap

Trigonometrikus egyenlétlenségek

FELADATOK

18.1. Az egységkor vagy a grafikon segitségével oldd meg a kovetkezd trigonometrikus egyenlot-
lenségeket!

. 2
a) sinx >—;
2

YA1 Y/
\ 1
_1 ]; 1 1 1 1 ] 1 1 1 .
0 X A 3 0 T il | b X
T LA T 3 — L — 2 ‘Z L T L7
N / -1
—1
. 3
b) sinx < £;
2
YA YA
1
—1 L . . . . . .
0 )X :‘ li_ T L () -l£ T i 1[ ?
T &t - b} —Jt — 2 D [4 2 ZJ
—1
—1
1
C) cosX < ——;
2
YA YA
1
—1 L . . . .
0 X 5 3 ' ! 10 T ' sr| | b X
L4t - _'_ — — > 'z [4 7 ZJ
—1
—1
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d) cosx >0.

YA

YA

=Y

|2 T
-]
R

3
l\)|;l o
N

<

—1
18.2. Az egységkor vagy a grafikon segitségével oldd meg a kovetkezd trigonometrikus egyenlot-

lenségeket!

a) —l<sinxsl;
2 2

YA YA
1
—1 L . . . . -
0 X 5 3 ' ' 0. T ' 3| | b X
LIt —‘—'— — — > 'Z [4 7 ZJ
—1
—1
2 3
b) £ <cosx < £
2
YA YA
1
—1 L . . -
0 X 5 3 ' ' 0. T ' 3| | b X
—ZLIT - 3 —JT — > 'Z [4 7 7
-1
—1
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Koordinatageometria

19. feladatlap

Helyvektor, vektor, osztopont

EMLEKEZTETO

adott pont helyvektora: A koordinata-rendszer origéjab6l az adott pontba mutatdé A
vektor. Az adott pont helyvektor koordinatai megegyeznek az adott pont koordinataival.

Jelolése: a = OA, a pont betfijelének kisbetiis megfelelje.
szakaszra irt vektor: A szakasz végpontjaiba mutatd helyvektorok kiillénbsége. Amerre

mutat, annak a pontnak a helyvektora lesz a ,,kisebbitendé” vektor. ﬁ =b-a.
szakasz hosszanak kiszamitasa: A szakaszra felirt vektor hossza megegyezik a szakasz

hosszaval. AB = |AB| = (X =X, +(Ys —¥,)*, ahol a végpontokba mutatd
helyvektorok koordinatai a(X,;y,), b(Xg;Vs)-

felez6pont: Az AB szakasz F felez6pontjaba mutaté f helyvektor koordinatait az

Q;Q Osszefiggéssel szamolhatjuk ki, ahol a az A pontba, b pedig a B pontba

f=

mutaté helyvektor. Példaul az A(2;—1) és B(-5;-3) végpontu szakasz felez8pontjanak

ath _(2-D+(5-3) _(2+(5) D+ \_( 3,
2 2 o2 7 2 27 7

helyvektora f =

osztopont: Az AB szakaszt m:n arinyban felosztd pont p helyvektoranak koor-

M Osszefliggéssel szamolhatjuk ki, ahol a az A pont-

dinatait a p=

- m+n
ba, b pedig a B pontba mutaté helyvektor. Példaul az A(2;-1) és B(-5;-3)
végpontl szakasz A-hoz kozelebbi harmadoldpontjanak helyvektora

n-a+m-b_2-(2-H+1-(-5-3) =[4+(—5).(—2)+(—3))=(_1__§J

m+n 1+2 ’ ’

p= 3 3 373
haromszdg sulypontja: A haromsz6g S sulypontjaba mutaté s helyvektor

a+b+c . .
z §== 5 = Osszefiiggéssel szamolhato ki, ahol a, b, ¢ rendre a harom-

Qo

szog A, B és C cslcspontjdba mutatd helyvektorok. Példaul az A(2;-1),

atb+c _

B(5—4) és C(10;—10) haromszdg sllypontjanak koordinatdi s= 3

_ 2=+ (54 +(10;-10) =(2+5+10 =D+ (=4 +(-10) )2(1_7._5)

3 307 3 3

FELADATOK

19.1. A koordinatasikon adott a kdvetkez6 négy vektor: A(2;—-1), B(-3;-2), C(-3;0) €s

D(1;5). Szamitsd ki a kdvetkezd vektorok koordinatait és hosszat!

<
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b)AB =
|AB =
0)CD =
cBl=
d) BD =
E

19.2. Adott az A(4;—-1), B(0;2), C(1;0) haromsz6g. Mekkora a haromszdg kertilete?

19.3. Adott az A(4,6;,-3,4), B(0;5,2), C(—1;1,4) haromszog. Hatarozd meg az oldalfelez6 pon-
tok koordinatait!
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19.4. Adott az A(4;3), B(1;-2), C(-5;—6) haromszog. Hatarozd meg az A

AF,F, haromszog kertiletét! E
b

c Fa

19.5. Hatarozd meg az A(4;2), B(1;—4), C(-5;=7) csucspontu haromszdg sulyvonalhosszainak
Osszegét!

19.6. a) Hatarozd meg a A(5;2), B(9;4), C(7;9), C

D(-1;4) cstcspontl négyszog Fa_':: és FC_I‘—')d kdzépvonal- P F

vektorainak a koordinatait! p b

FR= D B
Fy F,

=2 A

cd

b) Az a) pont eredmeényei alapjan indokold, hogy az F,F F.F, négyszog paralelogramma!
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19.7. Egybeesik-e az A(-2;-2), B(6;-2), C(1;9) hdromszdg és az E(5;3), F(-3;2), G(3;-1)
haromszdg sulypontja?

19.8. ird fel az A(=4;7), B(11;-23) végponti szakasz harmadolo- és 6todolépontjainak a koor-
dinatait!

20. feladatlap

Parhuzamos és merdleges vektorok

EMLEKEZTETO

v vektorral parhuzamos vektor megadasa: Ha egy v(v,;v,) vektort megszorzunk egy pozitiv 4 v 20

szammal, akkor a vektorral parhuzamos, vele egyiranyd, a vektor hosszahoz képest A-szoros hosszUsagu ww

vektort kapunk. Példaul ha a v(3;—1) vektorral parhuzamos, vele egyiranyd, de kétszeres hosszlsagu : . >

vektort szeretnénk kapni, akkor a v vektort 2-vel kell megszorozni, igy a keresett vektor 2v = (6;-2). !

Amennyiben a vektor iranyat meg szeretnénk forditani, ugy a v vektort negativ szdammal kell megszorozni.

v vektorra merdéleges vektor megadasa: A v(v,;v,) vektor koordinatait megcseréljuk

¢és az egyik eldjelét megvaltoztatjuk,. akkor az eredeti vektorra meréleges és vele egyenld

hosszlsagu vektort kapunk. Két ilyen vektor lehetséges: (-v,;v,) vagy (V,;—Vv,). (v 1)
2(v2; =V

wi(—v2;v1)

FELADATOK

20.1. Add meg az a(2;-1) vektorral parhuzamos vektor koordinatéit, ha az
a) egyiranyu vele és haromszoros hosszUsagu;
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b) egyiranyt vele és fele olyan hosszu,

c) ellentétes irany és két és félszeres hosszisagu;

e 4
d) ellentétes iranyu és a hossza 3 -sZoros!

20.2. a) Hova mutat az a vektor, amely a P(=2;1) pontbdl indul és egyiranyu az a(2;—1) vektor-
ral, csak négyszer olyan hosszu?

b) Hova mutat az a vektor, amely a P(=2;1) pontbdl indul és ellentétes iranyl az a(2;—1) vektorral,
de a hossza 1,4-szeres?

20.3. Egy paralelogramma cstcsai A(-2;2), B(3;3), C(2;5). Hatarozd meg a negyedik csucsot,
haa CD oldal pArhuzamos az AB oldallal!

20.4. Egy trapéz egyik alapjanak csucsai A(—2;2), B(3;3). Melyek a trapéz masik két csicsanak

koordinatai, ha a masik, kétszeres hosszsagu alap felezopontja F(1;5)?
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20.5. Hat&rozd meg a v vektorra mer6leges vektorokat!

v w, (pozitiv iranyu forgatott) | w, (negativ iranyu forgatott)
a) (2,-5)
b) (5:4)
c) (-1;-2)
d) (0;3)

20.6. A négyzet szimmetria-kdzéppontja O(2;3), az egyik csticspontja A(-1;5). Hatarozd meg
a négyzet tobbi csucspontjat pozitiv koriiljarasi irany szerint!

20.7. Arombusz szimmetria-k6zéppontja O(2;3), a nagyobb atl6ja kétszerese a révidebb atléja-
nak. Az rovidebb atl6hoz tartozo egyik csucspont A(4;6). Hatarozd meg a rombusz tébbi csucs-
pontjat pozitiv koriiljarasi irany szerint!

20.8. A négyzet két szomszédos csucspontja pozitiv koriljarasi irany szerint A(1;1), B(=2;4).
Mi a koordinataja a masik két cstucspontnak és szimmetria-k6zéppontnak?

20. feladatlap




21. feladatlap

Egyenes

EMLEKEZTETO

az egyenes normalvektora: Egyenes normalvektoranak tekintiink barmely
nem nullvektort, amely az egyenesre merdleges.

n(A; B)
e

az egyenes normaélvektoros alakja: Ha adott az egyenes egy n(A;B)

Po(Xo: Yo)

normalvektora és egy P,(,;Y,) Pontja, akkor az egyenes normélvektoros P(Xx;y)

egyenlete a kovetkez6 alakli: Ax + By = Ax, + By,.
Példaula P,(—5;3) pontonatmené n(—2;1) irdnyvektordegyenesegyenlete —2-x+1-y=-2- (—5) +1-3=13, vagyis -2x+y=13.
az egyenes irdnyvektora: Egyenes iranyvektoranak tekintiink barmely nem nullvektort, amely az egyenessel parhuzamos.

az egyenes iranyvektoros alakja: Ha adott az egyenes egy Vv(v,;V,)

v(vy;v2)
iranyvektora és egy P,(X,;Y,) pontja, akkor az egyenes iranyvektoros /

egyenlete a kovetkez6 alaku:

Vo, X=V, Yy =V, X, =V, Y-

Példaul a P,(—5;4) ponton atmené Vv(2;-3) irnyvektor( egyenes egyen-
lete —3-x—2-y=-3-(-5)—-2-4=7, vagyis -3x—-2y="7.

a koordinatatengelyekkel parhuzamos egyenesek: Az x tengellyel parhuzamos egyenes normalvektora az y tengellyel par-

huzamos, n(0;B) alakd, igy a normélvektoros egyenlete By =By,. Példaul YA
y =2 vagy —-3y=2,7 egyenes az x tengellyel parhuzamos, és n(0;1), illetve y=2
n(0;—-3) anormalvektoruk. Az y =0 egyenletii egyenes maga az x tengely.
1__
Az y tengellyel pArhuzamos egyenes normalvektoraaz x tengellyel parhuzamos, : >
0] 1

n(A;0) alakd, igy a normalvektoros egyenlete Ax = Ax,. Példaul x=-2 vagy
—2x=7 egyenes az y tengellyel parhuzamos, és n(1;0), illetve n(-2;0) a
normalvektoruk. Az x =0 egyenletii egyenes maga az y tengely. X=-=2

FELADATOK

21.1. Az egyenes egyenletébdl allapitsd meg az egyenes egy normadl- €és egy iranyvektorat!

Egyenes egyenlete (e) Normalvektora (E ) Iranyvektora (v,)
a) 2x-3y=-6
b) —2x-y=4
C) X+0,6y=1
d) -y+x=11
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21.2. ird fel az egyenes egyenletét, ha adott egy normalvektora és egy pontja!

Normalvektora ( n, ) Az egyenes egy pontja P,(X,;Y,) Egyenes egyenlete (e)
a) n(2;4) R (13)
b) n(5;0) R (=1;0)
c) n(-2;-3) R(2:-3)
d) n(L;—1) R(0;0)

21.3. Ird fel az egyenes egyenletét, ha adott egy irdnyvektora és egy pontja!

Iranyvektora Egy normélvektora | Az egyenes egy pontja | Egyenes egyenlete
(V) (") P (% Yo) (e)
a) v(2;4) P,(1;3)
b) v(5;0) R, (=1,0)
c) v(=2;-3) P,(2;-3)
d) v(l;-1) P,(0;0)

21.4. ird fel az A és B pontokon atmend egyenes egyenletét!

A B Egy iranyvektora | Egy normalvektora | Egyenes egyenlete
(%) (") ®)
a) (2;4) (=2;-4)
b) (0;0) (-13)
c) (0;—4) (1;0)
d) (=11 (25,-3,2)

21.5. ird fel az AB szakaszra meréleges és az A ponton atmend egyenes egyenletét!

A B Egy normalvektora (n,) | Egyenes egyenlete (e)
a) (4-1) (==
b) (2,-3) (=31
c) (0;-3) (4,0)
d) (=1,5:3) (2,5-3,2)
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21.6. ird fel az AB szakasz felezmer6legesének az egyenletét!

A B Felezépont Egy normalvektora | Egyenes egyenlete
(F) (") (e)
a) (1;-1) (1;1)
b) (1,-3) (3;-1)
c) (0;-2) (5;0)
d) (-152) | (-2,5-3,2)

22. feladatlap

Egyenes és pont

EMLEKEZTETO

pont illeszkedése az egyenesre: A sik egy adott pontjat akkor és csak akkor YA

tartalmazza az adott egyenes, ha az egyenes egyenletébe behelyettesitve a pont e
koordinatait, egyenl8séget kapunk. Példaul az A(2;-3) pont illeszkedik ] //l

a 3x—4y=18 egyenleti egyenesre, mert koordinatainak behelyettesitése r >
utdn, 3-(2)—4-(-3)=6+12=18, egyenléséget kapunk. A B(3;-2) pont BO(S']l—Z) //l £
nem illeszkedik a 3x—4y =18 egyenleti egyenesre, mert a koordinatainak ’ |

behelyettesitése utan, 3-(3)—4-(-2)=9+8=17#18, nem kapunk egyenld- //’ A2; -3

séget. r

abszcissza: Egy pont x koordinataja. p

ordinata: Egy pont y koordinataja. ,//

FELADATOK

22.1. A felsoroltak koziil hany egyenesnek pontja az A(2;—1,5)? Karikazd be a megfeleld egye-
nesek betiijelét!

e 2x-3y=17,5;

f:x—y=375;

0: 2X—2,5y =7,25;

h: 3x = 6.
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22.2. A felsoroltak koziil mely pontok talalhatok a —%X+§y = —% egyenesen? Karikazd be

a megfeleld pontok betiijelét!

A3 B(—1;3); c[3.-2)
2 5 5

22.3. Hol metszi az x tengelyt és az y tengelyt a kovetkez6 egyenes?

Egyenes X tengelymetszet y tengelymetszet

a) 2,5x+3,2y =-8

b) | -12x+24y=48

c) | x+2y=6

d) | 04x-0,6y=18

22.4 Adott az e: %x —% y=2ésaz f: — % X +% y =3 egyenes. Mennyivel nagyobb az f egye-

nes 3 abszcisszaju pontjanak ordinataja az e egyenes -3 abszcisszaju pontjanak ordinatajanal?

23. feladatlap

Egyenes iranytényezés egyenlete

EMLEKEZTETO

egyenes iranyszoge: Az a forgasszog, melyet az egyenes az x tengely pozitiv YA

iranyaba mutato félegyenesével zar be.

egyenes iranytényezdje: m = tg .
az egyenes iranytényezos egyenlete: Az egyenes iranytényezds egyenlete

y=mx+b alakd, ahol m az egyenes iranytényezdje, b pedig az y tengely
és az egyenes metszéspontja. Az y tengellyel parhuzamos egyenesnek nincs
iranytényezds egyenlete. ¢4 (64

)
=Y

a normalvektor és az iranytényezé kozotti kapesolat: Az egyenes normal-

vektoros alakjabol levezethetd az y=—§X+b iranytényez6s alak. Innen

leolvashatjuk, hogy m = —g. Példaul ha egy egyenes normalvektora n(3;2), akkor az iranytényezdje m = —%.

. . V. .
aziranyvektor és az iranytényezd kozotti kapesolat: Az egyenes irdnyvektoros alakjabol levezethetd az y = - X + b irAnytényezds
Vl
alak. Innen leolvashatjuk, hogy m=—-2. Példaul ha egy egyenes iranyvektora v(—1;3), akkor az irdnytényezdje m=—3.

Vi
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FELADATOK

23.1. Adott az egyenes iranyszoge és az y tengelymetszet. ird fel az egyenes iranytényezds
egyenletét!

o P, (0;b) m y=mx+b
a) 30° (0;-2)
b) 45° (0:1)
o) | 135 (0;0)

23.2. Az egyenes iranytényez6s egyenlete alapjan add meg az egyenes egy irdnyvektorat és egy
normalvektorat!

y=mx+Db Vv

1S5

3
a =—X+2
) | Y=3

2
=——x+1
b) | y=-7

d |y=6

23.3. Az egyenes normalvektoros alakjabdl allapitsd meg az egyenes iranytangensét és az irany-
szogét!

Ax + By = Ax, + By, m o

a) |2x=-5y=-2

b) |—2x-y=20

c) |3x+2y=20

23.4. Mekkora sz0get zar be az x tengellyel a 2x+3y =1 egyenes?
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23.5. Mekkorédk a e: —x+2y =0 egyenes,az f: —2x+y=—4 egyenes ésaz x tengely altal ha-

tarolt haromszog belsd szogei?

23.6. Szamitsd ki, hogy mekkora szOget zar be az A(—2;4) és a B(3;—3) pontokon athalad6 egye-
nesaz y tengellyel!

24. feladatlap

A parhuzamossag és merolegesség feltétele

EMLEKEZTETO

parhuzamossag feltétele: 1. Két egyenes (e és f) parhuzamos, ha a normélvektoraik parhuzamosak, vagyis a vektorok megfeleld

koordinatainak aranya egyenld. A =—t
Af Bf
2. Két egyenes (e és f ) parhuzamos, ha az iranyvektoruk parhuzamos, vagyis a vektorok megfelelé koordinatainak aranya egyenld.
Ve, ve2
[

3. Két (e és f) egyenes parhuzamos, ha az iranytényez6jiik egyenls: m, =m,.

merdlegesség feltétele: 1. Két egyenes (e és f ) merdleges egymasra, ha a normalvektoruk mer6leges egymasra, vagyis a vektorok
skalaris szorzata 0. n, -n, =0.

2. Két egyenes (e és f) mer6leges egymasra, ha az irAnyvektoruk mer6leges egymasra, vagyis a vektorok skalaris szorzata 0.

\E'\ﬁ=0‘

3. Két (e és f) egyenes merdleges egymasra, ha az iranytényezdjiik szorzata —1. m,-m, =—1.

24. feladatlap




FELADATOK

24.1. Dontsd el, hogy az alabbi egyenesek kdzil melyek parhuzamosak egymassal és melyek
merdlegesek egymasra!

a: Sx—-2y=3;
b: —x+0,4y=2;
C: —X—2,5y=3;

d: 14x+35y =-55;

e: 0,6x—-0,25y=9;

f: —5x—12y=9.

Egymassal parhuzamos egyenesek:

Egymasra merdleges egyenesek:

24.2. Add meg a p paramétert ugy, hogy az egyenes parhuzamos, illetve meréleges legyen az
X+5y =2 egyenletli egyenessel!

a) 3x+ py =3; b) px—-2y=3; c) —10x+2y=p.
Parhuzamos:

p= p= p=

Merdleges:

p= p= p=

24.3. a) Hatarozd meg annak az egyenesnek az egyenletét, amely athalad a P(1;4) ponton és par-
huzamos a 2x—5y =15 egyenessel!
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b) Hatarozd meg annak az egyenesnek az egyenletét, amely athalad a P(1;4) ponton és merdleges

a 2x—-5y =15 egyenesre!

24.4. a) Hatarozd meg annak az egyenesnek az egyenletét, amely athalad a P(—1;4) ponton és

parhuzamos az y = —% x+1 egyenessel!

b) Hatarozd meg annak az egyenesnek az egyenletét, amely athalad a P(—1;4) ponton és

3
merdleges az Yy = > X+1 egyenesre!

25. feladatlap

Két egyenes metszéspontja

EMLEKEZTETO

két egyenes metszéspontja: Két egyenes metszéspontjanak koordinatait igy szamolhatjuk ki, hogy a két egyenes egyenletébol allo
egyenletrendszert megoldjuk.

25. feladatlap 63




FELADATOK

25.1. Hatarozd meg a két egyenes metszéspontjat!

a) e:2x-3y=2, b) e:y=%x+5,6,
f:x—y=2. f: —2x+3y=8,05.
C) e: 3x-2y=11, d) e:2x-3y =6,
f: —2x+3y=1. f:4x+3y=6.

25.2. Hat&rozd meg annak az egyenesnek az egyenletét, amely athalad az x+2y =5 ésa
2x+ Yy =2 egyenesek metszéspontjan és iranyvektora v(2;—1)!

25.3. Hatarozd meg annak az egyenesnek az egyenletét, amely athalad a 2x+y =3 ésa
—X+3y =-5 egyenesek metszéspontjan és a P(1;0) ponton!
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25.4. Egy négysz0Og csucsai pozitiv koruljaras szerint A(-3;-1), B(2;-3), C(5;3), D(-6;5).

Hatédrozd meg az 4tlok metszéspontjat!

25.5. Aharomszog a oldalegyenesének egyenlete 12x+ 5y =54; b oldalegyenesének egyenlete
X+ Yy =1; c oldalegyenesének egyenlete —4x+ 3y =10. Mekkora a haromszog kerulete?

26. feladatlap

Pont és egyenes tavolsaga

EMLEKEZTETO

egyenes és pont tavolsaganak kiszamolasa: A P,(x,;Y,) pont tAvolsdga az Ax+By +c =0 egyenletii egyenestdl:
| Ax,+By, +c| [3-2+4-(-1)-7|

Ax, + By, +¢ = = =
| JA+B? | | NERwE |

A’ +B?

d= . Példaul a P,(2;—1) pont tavolsdga a 3x+4y—7=0 egyenestsl d

_1=3
5
parhuzamos egyenesek tavolsaga: Ha két parhuzamos egyenes egyenlete Ax+By+c, =0 és Ax+By+c, =0,
|Cz -G |
A +B?
|C2 Yl | — 13-(=7)| :wzz
JA+B 3442 5

=1.

akkor a tavolsaguk kiszamolhaté a d = Osszefliggéssel. Példaul a 3x+4y—7=0 egyenleti egyenes tavolsaga a

3Xx+4y+3=0 egyenletii egyenest6l d =

FELADATOK

26.1. Milyen tdvol van a 2x+ y =5 egyenest6l az A(-3;1) ésa B(3;—1) pont?

26. feladatlap




26.2. A haromszog cstcsai A(-1;2), B(2;5) és C(3;-2). Mekkoraaz A csucshoz tartozé ma-
gassag, és mekkora a tertilete a haromszognek?

26.3. Mekkoraaz e: 3x—4y =3 ésaz f: —3x+4y =2egyenletii egyenesek tavolsaga?

26.4. Adottaz e: —x+2y=5 ésaz f:x+3y=06 egyenes. Melyik egyeneshez van kdzelebb az
A(6;2) pont?

26.5. A négyzet egyik oldalegyenesének egyenlete —4x+3y =0, az egyik csucspontja A(—1;7).
Mekkora a négyzet kertilete?
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27. feladatlap

Kor egyenlete

EMLEKEZTETO

kor egyenlete: A C(u;v) kozéppontl r sugarl kor egyenlete (x—u)* +(y—v)* =r>. Példaul: a) Az O(0;0) kozéppontd, r=3
egység sugaru kor egyenlete x* +y> =9. b) A C(2;-3) kozéppontl r =4 egység sugarl kor egyenlete (x —2)* +(y +3)> =16.

a kor egyenletének altalanos alakja: A kor kéttagu kifejezéseinek felbontasa utan YA

a kor egyenlete x*+y>+ax+by+c=0 alakira hozhatd, ez a kor egyenletének

altalanos alakja. Csak az ilyen alaktra hozhato egyenletek lehetnek koregyenletek!

Példaul az x* +y> +xy —16=0 egyenlet nem koregyenlet, mert xy tagot is tartal- //

™\

N\

maz. A —x* +y’>—16=0 nem kéregyenlet, mert nem egyenld a négyzetes tagok r -
egyutthatoja.

— A négyzetes tagok egyiitthatdinak egyenlosége sziikséges feltétel, de nem C(u;v)

—

kotelezd, hogy 1 legyen az értékiik. Példdul —2x*> -2y’ +4=0 koregyenlet,

<Y

mert a —2-vel val( osztas utan x* +y? =2 koregyenletet kapunk. 0\ | //

— Abbdl, hogy egy egyenlet altalanos koregyenlet alakii még nem feltétleniil

kovetkezik, hogy kor is tartozik hozza. Példaul az x* +y* +4=0 egyenlet

megfelel az altaldnos alaknak, de x* +y* =—4, ésaz r’ =—4 sugéar szamunkra értelmezhetetlen.

FELADATOK

27.1. Akdzéppont és a sugar ismeretében ird fel a korok egyenleteit!

A kor kozeppontja A Kor sugara A KOr egyenlete
C(u;v) r
a) C(0;0) 5
b) C(3:4) 10
) C(-2;3) J7
d) C(0;-5) 5
e) C(-2;-5) 1
27.2. A kor egyenlete alapjan allapitsd meg a kor kozéppontjanak koordinatait és a kor sugarat!
A KOr egyenlete A KOr sugara r A kor kozeppontja C(u;Vv)
a) X*+y’ =144
b) x> +y?=2
C) (X=1)>+(y+1)’ =1
d) (X+2)*+(y—=3)>=0,09
€) (X=1*+(y+5)°=6,25
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27.3. A korok altalanos egyenleteibdl a teljes négyzetté alakitas modszerével hatarozd meg a ko-
rok kozéppontjat és sugarat!

A kor altalanos egyenlete Akor sugarar A kor kdzéppontja C(u;v)
a) X*+y>—4x-1=0
b) X*+2X+Yy*=3=0
c) X2 +5X+Yy =3y +2,25=0
d) X2 —6Xx+y’—2y-15=0
e) 2X* —4Xx+2y° —4y+2=0

27.4. Az alabbi alakzategyenletek kozil valogasd ki a kdregyenleteket, és hatarozd meg a korok
kozéppontjanak koordinatait és a korok sugarat!

A kor altalanos egyenlete A kOr sugara r A kor kdzeppontja C(u;V)
a) X —y?—4x-1=0
b) X +2xy+Yy>=3=0
c) X =y +3y-2,25=0
d) 4X* +8X+4y’> =16y +5
e) X' —4x+4=—y* —4y-20

27.5. ird fel a kor egyenletét, ha ismered a kor

C(2;—1) kozéppontjat és a P(5;2) pontjat!
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27.6. Ismerjlik a kor atmérdjének A(-3;2),
B(5;—4) végpontjanak koordinatait! frd fel a kor

egyenletét!

28. feladatlap

Pont és kor viszonya

EMLEKEZTETO

pont és kor viszonya: Egy kor és egy P pont viszonyat megkapjuk, ha a pont YA

koordinétait behelyettesitjiik a kor egyenletének (x —u)” +(y —v)* részébe.

—Ha a kifejezés értéke nagyobb a sugar négyzeténél (r*), akkor a pont /

a korén kivil van ((x—u)* +(y —v)* > r?);

— ha a kifejezés értéke egyenl6 a sugar négyzetével, akkor a pont a koron van
(X—u)’ +(y-v)* =r?); C(u;v)
—ha a kifejezés értéke kisebb a sugar négyzeténél, akkor a koron beliil

talalhaté a pont ((x—u)® +(y —v)> <r?). Q\ 1 // X

—

Példaul az A(—4;4) pont az x> +y’> =25 egyenletii koron kiviil talalhato,

mivel (-4)’+4°=32>25=r>. A B(-3;4) pont az x> +y’ =25 egyenletii
koron talalhatd, mert (=3)*+4>=25=25=r>. A C(-2;4) pont az x> +Yy’ =25 egyenletii koron beliil taldlhato, mivel
(<2) +4 =20<25=r".

FELADATOK

28.1. Karikazd be a koron levd, hiizd ala a koron beliil levd és huzd at a koron kiviil 1évé pontok
betljelét!

a) x> +y>=100. A(=6;5); B(-6;8); C(7;7); D(10;0).
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b) (x—3)>+ y> =169. A(8;—12); B(-9;-5); C(6;11):; D(14;1).

) X +(y+2)° =1. A(-0,5;-15);  B(0;—1); C(0,5;0); D(0,9;0,1).

d) (x=2)*+(y-3)*=5. A1;1,5); B(1;4); C(0;1); D(-1;4,5).

28.2. Adottak az (x —3)* +(y +1)* =10 kor pontjainak els6 koordinatai (abszcisszai). Hatarozd
meg a pontok masodik koordinatait (ordinatait)!
a) x=4, y= b) x=0, y=

C) X=5, y= d) x=25, y=
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28.3. Adottak az (x —3)> +(y +5)° = 34 kor pontjainak masodik koordinatai (ordinatai). Hatarozd
meg a pontok elsé koordinatait (abszcisszait)!
a) y=-2, x= b) y=0, x=

c)y=1L x= d) y=—-4, x=

28.4. Hol metszik a megadott egyenletii korok a koordinata-rendszer tengelyeit?

A kor egyenlete Az x tengely metszete Az y tengely metszete

a) X*+(y—4) =25

b) (X+4) +(y-3)°=25

c) (X+2)+(y—-4)Y =4

28.5. Mi annak a kornek az egyenlete, amelynek a sugara /29 egység, és atmegy az A(-3;2) és
B(4;9) pontokon?
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28.6. Mi annak a kornek az egyenlete, amely atmegy az A(2;-3), B(8;-5) és C(4;—1) ponto-
kon?

29. feladatlap

Egyenes és kor kdlcsonos helyzete

EMLEKEZTETO

pont és kor kdlcsonos helyzete: Az egyenes a kort két pontban metszheti, ekkor szeldnek nevezzik. Az érintének a korrel egy
kdzos pontja van. Az egyenes elhaladhat a kor mellett, ekkor nincs egyetlen kzds pontjuk sem.

a kozos pont meghatarozasa: A kor és egyenes kdzos pontjanak koordinatait ugy szamithatjuk ki, hogy megoldjuk a kor és az
egyenes egyenletrendszerét. Példaul az x> +y*> =4 egyenletii kor szelSje X+ Yy =2 egyenletii egyenes. Melyek a kézos pontok
koordinatai? Kifejezziik az egyenes egyenletébdl az egyik véltozot x =2 —y. Behelyettesitjik a kor egyenletébe (2-y)* +y* =4.
Az y* -2y =0 masodfoku egyismeretlenes egyenlet megoldasai: y, =0, y, =2, igy a pontok koordinatai M,(0;2); M,(2;0).
akor E(X,;Y,) pontjaba huzott érintd egyenlete: A kdr E(X,;Y,) pontjan atmend egyenes egyenlete:

(X=U)(X, —U)+(y=Vv)(Yy, —Vv)=r’, ahol C(u;v) akor kozéppontja, r pedig a kor sugara.

FELADATOK

29.1. Hatarozd meg, hogy az (x—6)>+(y+5)> =10 ésaz (x—3)>+(y —1)* =25 egyenletii ko-
rok kozul melyiket metszi tobb pontban az x —2y =11 egyenletli egyenes!
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29.2. Adott az (x—2)* +(y +1)* =25 egyenletii kor. ird fel az a) E(5;3) ésb) F(=2;2) pontok-

ba huzhato érinték egyenletét!

29.3. Milyen hosszU hart metsz ki az x+y =—4 egyenletii egyenes az (X+1)” +(y +2)* =25
egyenletli korbdl?

29.4. Mely pontokban metszi egymast az (x—2)" +(y—1)" =9 ésaz (x—=5) +(y+1)" =4
egyenletl kor?

29.5. Mely pontban érinti egymast az (x —4)” +(y—4)> =25 ésaz (x—5,5)> +(y—2)* =6,25
egyenletli kor?
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30. feladatlap

Vegyes feladatok

FELADATOK

30.1. Adott az A(-3;6) ésa B(5;0) pont.
a) Szamitsd ki a két pont tavolsagat!

b) ird fel az AB szakasz felezémerdlegesének egyenletét!

¢) ird fel az AB atméréjii kor egyenletét!

30.2. Akor egyenlete x* +y*> —8x+10y -8 =0.
a) Hol metszi a kor az y tengelyt?

b) frd fel az adott korrel koncentrikus egységsugart kor egyenletét!

30.3. Egy négyzet kdzéppontjanak koordinatai O(3;1), A cslcsanak koordinatai A(5;—4).

a) Ird fel a hianyz6 cstcsok koordinatait!

b) Mekkora a négyzet tertilete?

Koordinatageometria




30.4. Az ABC héaromszog sulypontja S(0;4). Két csucsanak koordinataja A(—2;—4) és B(6;6).

a) Hatarozd meg a 3. cstics koordinatait!

b) Sz&mitsd ki az AB oldal A-hoz kozelebbi harmadoldpontjanak koordinatait!

¢) ird fel a B csticshoz tartozé sulyvonal egyenletét!

30.5. Az ABC haromszdg csucsai: A(7;—4), B(1;9) és C(-3;1).
a) Igazold, hogy a haromszog derékszogii!

b) frd fel a koré irt kor egyenletét!
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30.6. AKkor egyenlete (x+2)° +(y—4)* =25.

a) Szamitsd ki a kor 1 abszcisszaju pontjanak koordinatait!

b) ird fel ezekben a pontokban a kor érintéjének egyenletét!

30.7. Milyen tavolsagra van az x> +y> —4x—5=0 egyenletii kor kdzéppontja az e: 3x -2y =7
és f:x+2y=13 egyenesek metszéspontjatdl?

30.8. ird fel annak a kornek az egyenletét, amelynek kozéppontja O(5;-3) és
a) érinti az x tengelyt;

b) érintiaz y tengelyt;

C) érinti a 2x—y =5 egyenest!

Koordinatageometria
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31. feladatlap

Grafelmélet

EMLEKEZTETO

graf: Grafnak nevezziik a csticsoknak és éleknek a halmazat, ahol az élek pontokat kétnek Ae o5
0ssze, illetve az élek végére cslicsok illeszkednek gy, hogy minden élre legalabb egy, de
legfeljebb két csucs illeszkedik.

fokszam: Az egy csucshol indulé élek szama. Példaul a B csucs fokszama 3, a C csucs
fokszama 1.

o . . C D
izolalt pont: Olyan pont, amelyb6l nem indul ki él. Példaul az F pont. .F

t0bbszoros él: Tobbszoros élrdl beszéliink, ha két pontot tobb él is dsszekot. .. o o
tobbszoros €l

hurokél: Olyan él, amelynek minkét vége ugyanarra a pontra illeszkedik.

egyszerii graf: Olyan gréaf, amely nem tartalmaz tdbbszoros €lt és hurokélt. hurokél
osszefiiggd graf: Olyan gréaf, amelyben élek mentén valamilyen Gton el lehet jutni barmely
pontjabdl barmely pontjaba. Aq B
kor: Az élek olyan sorozata egy grafban, melyek visszavezetnek a kiinduléasi ponthoz. Kor
teljes graf: Olyan egyszerii graf, melyben barmely két pontot él kot dssze.
komplementer graf: Olyan graf, mely az eredeti graf éleivel egyitt teljes grafot alkot.

C D

F  teljes graf

*__ .
~ - - \
S > < e \
+ - S - | =
e ~o |
e /\/.
° -
«
graf komplementer graf teljes graf
fagraf: Olyan Gsszefliggd graf, melyben nincs kor. ° o °
grafra vonatkozd dsszefuiggések: 1. Egy graf 6sszfokszama (a csucsok fokszamainak
6sszege) mindig paros szam, az élek szamanak kétszerese.
) E 1 telies aréf leinek szama: "=
. Egy n pont teljes graf éleinek szama: - fagraf

3. Egy n pontl fagraf éleinek szama: n—1.

FELADATOK

31.1. Rajzolj egy 5 pontu, 10 élii grafot, amely tartalmaz tobbszorss élt! frd a pontok folé a meg-
feleld fokszamot!
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31.2. Egy hattagu tarsasagban mindenkinek 3 ismerdse van. Rajzold meg az ,,ismer6sok™ egy le-
hetséges grafjat! Rajzold meg a ,,nem ismerdsok’ komplementer grafjat is!

31.3. Tekintsiik egy kocka csucsait grafpontoknak, éleit pedig a graf éleinek.
a) Mennyi az egyes cstcsok fokszama?

b) Mennyi a graf 6sszfokszdma?

c) Hany él hianyzik a teljes grafhoz?

31.4. Egy urnaban 1 piros, 2 fehér és 3 zold golyd van. Abrazold graf segitségével a kihGizasi sor-
rend lehetdségeit, ha elsére piros golyot huzunk!

31.5. Lehetséges-e olyan 15 {6s csoport, melyben mindenkinek pontosan 5 baratja van?

31.6. Az alabbi grafok kodzil melyek rajzolhatok meg a ceruzank felemelése nélkil Ggy, hogy min-
den élt és minden pontot csak egyszer érintiink?

a) b) c) d)

Gondolkodasi moédszerek



° g) ° °
/ ° ° °

f)
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31.7. Egy sziiletésnapi 0sszejovetelre érkezok kézfogassal iidvozlik egymast. Hanyan vettek részt
a partin, ha 120 kézfogas tortént?

31.8. A kovetkezo allitasokrol dontsd el, hogy igazak (I) vagy hamisak (H)!
a) Van olyan gréf, melynek 6sszfokszama 0.

b) Egy 5 pontu grafnak maximum 10 éle lehet.

) Van 10 éli és 10 pontu fagraf.

d) Nincs olyan 7 ponta graf, melyben minden cstcs fokszama 3.

e) Van olyan graf, melynek tébb pontja van, mint éle.

f) Ha egy graf 6sszefiiggd, akkor van benne kor.

32. feladatlap

Kombinatorika (permutécio, kombinéacio, variacio)

EMLEKEZTETO

permutacid (sorrend): Ismétlés nélkili permutécio: n darab kiilonboz6 elem dsszes lehetséges sorrendje

P =n-(n—-1)-(n—-2)-...-2-1=n! (n faktoriélis). Példaul egy kartyapakli ot lapjat 5!=120 sorrendben lehet kirakni.

Ismétléses permutacio: n darab elembdl k,,k,,...,k, egyforma, akkor a lehetséges sorrendek szdma:

KKy ok,

1Ry TR
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|
Példaul egy kartyapakli 4 treff, 3 pikk és 2 kéro lapjat ﬁ sorrendben lehet kirakni.

kombinacid (kivalasztas): Ismétlés nélkuli kombinécio: n db kiilonbozé elembdl kivalasztunk k darabot Ggy, hogy a sor-

n !
rend nem szamit. A lehetséges kivélasztasok szama CF =(k)=m. Példal egy kartyapakli 52 lapja kozil 5-6t

52 |
= 2 =2598960 mobdon oszthatunk ki.
5 51-47!

variacio: Ismétlés nélkuli variacio: n darab kiilonboz6 elembdl kivalasztunk k darabot Gigy, hogy egy elemet csak egyszer valasztunk
n!
(n—=k)’

és szamit a sorrend: V. =

Ismétléses variacio: ha n darab elem kozl kivalasztunk k darabot tgy, hogy egy elemet tobbszor is kivalaszthatunk: V,; =n*.

FELADATOK

32.1. Sari, Peti, Robi és Tomi egy négyszemélyes csonakba szallnak be.
a) Hanyféle sorrendben szallhatnak be?

b) Hogyan alakul a lehetséges sorrendek szama, ha Sari masodikként 1ép a csonakba?

32.2. A Megasztar dontdjébe 15-en keriiltek be. Az elsé forduloban harom embernek kellett tdvoznia.
a) Hanyféleképpen alakulhatott a bennmaraddk névsora?

b) A négytagu zsiiribol ketten a felvétel utan egyiitt vacsoraztak a kiesékkel. Hany kiilonb6z6
csapat alakulhat a zs{irib61?

32.3. Hany olyan 6tjegyli szam van, amely
a) csupa paratlan szamjegybdl all;

b) csak 3-as vagy 7-es szamjegyet tartalmaz;
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C) 13-ra végzadik;

d) csupa kiilonboz6 szamjegybdl all?

32.4. Hany kiilonb6z6 sorrendje lehet a
a) ZAMARDI sz6 betiiinek?

b) BALATONAKARATTYA sz6 bettiinek?

32.5. Egy dobokockat kétszer feldobunk. A dobott értékeket egymas mellé irva kétjegyli szamot
kapunk. Hany esetben lesz ez a szam

a) paros;

b) prim;

C) négyzetszam?

32.6. Egy tesztlapon 15 kérdés van.
a) Hany esetben lehet pont 10 helyes valaszunk?

b) Ezek kozil hany olyan eset van, amikor az elsd és utolso valasz helyes?
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32.7. Vilmosék iskolajaban 10. osztalyban 8 olvasmanyt jeldltek ki. Ebbol 5 volt kételezd. Vilmos
csak 5 konyvet olvasott el. Hanyféle sorrendben tehette ezt?

33. feladatlap

n
Kombinatorika, az (k) tulajdonsagai

EMLEKEZTETO

(s G BIHED o EHOHE

Pascal-féle haromszdg: A Pascal-féle haromszogben az 1-eseket kivéve az Gsszes elem a felette levé sorban téle kozvetleniil balra

n
jobbra levé két elem sszege. A Pascal-féle haromszog n. soranak k. eleme: [k ]
és

n. sor elemeinek dsszege: 2".

we 0%
e e a0

binomiélis tétel: Az (a+b)" kifejtése: (a+b)" =(g)a" +(T]a"" -b+[2 Ja"‘z -b? +...+(nn l}ah”‘1 +(:)b".

FELADATOK

33.1. Hany részhalmazavanegy a)6; b)7; c)8 elembdl allo halmaznak?
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33.2. Melyik tobb, egy 12 elemii halmaz 5 elemii részhalmazainak szdma vagy ugyanennek a hal-
maznak a 7 elemii részhalmazainak a szama?

33.3. Szamitsd ki a kovetkezo kifejezéseket!

LGP ) ()

oL GG

33.4. Hanyféleképpen olvashato ki az adott szo, ha a bal felsd sarokbol indulva csak balrol jobb-
ra ¢és fentrdl lefelé olvassuk ki?

a)E P E R T U b)V ADKORTE
P ERTU ADKORTE
ERTUTRM DKORTE
R T URM I K O RTE
T URMTI X ORTE

R T E
T E
E

c)S Z ARV
Z ARV A
ARV A S

B O G
0O G A
G A R
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33.5. Bontsd fel a zarojeleket a binomialis tétel segitségével!

a) (x+3)" =

b) (2x—5)’ =

¢) (3a+2b)° =

34. feladatlap

Kombinatorika gyakorlasa

FELADATOK

34.1. Egy konvex nyolcszog csucsai hany
a) egyenest hatarozhatnak meg;

b) kort hatarozhatnak meg?

34.2. Az 1; 2; 3; 5; 7 szamjegyek mindegyikének felhasznalasaval hany
a) otjegyt;

b) 6tjegyti, 5-tel oszthato;

C) 6tjegyii, 4-gyel oszthato;
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d) 6tjegyt, paratlan;

e) Otjegyii, 6-tal oszthatd szam képezhets?

34.3. Az egyjegyli primszdmok halmazanak
a) hany kételemi részhalmaza van;

b) elemeibdl hany kiilonbozé haromjegyii szam képezhetd;

¢) elemeibdl hany 25-tel oszthatd négyjegyli szamot képezhetiink?

34.4. 32 lapos magyarkartyabol kihdizunk 6 lapot. Hany olyan eset van, hogy a kihtzottak kozott
a) pontosan 2 asz ¢és 2 tizes van;

b) nincs z61d;

c) legalabb egy makk;

d) pontosan 6t piros van?

34.5. Egy 23 f8s osztalyban farsang alkalmabol tombolat rendeznek, ahol 5 targyat sorsolnak ki.
Hanyféleképpen torténhet ez, ha

a) a targyak egyformak, és egy tanuld csak egy targyat nyerhet;
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b) a targyak kiilonbozoek, és egy tanulo csak egy targyat nyerhet;

C) a targyak kiilonbozoéek, és egy tanuld tobbszor is nyerhet?

34.6. Hanyféle gyongy nyaklanc flizhetd
a) 10 piros, 10 fehér;

b) 6 sarga, 6 fekete, 8 narancs;

c) 5 kék, 5 fekete, 5 fehér és 5 zold gyongybol?

34.7. Egy tarsasagban mindenki mindenkivel kezet fog érkezeskor is és tavozaskor is. Hany kéz-
fogas torténik a) egy 10; b) egy 16 f6s tarsasagban?

35. feladatlap

Valésziniliség-szamitas

EMLEKEZTETO

elemi esemény: Egy kisérlet egyes lehetséges kimenetelei.
eseménytér: Az elemi események halmaza.

az esemény valosziniisége: Jele: P(A), az A esemény bekovetkezésének valosziniisége. Az A esemény valoszinliségének

., L kedvez6 esetek szama ., . , , , .
kiszamolasi médja: P(4) = — - . Példaul annak valdsziniisége, hogy paros szamot dobunk egy dobokockaval
az Osszes eset szama
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P(2;4;6) = % =0,5, mert a kedvezd esetek szama 3, az dsszes lehetdség szama 6.
Az esemény valdsziniiségének tulajdonsagai:
- 0SP(A<L
— Biztos esemény valoszintisége 1 (P(A)=1);
— Lehetetlen esemény valoszintisége 0 (P(A)=0);

- P(A+B)=P(A)+P(B), ha P(AB)=02.

binomialis eloszlas: Annak valdszinlisége, hogy n db kisérletet elvégezve az A esemény éppen k-szor fordul elé:

n
(k J pk : q"‘k (p az A esemény valdszinlisége, q =1— p). Példaul annak valoszintisége, hogy egy dobokockaval 8 egymast kovetd

n 8
dobésban pont két kettes dobés lesz, (k ) pk-q"* = (2) 0,5%-0,5° =0,109.

FELADATOK

35.1. Egy oOttagu tarsasag egymas utan 1ép be egy liftbe. Mekkora a valoszinlisége, hogy a legido-
sebb kozulik éppen masodikként szall be?

35.2. Két hazaspar moziba megy, egymas melletti székeken iilnek. Mennyi a valosziniisége, hogy
mindenki a sajat hazastarsa mellett Gl?

35.3. 32 lapos magyarkartyabol kivalasztva 5 lapot, mennyi a valdsziniisége, hogy
a) mind a négy asz benne lesz;
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b) pontosan harom zold és két makk lesz benne;

c) nem lesz benne se tok, se hetes?

35.4. Egy urnaban 7 fehér és 3 piros goly6 van. Egymas utan kihGzunk 2 golyo6t. Mennyi a valé-
szinlisége, hogy a kihuzott golydk azonos szintiek?

35.5. Egy dobdkockat kétszer feldobva mennyi a valdszinlisége, hogy a dobott szamok 6sszege 8?

35.6. Egy dobodkockat kétszer feldobunk, és a dobott értékbol kétjegyli szamokat hozunk 1étre.
Mennyi a valésziniisége, hogy az igy kapott szam
a) primszam;

b) kisebb, mint 30;
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C) oszthato 6-tal;

d) osztdja 120-nak?

35.7. Egy pénzérmét 3-szor feldobva mennyi a valoszintisége, hogy csak az els6 dobas lesz fej?

35.8. Egy dobokockat 6-szor feldobva mennyi a valdszinilisége, hogy pontosan kétszer dobunk
4-est?

rrrrrr

hogy
a) pontosan 4 ¢li meg a tavaszt;

b) mindegyik tuléli a telet?
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Megoldasok

1. feladatlap

1.1.a) x=-1,2; b) x=1,442; c) x, =-1,414, x,=1,414; d) 3y =+3104 =+£3,1934, x, =-1,064, x, =1,064;

e) x=334 4102 =1,594; f) a=410y3 +2 =¢/1932 = 1,638, a =1638, a, =—1,638.

1.2. a) u=x* (j valtoz6 bevezetése utan a masodfoku egyenlet 2u® —23u—144=0 lesz. A méasodfoku egyenletek megoldasai
u =16, u,=—45. Innen x* =16 egyenlet megoldasa x, =—4, X, =4, az x> =—4,5 egyenletnek nincs megoldasa. b) Az tij val-
toz6 u=x’, a masodfoku egyenlet 8u*—217u+27 =0, a méasodfokd egyenlet megoldasai u, =27, u, =0,125. Az eredeti egyen-
let megoldésai x, =3, x,=0,5. ¢) Az (ij valtozé u=x*, a masodfokl egyenlet u® —25u+144 =0, a masodfokd egyenlet megol-
désai u, =16, u,=9. Az eredeti egyenlet megoldasai x, =2, X, =2, X,=—/3, X, =+/3. d) Az (j valtoz6 u=x’, a méasodfo-
ki egyenlet 10u® —15u—25=0, a masodfokl egyenlet megoldasai u, =2,5, u, =—1. Az eredeti egyenlet megoldasai x, =1,201,

X, =—1.

1.3. a) Szorzatta alakitassal x*(x* —25) = x*(x—5)(x+5)=0. A megoldasok x, =0, x,=-5, X,=5. Harom megoldasa van
az egyenletnek. b) Az (j véaltoz6 u=x’, a masodfoku egyenlet u®—29u+100=0, a masodfoku egyenlet megoldasai u, =4,
u, =25. Az eredeti egyenlet megoldasai: x, =-2, x,=2, X,=-5, X, =5. Az egyenletnek négy megoldasa van. c) Az 0j véltozd
u=x>. Amasodfoku egyenlet u*>—21u—100=0, a méasodfokd egyenlet megoldasai u, =—4, u, =25. Az eredeti egyenlet meg-
oldasai x, =-5, x,=5. Az egyenletnek két megoldasa van. d) Szorzatt alakitassal x*(x*+4)=0. Amegoldas x, =0. Az egyen-
letnek egy megoldasa van. €) Az Uj véltozd u=x>. A masodfoki egyenlet u®+29u+100=0, a méasodfoki egyenlet megoldasai

u, =-4, u, =-25. Az egyenletnek nincs megoldasa.

1.4. a) Az (j véltozé u=x*+9x. A masodfokd egyenlet (u+15)(u+17)=3, atalakitas utdn u”+32u+252=0. A masodfoku

egyenlet megoldasai u, =—14, u, =—18. Az (ij egyenletek: x> +9x+14=0, x*+9x+18=0. Az egyenlet megoldasai: x, =-2,

X,=-7, X,=-3, X,=—6. b) Az (jj valtozd u=x>—x. Az egyenlet (u-3)(u—5)=3, atalakitds utan u’-8u+12=0. A ma-

sodfoku egyenlet megoldasai u, =2, u, =6. Az Uj egyenletek: x> —x—-6=0, x*—x—-2=0. Az egyenlet megoldasai: x, =-2,

X, =3, X,=-1, x,=2. ¢) Az Ujvaltoz6 u=x>+3x+5. Az egyenlet E+ u=8, atalakitas utdn u*—-8u+15=0. A masodfo-
u

ki egyenlet megoldasai u, =3, u, =5. Az (j egyenletek: x> +3x+2=0, x*+3x=0. Azegyenlet megoldéasai: x, =-2, x,=-1,

X, =-3, x,=0. d) Az (j valtoz6 u=2x"+2x+3. Az egyenlet %+u =22, atalakitas utan u*—-22u+105=0. A masodfo-

ka egyenlet megoldéasai u, =7, u, =15. Az (j egyenletek: 2x* +2x—12=0, 2x*+2x—4=0. Az egyenlet megoldasai: x, = -3,

X, =2, X;=-2, X, =1.

1.5. Az egyenletek bal oldalat csoportositva alakitsd szorzatta!

a) X*(Xx+1)—4(x+1)= (x> —4)(x+1) = (x=2)(x+2)(x+1)=0. Amegoldasok: x, =2, x,=-2, X,=-1.

b) X*(x=2)=9(x—=2)=(x*=9)(x—2) = (x=3)(Xx+3)(x—2) =0. Amegoldasok: x, =3, x,=-3, X,=2.

C) X (X =4 — (X =4)=(X* =1)(X* =4) = (x=D(x+1)(x=2)(x+2) =0. Amegoldasok: x, =1, x,=-1, x,=2, X, =-2.

d) X*(X* =16)=9(x* =16) = (X =9)(X* —=16) = (X =3)(X +3)(x —4)(x +4) =0. Amegoldasok: x, =3, x,=-3, x,=4, x,=—4.

1.6. Legyen a szam X! A szoveg alapjan a kdvetkez6 az egyenlet: (x* +1)* =4,5x>. Az u=x’ behelyettesités és az egyenletrende-

zés utan u*—2,5u+1=0. A megoldasok u, =2, uzzé. Az egyenlet megoldasai: x, = —/2, x, =+/2, x3=—g, x4=g.

Afeltételnek csak a v/2 felel meg.

1.7. a) Az egyenlet: x’ =x. Atrendezve az egyenletet: x* —x=x(x*—1)=x(x—-1)(x+1)=0. A megoldéasok: X =0, x,=1,
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X, =—1. b) Az egyenlet: x*=x. Atrendezve az egyenletet: x* —x=x(x’ —1)= x(x—1)(x* +x+1)=0. A megoldasok: x, =0,

x,=1. ¢) Az egyenlet: x*=2x>. Atrendezve az egyenletet: x*—2x>=x*(x—2)=x*(x=+2)(x++2)=0. A megoldésok:

X, =0, x2=—\/§, x3=\/5.

2. feladatlap

2.1. Az els6 egyenletbdl fejezziik ki az egyik ismeretlent, majd az igy kapott kifejezést helyettesitsiik be a masodik egyenletbe!
A rendezés utan kapott masodfoku egyenletet oldjuk meg! A megoldasok elsé egyenletbe valo visszahelyettesitésével megkap-
juk az Osszetartoz6 értékpérokat. a) Az elsd egyenletbdl: x =6—y. A masodik egyenletbe val6 behelyettesités utan: y(6—y)=38.
y’—6y+8=0. Amegoldasok: y,=2, x,=4; y,=4, X,=2. b) Az els§ egyenletbdl: x=y-3. A masodik egyenletbe vald
behelyettesités utan: y(y—3)=4. y*-3y-4=0. A megoldasok: y,=—-1, x, =-4; y,=4, Xx,=1. ¢) Az elsé egyenletbdl:
x=7+2y. A mésodik egyenletbe valo behelyettesités utan: y(7+2y)=4. 2y’ +7y-4=0. Amegoldasok: y,=-4, x =-1I;

Yy, = %, X, =8. d) Az els6 egyenletbSl: 2x =15+3y. A masodik egyenlet mindkét oldalat szorozzuk meg 2-vel, majd helyettesit-

siink be 2x helyébe: 2xy =—12; y(15+3y)=-12. y>+5y+4=0. Amegoldasok: y,=—1, x,=6; y,=—4, X2=%.

2.2. Az elsofoku egyenletbol kifejezziik az egyik ismeretlent, majd behelyettesitjilk a masodik egyenletbe, és az igy kapott ma-
sodfoku egyenletet megoldjuk. a) A masodik egyenletbdl: y =8—x. Az elsd egyenlet: X +(8—X)* =50; x> —8x+7=0. Ameg-
oldasok: x, =1, y,=7; X,=7, y,=1. b) A méasodik egyenletb6l: Xx=9+y. Az els§ egyenlet: 2(9+y)-3y+(9+y)y=1L
y*+8y+7=0. A megoldasok: y,=-1, x, =8 Vy,=-7, X,=2. c) A méasodik egyenletbél: y=2x—13. Az elsé egyenlet:

X2 = X(2x—=13)+(2x—13)* +2(2x—13) =43; 3x> —35x+100=0. A megoldasok: x1=6§, yl=%; X, =5, y,=-3.

2.3. Az (j véltozok: u=x+y, v=xy. a) Az egyenletek: u’>+3v=79, u’-2v=29. A megoldasok: v=10, u,=-7, u,=7.
Az egyik egyenletrendszer: xy =10, x+y=7. x*—7x+10=0. Amegoldasok: x, =2, y,=5; Xx,=5, y,=2. Amasik egyen-
letrendszer: xy =10, x+y=-7. X*+7x+10=0. A megoldasok: x,=-5, y,=-2; x,=-2, y,=-5. b) Az egyenletek:
5u—v=20, 2u’-u+v=556. A megoldasok: u, =-18, v,=-110; u, =16, v, =60. Az egyik egyenletrendszer: xy=-110,
x+y=—18. x*+18x—110=0. A megoldasok: X, =-9—-+191=-22,82, Yy, =-9+/191 =482 x,=-9+191 =482,
y,=-9 191 =-22.82. A masik egyenletrendszer: xy =60, x+y=16. x> —16x+60=0. A megoldasok: x, =10, y,=6;
X, =6, y,=10. c) Az egyenletek: u+v=9, u-v=20,25. A megoldasok: u=4,5 v=45. Az egyenletrendszer: xy =45,
X+y=45 y’-45y+45=0. A megoldasok: y =3, x =15 vy,=15 x,=3. d) Az (j valtozok: u=x-y, v=xy.
Az egyenletek: u*—v=4, 2u’+3v=68. A megoldasok: v=12, u,=-4, u,=4. Az egyik egyenletrendszer: xy=12,
X+y=-4. y’—4y—-12=0. Amegoldasok: x, =2, y, =6; X,=-2, y,=-6. Amasik egyenletrendszer: xy=12, x+y=4.
y* +4y—12=0. Amegoldasok: x,=-6, y,=-2; X,=6, y,=2.

2.4. A derékszogii haromszog két befogdja a és b. A haromszog teriilete t= ab =588, innen ab=117,6. Emeljiik négyzet-

re mind a két oldalt a’b® =13829,76! Az atfogd pedig a’ +b* =c’ =331,24. u=a’>, v=>b* (j valtozok esetén az egyenletek
u-v=117,6, u+v=33124. Az egyenletrendszer megoldasai u, =49, v, =282,24, u, =282,24, v, =49. Az oldalhosszlséag

negativ nem lehet, igy a negativ megoldasoktol tekintsiink el! A megolddsok: a, =7 cm, b =16,8 cm; &, =16,8 cm, b, =7 cm.

3. feladatlap

1 1 1 1

3.1. a) 164 =2, mert 2*=16; b) 273 =3, mert 3’ =27, ¢) 625¢=5, mert 5'=625; d) 0,1253=0,5, mert 0,5’ =0,125;
1 1

e) 0,00001° =0,1, mert 0,1° =0,00001; f) 0,06254 =0,5, mert 0,5' = 0,0625.

3. feladatlap — megoldas




[N

1 2 5
1 S R S D - 2
32.2) 32 =—5=73 D) 125 =—5=53=-05¢) 64 =5 =—r="0y [i)3:273=32:9;

33 a) F=si b H=sn o Fesh o a) \5/(3) =(§) 9 e V(%) z(%J
A5 )

5 5 3 3 2 b) b a
oo k-0 -]

3’%_54_ 5’%_ 4y a%_ b
o

5 8+15 23 3 5 44+9+5 18 3

87.8) 331237 =30 =§3T; b) 494047 =4 B =47 =4 = =8,
% % % % 23 13 546 11 3 12-5 7
c) SV 2[2)° =(2) =2 - d) a?-a’=a' =a®=a"; e) 35:3* =32 =320 =%37;
4 4 4 4 4° ’ ’
S.stose =56 =45 3V (3% (3Y5 (3} [(3Y VI R
5:52=56 =50 =4/5; =:q=1=l=] =|=| =9|=]|; h)yat:a’=a' =a*=Ya.

2y 32y [ e~ 33 . 6491
38.a) [ 410°-10° | =[107.10° | =107 105 =10 @ =109 =%107; b) ﬁf ) T
‘\‘/27 24 22
3 ¢ R Y 6 12
0.3z 0.5 S5 s [T [ Lo 9
c) a \/a_ -2 Ia _arar as =3a": ; d) a2 -Vas = a4 as=a?2 =a20=2\0/379;
% at a

1 1 121 121
s 13 s EVISTH 121
T Ao e AT i
J o2 / 7
f a-jaia’ _a-Va-a' a-Va' a- a12 7"’0*23’2“: & s
5[a2 2
a 5

a® a’.

aS

4. feladatlap

YA
4.1. a) A grafikonrodl leolvasva latszik, hogy fiiggvény értékkészlete ]—1; oof.

X+2
b) Zérushelynél a fiiggvény értéke 0. Vagy megoldjuk a 2> —1=0 egyenletet, 2 1

vagy leolvassuk azt a pontot, ahol a grafikon metszi az x tengelyt. A zérushely /

c) A 2"?-1=0 egyenletbe helyettesitjik az x=0-t, vagy leolvassuk

a grafikonrol az értéket. A (0;3) pontban metsziaz y tengelyt. 3
d) Helyettesitsiik be a fiiggvénybe az x=-3 értéket! Ha —0,5-et kapunk,
akkor a grafikonon van a pont, ha nem, akkor nincs rajta. 27" -1= 1

=2"-1= % —1=-0,5. Tehét pontja a grafikonnak.

=Y

Megoldasok



4.2. a) Az értékkészlet 1— ;oo \ YA
b) SzigorGan monoton csokken. \
c) Helyettesitsik be a x=2 helyettesitési értékét! 15 (%) -1=
2
=15- 1 _1=§.l_1=§_1=_§.
2 2 4 8 8 \ VX
(150 (1)
(2
d) Oldjuk meg az L15- 1 x —1=2 egyenletet! ENE X =3; 1 X =2;
2 2|2 "2 '
x=—1. Tehat —1 -nél veszi fel a 2 értéket. K\ 1
-10 X
P~ «
|
YA
4.3. A fiiggvény atalakithatd a hatvanyozas azonossagai alapjan. 2
ggveny X y g PJ + ~
1, 1
X —(4)? +2=—(42) +2=-2"+2. %X 19
a) A fuggvény értékkészlete: 1—o0;2[. 5 %
)
b) Szigordan monoton csokken. T l
c) A grafikonrol leolvasva a ]—oo;1[ intervallumban pozitiv a fliggvény.
1
d) Helyettesitsiik be a x =2 helyettesitési értékét! —(4)? o= —-(4)+2=-2. \
YA ’
31 4
4.4. a) A fiiggvény értékkészlete: [—§;4]-
b) Helyettesitsiik be a fliggvény képletébe a pont x koordinatajat. Ha az igy
kapott fiiggvényérték megegyezik a pont y koordinatajaval, akkor a pont 1 l
rajta van a grafikonon, egyébként pedig nem. /
3 X
Ay:%-(4)°'5“—4=%~(4)2—4=%~23—4=0. Az A pont  pontja —4 0 / l
1 0+1 1 X/ = &" : (4)X+1 =4
a grafikonnak. B:y=5-(4) —4=E-4—4=2—4=—2. A B pont nem o -2
. 1 ~0,5+1 1 2 1
pontja a grafikonnak. C:y=—-(4)""" -4==-(4)2-4=—-2-4=-3. /
2 2 2 | _4
_L
A C pont pontja a grafikonnak. D: y=%~(4)'1’5+l —4=%~(4) 4=
11 1 15 A
=———4=—-4=——=-375. A D pont nem pontja a grafikonnak.
2 2 4 4
4.5. Ertelmezési tartomany: R. Ertékkészlet: ]—1;e[. Zérushely: 0. Nem \
novekszik. Szigorlian monoton csékken. Nincsenek szélséértékhelyek és szél- X = %) o 1
s6értékek. Nem paros, nem paratlan, nem periodikus. \
3
1
— 0 X
i

4. feladatlap — megoldas




4.6. Helyettesitsiik be a pont koordinatait a fliggvénybe! \ YA / }'

ES

"]
o1
|
Bl
\

a) 3=a-2'+1; 3=a+1; a=2. Afiiggvény f(x)=2-2"+1 alaka.

b) 0=2""—1; 1=2" 2°=2""; b=—1. A fiiggvény g(x)=2""-1

alaku, , \ /

.
1Y | 1Yy 1 . Ax—1_
c) 0=(5) +C. C=_Z' A figgvény h(x)=(5) 7 alaku. \ 3 £ 1

2-2%+1
RS

_1\\

T i A a2
=
et /—0 —Jl.

5. feladatlap

logl7 5 logﬁl
5.1a) 2%7=5 b) 10 =6 ¢) [+ | =7 d) 9= =10, e) 107 =2; 2] =L
3 377 10

5.2.a) log,8=3; b) log,9=2; c) log,125=3; d) log,2=1; e) log,3=1; f) log;5=1; @) log,16=4; h) log,1=0;

i) log,1=0.
1 1 1 1

5.3.a) log,—=-1; b) log,—=-2; ¢) log,—=-3; d) log,0,25=-2; e) log,—=-3; f) log;0,2=-1; ) log,0,125=-3;
2 9 125 27

h) log, % =—4; i) log;0,04 =-2.

5.4.a) 1gl00=2; b) 1g10000=4; c) Ig0,01=-2; d) 1g0,00001=-5; e) 1g(0,01-100)=1g1=0; f) Ig4/0,01 =1g0,1=—1.

1 3
5.5.a) log,2" =n; b) log,3"=m; c) log,a’=3; d) log,b™' =-1; e) log,c? =%; f) log,d 2 =—%.

! 2
5.6. a) 10g2%=10g2 27%=-6; b) lglo%=lg10"2=—12; c) log,~/2 =log, 2> =%; d) 1g/10* =1g10? =§;
1 =5 1 -5 3. ol 511 1 -5 8
e) logzﬁ—logZZ =7 f) lgw—lglo =7 g) log,Va" =log,a =5 h) logaﬁ—logaa =y
1 1 . 1
5.7.a) x=128; b) x=144; ¢) x=10000; d) x=—; €) x=a; x=a’; X=45; h) x=—7; i) x= .
) ) ) ) x=7:€) f) 9) x=+5; h) 5 ) o

5.8.a) x=2; b) x=4; ¢) x=8 d) x=64; e) x=5; f) x=25; ¢g) x=2; h) x=2; i) x=3.

23

210gz 5

5.9.a) 27 =272 =4.5=20; b) 5"*8°=5".5"=5.6=30; c) 5-27"%’=5.

) |y | Yeus 3
e) 52.10g53=(5Iog53) =32=9; f) (EJ 2 :((5) 2 ]:53:125.

5.10. a) 1g2,11=0,324; b) Ig11,5=106; c) 1g4,63=0,666; d) 120,276 =-0,559; e) 1g0,25=-0,602; f) 1g0,3=-0,523.

s

1
=5-§=8; d) 777 = 173=Z
5 7emd 3

5.11.a) x=3,31; b) x=398; c) x=1700; d) x=0,457; e) x=0,0214; f) x=0,0132.

Megoldasok



6. feladatlap

6.1. a) 1g8+1g125=1g8-125=1g1000=3; b) log,,3+log, 6+log,8=1og,,3-6-8=log,,144=2;

c) log,35+1log;75—1og; 21 =log; 3575

=log,125=3; d) 10g460—10g43—10g45=10g4%=log44=1.
6.2. a) 1g(30x)+1g%=lg(30x~%)=lg1000=3; b) 10g2(2a)+10g2§=10g2 (2a~g)=log28=3;

a
c) log,(25x)— log5 =log,— 25x —log5125 3; d) log48 log4%=log4%=10g4%
2

6.3. a) log, 2° +log, 3’ =log, (2°-3°) =log, 6" =5; b) log,,3* +log,,2° =log,, 3’ -2° =log,, 3’ - (2*)’ =log,,12° = 3;
3

, 1000 ] 8¢ 8 Y .
c) log,1000—1log, 2" =log,—— 5 =log,125=3; d) log,8°—log,2° =log, 6—log4 5 =log,4" =6.

3 . 2 . .
V275 =lg3 25=1g3 25=1g18,75, X =18,75;
3[82 4 4

6.4. a) %1g27—§1g8+21g5 =lg

b) %lg6+%lg8—lg\/——lg\/—\/_\/——lg\/——lg4 x=4; c) 3log,5- P2 - 2log,5 —log3 5 =log3(5~2)=log310, x=10;
3 3
d) 3lg2—- 2lg3+—lg36—lg2 ﬁ:lgz 26=lgE, X=E.
3 3 3
5I0g56 6 1 llog“42 1 llog”21 42.21
logs 6-logs3 _ _0_ 5 log,, 42+log, 21-log, 1764 _ _ Nz
6.5.a) 5" = o —5—2, p) [ 1oenteriomn =oen TRY = e = 176 =0,5;

2 logz 5.4 logzo 05 1033
log, 5,4 log206+log2005 (*) ( ) ’ . 2log; 5— 10g32 1033
0 (g) 3 3 54005 s d)(i) i 10,

3 ( ]logZOG 0,6 é log3 é log;
3 4 4

9
lg—
6.6.) log,6=18% =258 b) log,.5.6= 20 = 249. ¢) log, > =—LL = 0,698; d) log,0012=82212_ g
g2 1£0,5 T Igl2
3

6.7. ) log, 6 =log,(2-3)=log, 2 +log,3=1+1,585=2,585; b) log,9=1log,3* =2-log,3=2-1,585=3,17;
¢) log,12 =log, 2* +log,3=2+log,3=2+1,585=3,585;

d) log,18=1log,2-3* =log,2+log,3* =1+2-log,3=1+2-1,585=4,17.

7. feladatlap

7.1.a) 2x>0, x>0; b) 2x+4,5>0, x>-2,25; ¢) —=x>0, x<0; d) x¥*>0, x#0; €) 1-x>0, 1>x;

f) (=x)>>0, x#0; g) x*—4x+3>0. Szorzatta alakitas utdn (x—3)(x—1)>0. x<1 vagy 3<x. h) x*+3x+2>0. Szorzatta
alakitas utan (x+2)(x+1)>0. x<-2 vagy —1<x.

7. feladatlap — megoldas




log, X

log

/

7.3. Ertelmezési tartomany: R*. Ertékkészlet: R. Zérushely: x =2. YA

Novekedés: szigoruan monoton nd. Csokkenés: nincs. Nincsenek sz¢l-

soértékek. Nem paros, nem paratlan, nem periodikus.
logy X —1_—""

X= 5 Novekedés: nincs. Csokkenés: szigoruan monoton csok-

ken. Nincsenek szélséértékek. Nem paros, nem paratlan, nem pe-

7.4. Ertelmezési tartomany: ]—2;e0[. Ertékkészlet: R. Zérushely: ‘& YA
1
riodikus. \

log

7.5. a) Ertékkészlet: R. YA
b) Helyettesitsiik be a fliggvény képletébe a pont x koordinatajat. Ha

az igy kapott fiiggvényérték megegyezik a pont y koordinatajaval,
akkor a pont rajta van a grafikonon, egyébként pedig nem.

Ay=2log,(1-0,5)+1=2log,0,5+1=-2+1=-1. Az A pont

—

Tog,(X — 0,5+ 1

[}
|
|
|
|
|
|
1
pontja a grafikonnak. : ‘/

I 2
[

-1

B:y=2log,(0,5-0,5)+1=2log, 0+1.

~

Ertelmetlen kifejezés. A B pont nem pontja a grafikonnak.

C:y=2log,(0-0,5)+1=2log,(-0,5)+1. Ertelmetlen kifejezés.
A C pont nem pontja a grafikonnak.

D:y=2log,(4,5-0,5)+1=2log,4+1=4+1=5. A D pont pontja a grafikonnak.

Megoldasok




8. feladatlap

8.1. Annal a Iépésnél, ahol az egyenlet megoldasa soran felhasznaljuk, hogy az exponencialis fiiggvény kdlcsondsen egyértel-
mi fliggvény, ott a k.e.f. roviditést hasznaljuk. a) 2* =2°; kef.; x=3. b) 3-2=3.2% kef; x=5. ¢) 277 =2% kef;
2x-3=4; x=35. d) (2)" =2°; kef; 3*=9; kef; x=2. €) 5 *=5"; kef; 2x—4=-1; x=15. f) 2 =22 kef;
X2 =3x+4=2; x, =1, X, =2. @) 3 =3 kef; X —4x+3=0; X, =1, X,=3. h) 450D =40 ke f: (x+1)(x—2)=0;

X, =—1, X, =2. i) Nincs megoldas. j) Nincs megoldas.

X X X—2 ) X
8.2. a) 2—=1; 2 =1; kef; x=0. b) 2 23; kef; x—=2=1; x=3. ¢) (") =(7")% 5—3 =1; kef; x=0.
3" 3 3 3 7
2\ -5 2x —5 2 \¢ X 4 2 X 4 3X 4
d|=| = 2 ; 2 = 2 ; kef; x=-25. ¢) 2—2 2 =2—4; 2—23 = 2 ; 2 = 2 ; kef; 3x=4;
3? 3 3 3 3 3 3 33 3 3 3
4 X _10p
x=§. f) (2:5)*=10"; ke.f; x=3.

8.3. a) 343" =12; 3*+3.3*=12; 4.3*=12; 3*=3; kef; x=1. b) 2°+2.2"+4.2¥=28; 7.2°=28; 2°=2%

X X 2
kef, x=2. ¢) 2°.2°-3=3.3-2% 2°.2"+2%=3.3"+3; 9.2=4.3%; i—ng; (%) =(§); kef;, x=2.

d) 227 42200 _ 220D — 9. 2.0 4 4.2% _%.2“ =92; ?

27 =92; 27 =16=2% kef; x=2.

8.4.a) Az (j valtozd: u=2% u>-5u+4=0; u =1, u,=4. 2*=1; kef; x, =0. 2*=2% kef; x,=2.

b) Az (j valtozd: u=3* u*+2u-3=0; u =1, u,=-3. 3*=1; ke.f; x,=0. 3*=-3 egyenlet nem megoldhatd.

c) Az (j valtoz6: u=10" u+m=11; W —1lu+10=0; u, =1, u,=10. 10" =1; ke.f; x, =0. 10*=10; ke.f; x,=1. d) Az
u

0j valtoz6: y=2* u’-8u=0; u =8, u,=0. 2*=2% kef; x,=3. 2°=0 egyenlet nem megoldhat6. e) Az Gj valtozo:

u=2% 20 +u-1=0; u,= % u,=-1. 2*=2"; kef; x,=—1. 2*=-1 egyenlet nem megoldhaté. f) Az (j valtoz6: u=3".

3u?—10u+9=0 egyenlet diszkriminansa D =100—108 = —8 negativ, igy az egyenlet nem megoldhato.

. . . 1g12 1Y 4
8.5. a) Vegyiik mindkét oldal tizes alapu logaritmusat! 1g3* =1gl12; xlg3=I1gl2; X=1g—3; X=2,26. b) (g) =§;
g

14 lg% 5 5 lgg
(x+Dlg=—=1g—; x+1=—2>=0,203; x=-0,797. ¢) 8-2*—-2.2"42*=5; 7.2"=5 2¥==; xlg2=1g=; x=—2=;
3 5 1oL 7 7 g2

g

3
x=-0,485. d) 2°*—8-2* +15=0. Az (j valtozd: u=2* u’-8u+15=0; u,=3, u,=5. 2"=3; x=ig—§; X =1,58. 2" =5;

g
x=185. s 23
g2

9. feladatlap

9.1. Annal a 1épésnél, ahol az egyenlet megoldasa soran felhasznaljuk, hogy a logaritmus fliggvény kolcsondsen egyértelmii fiigg-
vény, ott a k.e.f. roviditést hasznaljuk.

Az log,b=c < a‘ =b definici6 alkalmazasa d.sz. (definicio szerint).

a) Kikétés: x>0. lgx=I1gl5; kef,; x=15. b) Kikétés: x>0. lgx=2; d.sz.; x=100. c) Kikotés: x>0. lgx=-1; d.sz,;

x=01. d) Kikotés: x<0. lg(—x)=—1; dsz.. x=—01. e) Kikotés: x>0. 1gL1=1; d.sz.; L1=10; X =10(x+1);
X+ X+

9. feladatlap — megoldas




x=—%. f) Kikotés: x>§. lg(3x—1) =Ig(x+1); kef; 3x—-1=x+1; x=1.

9.2. a) Kikotés: x>0. log, x =log, 6+1log,3; log, x=log,18; k.e.f.; x=18.
b) Kikotés: x> 0. log, x =log, 6 —log,3; log, x =log,2; k.e.f.; x=2.

c) Kikotés: x> 5. lg(X—S)=1g100—1g5=1g%=lg20; kef; x-5=20; x=25.
d) Kikotés: x>0. lg2x=1gl0+1g3; lg2x=1g30; k.e.f.; 2x=30; x=15.
9.3. a) Kikétés: x>5. log,(x—5)-(x+2)=log,8; kef; (x—5)-(x+2)=8. X’ =3x—18=0; X, ==3 nem megoldas; x, =6
3473 3-73
2

megoldas. b) Kikotés: x > 3. log, x(x—3) =log, 16; ke.f.; x(x=3)=16; x> =3x-16=0; X, = 5 megoldas, X, =

nem megoldas.

9.4. a) Kikotés: 3x—1>0 és 3—x>0, vagyis §<x<3. log,(3x—1)=log,(3—x); kef,; 3x-1=3-x; x=1. b) Kikotés:

3x—1
2X+2

3x=1>0 és 2x+2>0, vagyis é< X. logz%zlogzl; k.e.f; =1; 3x—1=2x+2; x=3. c) Kikotés: 2x—1>0
X+

és Xx+1>0 és log,(x+1)#0, vagyis x> % log,(2x—1)=log,(x+1); kef; 2x-1=x+1; x=2. d) Kikotés: 2x-5>0 és
X+1>0 és log,(x+1)#0, vagyis x>2,5. log,(2x—5)=log,(x+1); kef; 2x-5=x+1; x=6.

9.5. Az ilyen tipusu feladatoknal a kikotések eléggé bonyolultta valhatnak. Inkabb az eredmény helyességének ellendrzé-
se az egyszeriibb ut. a) log,log,log, x=1log,l; k.e.f.; log,log,x=1 log,log, x=1log,3; log,x=3; definici6 szerint;
x=8. Ellenérzés: log,log,log,8=1og,log;3=1log,1=0. b) log,log;lgx=1log,4; ke.f,; log,lgx=4; dsz; lgx=81;

lgx=1g10"; kef; x=10". Ellendrzés: log,log,1gl0" =log,log,81=log,4=1. ¢) log,(log,(logsx+2)+7)=1log,9;

kef,; log,(logsx+2)+7=9; log,(logsx+2)=2; log,(logs;x+2)=log,4; kef; logsx+2=4; log;x=2; log,x=log,25;

kef; x=25. Ellendrzés: log, (log,(log;25+2)+7)=log, (log,(2+2)+7)=log,(log,4+7) =log,(2+7) =log,(9) =2.

d) log, (lg(log2 x—-09)+ 6) =1;  log; (lg(log2 x—-09)+ 6) =log,5  kef; lg(log,x—-09)+6=5; Ig(log, x—=0,9) =-1;

Ig(log, x—0,9)=1g0,1; ke.f; log,x=1=log,2; kef; x=2. Ellendrzés: log;(lg(log,2-0,9)+6)=log,(Ig(1-0,9)+6)=

=log,(1g0,1+6) =log,(-1+6)=log,5=1.

9.6. a) Kikotés: x>0. Az (j valtozd u=1Igx. u>—11u+10=0; u, =1, u,=10. lgx=1. x,=10. lgx=10. x,=10".

b) Kikotés: x >0. Az Uj véaltoz6 u=Ilgx. u’-u-2=0; u,=-1, u,=2. lgx=-1. x,=01. lgx=2. x, =100.

c) Kikotés: x>0. Az Gj valtozdé u=Igx. 6u*+u—2=0; U1=—§, u2=1. 1gx=—%. X, = ! lgx=l. X2=\/E.

2 3 100 2

d) Kikotés: x >0. Az Uj véaltoz6 u=1log, x. 2u’+u—1=0; u,=-1, uzzé. log, x=—1. x =0,5. log2x=%. X, =+/2.

9.7. a) Kikotés: x>—6. lgx’ =lg(x+6); ke.f; x> =x+6; x’—x—-6=0. x,=-2 megoldas; x, =3 megoldas.

b) Kikotés: x>6. Ig(x?+6x)=lg(x—6); ke.f; x> +5x+6=0. x, =—2 nem megoldés; x, =—3 nem megoldas.

c) Kikotés: x>0. 2lgx=Ig(2x+3); lgx*=lg(2x+3); kef; x*=2x+3; x*-2x-3=0. x, =-1 nem megoldas; x, =3
megoldas. d) Kikotés: 1<x<7. lg(x—1)" =lg(=x+7); (x=1)>=(=x+7); X’ =2x+1=-x+7; xX*—x-6=0; kef; x, =-2
nem megoldas; x, =3 megoldas.

9.8. a) Kikotés: x>2. lg(x—-2)+lg(x+1)=1; Ig(x=2)(x+1)=1gl0; (x-2)(x+1)=10; x*—x-2=10; X’ —x-12=0;
k.e.f.; x,=-3 nem megoldas; x, =4 megoldas. b) Kikdtés: x>-3. log,(X+9)(x+3)=log,16; kef; (x+9)(x+3)=16;

X*+12x+27=16; x> +12x+11=0. x, =-11 nem megoldas; x, =—1 megoldés. c) Kikdtés: xe R. log,(3x* +4x+5) =log,9;

kef; 3x* +4x+5=9; 3x*+4x-4=0. X, =-2; x2=§. d) Kikotés: xe R. log,(x* +x+6)=log,8; kef; x> +x+6=8;

X*+x-2=0. X, =-2; x,=1.

Megoldasok



10. feladatlap

10.1.a) a-b=4,5-1,2-c0s30°=4,677; b) a-b=0-10-cos15°=0; c) a-b=2,4-5,25-c0s120°=-6,3;
d) a-b=4-0-cos85°=0; e) a-b=2-5-c0s90°=0; f) a-b=1-6-cos60°=3; @) a-b=4-1-cos135°=-2,828,;
h) a-b=4-6-cos0°=24; i) a-b=4-6-cos180°=-24;

10.2. a) Ha a két vektor koziil az egyik nullvektor, vagy a két vektor derékszoget zar kozbe.

b) Ha egyik vektor sem nullvektor és a kozbezart szog nagyobb, mint 90°. ¢) Ha egyik vektor sem nullvektor, és a kdzbezart szog
kisebb, mint 90°. d) A mésik vektornak az egységvektorra esd vetiiletének hosszat. €) Ha a kdzbezart szog 0°. f) Ha a kozbezart
szog 180°.

b6 b -10
10.3. a) cosy = §l|'|_b|=§=l; y=0° b) cosy=|;—a|‘|-b|=5'—4=—0,5; y =120°;

ab _ 565
b]-cosy  9-cos50°

a-b . S W =0,977.

9 |9| B |é_1|-_cosy - 6-cos120° - 3

S 9 2
10.4. A mechanikai munkavégzés definicisja W = F -5 = |Fl - [s| - cosy, ahol y a két

N
vektor altal kozbezart sz6g. W =20-10-c0s30°=173,2 J. F
— >
S
- > D C
105. AD=—~BAD _ 20 _; 5 .
AB-cos56° 11-cos56° AD
56°
J— -
A AB B
10.6. 6-6-cos72°=11,12.
6
72°
6 —
4 P , s 0
10.7. @) cosy =§. A paralelogramma egyenl6 oldalu, de nem derékszogi, igy rombusz. b) cosy = 75 =0. A paralelogramma
nem egyenld oldalu, de derékszogii, igy téglalap. ¢) cosy = 6__2 = —%. A paralelogramma altalanos, mivel nem egyenl6 oldalt és
nem derékszogl. d) cosy = % =0. A paralelogramma egyenl6 oldalt és derékszogi, vagyis négyzet.

11. feladatlap

11.1.2) a-h=2-2+(-1)-4=0. b) b+c=(2+(-3); 4+0)=(-1; 4); a:-(b+c)=2-(-1)+(-1)-4=-2-4=—6.
¢) 2-a+c=(2:2+(-3); 2:(-1)+0)=(I; —2); b-(2-a+¢)=2-1+4:(-2)=-6.

d) a-b=(2-2; —1-4)=(0; -5); a+c=(2+(-3); —1+0)=(-1 —1); (a-b)-(a+c)=0-(-1)+(-1):(-5)=5.

11. feladatlap — megoldas
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11.2. A vektorok hosszét az |z11|=,/a12 +a; ésa |l2| = /b? +b? Osszefiiggésekkel, a skalaris szorzatot az a-b=a,-b +a, b,

osszefiiggéssel szamolhatjuk ki. A cosy = ismeretében a keresett y sz6g mar kiszamolhato.

a-b
lal-|o|

a) |§|= 3P +47 =5 b= ./ +122_13 a-b=3-(-5)+4-12=33; cosy—lfl |%| %_0,5077; y =59,49°.

30
| ||b| 5.10

0 la =37, |p|=y3+(-0,5)" =/9,25; a-b= -0,5)=0; cosy =
al=\(-) b= - B 3+(-6) (-0.5)= i v
y=90°. d)|a=y5+(=2) =v29; |o|=yP+2,5 =7.25; a-b=5-1+(-2)-2,5=0; cosy =

¥ =90°.

b) [a]=v0*+5" =5; |b|=V8’+6" =10; a-b=0-8+5-6=30; cosy = =0,6; y =53,13°.

a-b 0
fb VB
— —
11.3. Alkalmazzuk az AB = h — a és AC = ¢ — a dsszefiiggéseket!

— — = -
a) AB=(4-0;3-0)=(4; 3); AC=((-1.5)-0;2-0)=(-1,5;2); AB-AC=4:(-1,5)+3-2=0. Derékszogii.

b) Es):((—a)—o; (-2)-0)=(-3; -2); A_c>=((—2)—0; 6-0)=(-2; 6); A_B>~E=(—3)»(—2)+(—2)-6=—6. Nem
derékszogi. ) ﬁ=(4—1; (-3)-1)=(3; —4); A_C>:=(5—1; 4-1)=(4; 3); /53>~ﬂ>:=3-4+(—4)-3=0. Derékszogti.

10

11.4. Derékszog esetén a skalaris szorzat 0. a) a-b=2- 5+(—3) x=0; x= b) a-b=

3 3-(5-x)+(=2)-x=0; 15-5x=0;
x=3. ¢)a-b=2-6+(-3x)-x=0; x¥’=4; x,=-2; x,=2. d) a-b=x-x+(-3)-(-12)=0; x*>=-36. Nincs megoldas.

12. feladatlap

12.1. Szémitsuk ki a C csticsndl 1évé y szoget! y =180°—(35°+44°)=101°. irjuk fel a szinusztételt! %:%;
sin
b=7,08 cm. &= 4_sg4em.
10 sinl01°
e . L, . - . , X sin34°
12.2. Szémitsuk ki a B csacsnal 1évé B széget! B =180°—(20°+126°)=34°. Irjuk fel a szinusztételt! 7m0
sin
x=19,62 cm. L =S0126% 0y g 35 om
12 sin20°
12.3. Szémitsuk ki az A cstcsndl 1év6 o szoget! §= ?1“6‘;‘0; sina =0,5091; a=30,61° y =180°—(63°+30,61°)=86,39°.
sin
irjuk fel az y oldalra a szinusztételt! Y _sin86,39°, ; y=7,84 cm.
7 sin 63°
- . . N . - . . 5 o o . X s8in79,3°
12.4. Szémitsuk ki a harmadik szdget és hasznaljuk a szinusztételt! 180°—86,5°—79,3°=14,2°. — = . Xx=480,68

120 sinl4,2°
méter.

12.5. Szamitsuk ki a harmadik szoget! y=180°—(47°+59°)=74°. A szinusztétel alkalmazasaval az a és a b oldal

kifejezhet a ¢ oldallal. a_ s%n47 ; a=0,7608-c. E: s%n59
c sin74° C sin74°

b=0,8917-c. Akeriillet: k=a+b+c=

=0,7608-c+0,8917-c+c=2,6525-c=30. c=11,31cm. a=8,6cm. b=10,09 cm.

Megoldasok



12.6. A 180° 3:4:5 aranyu felosztasaval megkapjuk a haromszog belsd szogeit. 3X+4x+5x=180° X=15°. a=3x=45°%
B=4x=60° y=>5x="75° Aharomszdg megszokott jeldléseit hasznalva a ¢ oldal 20 cm hosszisagu. Felirva a megfeleld olda-

sin45 . a=14.64 cm. iz sin 60 :
sin75° 20 sin75°

lakra a szinusztételt, % = b=17,93 cm.

13. feladatlap

13.1. c-vel jel6lve az ismeretlen oldalt, irjuk fel a koszinusztételt! ¢ =10 +20>—2-10-20-cos42° = 500 — 400 cos 42° = 202,74
c=1/202,74 =14,24 (cm).
13.2. A haromszdg részeinek szokasos jeloléseivel legyen a=12 cm, b=15cm és c=18 cm! 18> =127 +15°—-2-12-15co0sy;

cosy:%; y =82,8°. 157 =127 +18 =212 18cos B; cosﬂ=%; B =558° a=180°—(82,8°+55,8°) =41,4°.

13.3. Az eredd er az dsszetevo erdk altal kifeszitett paralelogramma atloja. A harom erévektor altal meghatarozott haromszogben
szamitsuk ki az eredd erdvel szemkozti szoget és irjuk fel a koszinusztételt!

a) 180°-42,2°=137,8°. F?=20"+34”-2-20-34c0s137,8°=2563,5; F, =50,6N.
b) 180°-132,5°=47,5°. F?=20"+34"-2.20-34c0s47,5°=637,2; F,=252N.

F=43N

Fr=43 N

Y

13.4. Az adott sz6ggel szemkozti 4tlét (e) kozvetlenil kiszamolhatjuk a koszinusz- f
tétel segitségével. &> =15 +24*—2-15-24¢c0s67°=519,7; e=22,8 cm. A szig
cslicsabol kiinduld atlot () pedig a szog melletti szégre felirt koszinusztétellel

a=15cm

O
O

b =24 cm

szamolhatjuk ki. 180°—67°=113°. f?=15"+24%—-2-15-24cos113°=1082,3;
f =32,9 cm.

13.5. A haromszdg két oldala felirhat6 az x aranyossagi tényezével: a=3x, b=5x. A harmadik oldalra (c) felirhatjuk a ko-
szinusztételt, ¢>=(3x)" +(5x)" —2(3x)(5x)cos60° = 9x> +25x* —15x* = 19x*. A harmadik oldal tehét c=+/19x. Helyettesit-

stk be a kifejezéseket a haromszog keriiletképletébe. k =a+b+c=3x+5x++/19x = (8+ \/ﬁ) x=30; x= S 0 _ 2,43 (cm).

+/19

a=3x=7,29 (cm), b=5x=12,15 (cm), ¢=+/19%x=10,59 (cm).

13.6. Irjuk fel ugyanarra az e atlora kétszer a koszinusztételt! e* =10>+13>—2-10-13cos80°, > =97 +x*—2-9-xcos123°.
Innen 10° +13°=2-10-13c0s80°=9>+ x> —2-9-xcos123% x> +9,804x —142,85=0. x, =—17,82 nem megoldas. x, =8,02 cm
megoldas.

80°

10 cm 13 cm

13. feladatlap — megoldas




14. feladatlap

14.1. lrjuk fel a c oldalra a koszinusztételt! c*=8%+13%-2-8-13c0s36,4°=65,58;
c=8lcm. A p szoget megkaphatjuk a 13 cm-es oldalra felirt koszinusztétellel.

39,39
129,6

132 =8"+8,1>~2-8-8,Icos B; cosf=— =-0,3039; B =107,7°.

13 cm
o= 180°—(107,7°+ 36,4°) =35,9°.

14.2. Szémitsuk ki az ismeretlen harmadik szoget! o =180°—(42,7°+56,2°)=81,1°.

Szinusztétellel szamitsuk ki a b oldalt! £=w; b=286cm. A b ol-
34  sin81,1°

dal és az a oldal felével fel tudjuk irni a sulyvonalra a koszinusztételt!

s;=28,6"+17°-2-28,6-17cos42,7°=392,33. s, =19,81 cm.

14.3. Az a szbg a 72°-os szog kiegészitd szdge, o =108°.
A B =180°—(108°+47°)=25° Irjuk fel y-ra is és z-re is a szinusztételt!

y_ 51.11108 , y=7,8cm. r_ s%n25 . 2=3,47 cm. Az x-et koszinusztétel
6  sin47° 6 sin47°
segitségével  hatarozhatjuk meg. x> =5+6>—2-5-6c0s72°=42,46,

X=06,52 cm.

14.4. ¢ =180°—(45°+110°) =25°. irjuk fel az e étlora a szinusztételt!

£ _ M, e=66,71 cm. Irjuk fel x-re a koszinusztételt!

30 sin25°
x> =20%+66,71° =2-20-66,71c0s65°=3722,51. x=61 cm.

15. feladatlap

15.1. A koszinusztétellel hatarozzuk meg a c oldalt! ¢>=8+11"-2-8-11c0s35°=40,83°, ¢=6,39cm. A Kkeriilet:

absiny  8-11sin35°

k=a+b+c=8+11+6,39=25,39 (cm). Aterillet: t= 5

=25,24 (cm?).

b=11cm
Megoldasok



15.2. Vezessik be az x aranyossagi tényez6t! k=a+b+c=2x+3x+4x=
=9x=36. x=4cm. A megfeleld oldalak: a=2x=8cm, b=3x=12cm,

c=4x=16 cm. Irjuk fel a koszinusztételt a y szogre! 16 =8> +12%-2-8-12cosy,

cosy =—0,25, y=104,5°. A terilet: t=ab52m7=8'125“;104’5 =46,5 (em?).
, . k 36 e D . .
A kerllet fele: s=5=7=18(cm). A Dbeirhatd kor sugara: t=rs, innen
t 46,5 12
r=—=—2-=2,58 (cm). Akorulirhat6 kor sugara: R =a—bczw=8,26 (cm?).
s 18 4 4-46,5

15.3. Szamitsuk ki az o szoget! a =180°—(95°+38°)=47°. irjukfela c és a b

oldalra a szinusztételt! Lo sin93 c=17,71 cm. £= sin 38

- s - , b=10,94 cm.
13 sin47° 13 sin47°

A kerillet: k=a+b+c=13+17,71+10,94=41,65 (cm). A félkerilet: s:%:
=20,83 (cm).

acsinf3 13-17,71sin38° t 70,87

270,87 (em?), r=L=T987 3 4 (em) R=FC_1ITTLI094 o o0 oy
2 s 20,83 4 4.70,87

Aterilet: t=

15.4. Atrapéz magassaga: m=6sin60°=5,2 (cm). x=6c0s60°=3 cm. y=a—-c—x=13-3-8=2 (cm). A b oldalt Pitagorasz-
tétellel szamoljuk ki! b*> =y’ +m* =2>+52=31,04, b=5,57 cm. A kerillet: k=a+b+c+d =13+5,57+8+6=32,57 cm.

c=8cm
Aterilet: t=2FCm =138 55546 (cm).
2
d=6cm m m b
P =60 B
X y
a=13cm
15.5. A paralelogramma m magassaga:
m=bsina =12sin56,8°=10,04 (cm).
Ateriilet: t=ma=150,6 (cm®). b=12cm m
56° 48’ /]
a=15cm
15.6. Arombusz m magassaga: m=Dbsina = 6sin42,4°=4,05 (cm).
Flage b _ 2
Aterllet: t=ma=24,3 (cm"). b=6cm m
42° 24’ 4
a=6cm

15. feladatlap — megoldas




16. feladatlap

A ; YA
16.1. a) sin|2x-Z |=X=. ox-Z=Ziokn,  2x=2+Ziokn,  2x=-Z+2kn,
3 2 3 4 4 3 12
X =F ke ax=E=Toin =T o, =T e, =BT I
24 4 4 3 12 24 i
0
k,le Z.
\\ /
A
b) cos lx+£ =—l, lx+£=2—7t+2kzr, lX=2—”—£+2kn', lx=£+2kn, —1
2 6 2 2 6 3 2 3 6 2 2 y
| YA
X, =x+akr; xa T ot LT ol =T vl ke
2 6 3 2 6 3 / N
T T T 2 2r  km 1 \ 1
c) tg| 3x+= |=3. 3x+==Z+km, 3X==———+kr, 3X="—+kr, X="—t—, kKeZ = L
5 5 3 3 5 15 45 3 X
1 T 1 T T 1
d) ctg| =—x—— |=-1. =x——=——+kn, —x=+kr, x=3kr, ke Z. \ /
30 4 37 4 4 3 >
—1
16.2. Mivel a szinusz- és koszinuszfiiggvény argumentuma megegyezik, osszuk el az egyenlet
mindkét oldalat cos x-szel!
a) sinx=cosXx. tgx=1, X=%+k7r, ke Z. b) sin2x=-cos2Xx. tg2x=-1, 2X=—%+k7r, X=—%+k7ﬂ, ke Z.
C) 3sinX=2cosX. tgx=£; x=0,588+knr, keZ. d) tg x+Z =—£. X+£=—£+k7z, X=—£+kﬂ', ke Z.
3 3 3 3 6 2
16.3. @) sin2x =sinx; 2x=x+2kz, X =2kz, vagy 2x =7 —x+2lz, 3x=7+2lx, | YALL |
T 2 //\ ﬂ\\
X, =—+=ln, k,1eZ. /
33 \ |/ B
—1 \\ /4 L
0 X
b) cos2x=cosx; 2x=X+2kw, X =2krz, vagy YA | N » /
4 N _1
2 2
2x =21 —x+2ln, 3x=2m+2lr, x2=?+gln, k,leZ. / / \
—1 1
0 X
\
\\ ﬁ//
—1|
16.4. a) sin2X =cosX; sin2X =sin T _x . 2X=£—X+2kn’; 3X=£+2kn:, X1=£+£kn', Y)\]
2 2 2 6 3
/ N\
vagy 2x=m — T _x +2Ir, x2=£+2In, k,le Z. _7K )Y_
P 2 -1 N 7 1
0 X
b) cos2x=sinX; cos2X=cos T x| 2x:£—x+2kn; 3X=£+2kn’, X1=£+zk7r, vagy L y
2 2 2 6 3
A
P 3n -1
2X=2m — E—X +2lr, X2=7+2|n’, k,leZ. YA
4 }
-1 yd I
01N\ X
NERER i
—1
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17. feladatlap

17.1. Az egyenletek megoldasanak alapdtlete az, hogy egy szorzat akkor 0, ha valamelyik tényezdje 0. Az egyenletek bal oldalat,
amennyiben sziikséges, szorzatta kell alakitani, és egyenként meg kell vizsgalni, hogy a tényez6k mely x-eknél 0-k.

a) sinx—l sinX+£ =0. Vagy sinx—le, sinx:l, x1:£+2k17z, X2=5—ﬂ+2|17r, vagy sinX+£=O,
2 2 2 2 6 6 2
sinx=—g, x3=7Tﬂ+2k27r, X4=ST7T+2|27:, K. 1, ky, L, eZ

b) cos®x—2cosXx+1=0. (cosx—1)2=0. cosx=1, x=2kn, ke Z.

c) tg’x—3=0. (tgx—\/g)-(tgx+\/§)=0. tgx—3=0, tgx=+/3, X1=%+k7t, tgX++3=0. tgx=—3, XZ:—ST”H;:,

k,leZ.
17.2. Vezessiink be j valtozokat a trigonometrikus fliggvények helyett, és oldjuk meg a masodfok( egyenleteket!

a) 2cos’ X—3cosX+1=0. u=cosx. 2u*=3u+1=0. u1=%, u,=1. cosX=%, X1=%+2k1n’, xzzs?”+zl7r, vagy cosx =1,
x, =2k,7, k,I,k, eZ.

1 1
b) 2tg” x+tgx—1=0. u=tgx. 2u>+u-1=0. u, =—1, u2=5. tgx=—1, x1=—%+k7r, tgx=5, X, =0,464+Ix, Kk, le Z.
17.3. A sin” x+cos’ x =1 azonossag alkalmazasaval atirhatjuk az egyik szogfiiggvény négyzetes kifejezését.
a) sin*X—cos’ X+sinx=0. cos’x=1-sin’ X, sinzx—(l—sinzx)+sinX=0, 2sin’ X+sinx—1=0. u=sinx. 2u*+u—1=0.
| 1 T St . T
u=-1, u,==, sinx=—, X =—+2kzm, X,=—+2lr, vagy sinx=-1, x,=——+2k,7, k, Ik, e Z.
2 2 6 6 2
b) cos® X —sin® X +cosx—2=0; sin’ X =1—cos” X, coszX—(l—coszx)+c0sx—2=0, 2c0s* X+cosX—3=0. U=cosX.
20 +u—3=0. ulz—%, u,=1. sinx:—% nem megoldhat6 egyenlet, sinx =1, X=%+2kn:, keZ.
C) —2cos’x+3sinx=0. cos’x=I-sin’x, —2(1—sin®x)+3sinx=0, 2sin’X+3sinx—2=0. u=sinx. 2u*+3u-2=0.

u =-2, uzzl. sinx =-2 nem megoldhato egyenlet. sinX=l, X, =£+2kn’, X, :5—ﬂ+2ln k, leZ.
2 2 6 6

d) —2sin® x—3cosx+3=0. sin’ x=1-cos’X, —2(1—coszx)—3cosx+3=0, 2cos’ X—3cosX+1=0. Uu=cosX.

207 -3u+1=0. y, =%, u,=1. cosx =%. X, =%+2kln, X, =ST7T+2I71, vagy cosx=1, X,=2k,7, k, LLk,eZ.
17.4. Az egyik szogfiiggvényt vigylk &t az egyenlet masik oldalara, majd emeljiik négyzetre mind a két oldalt! (A négyzetre eme-
1és miatt hamis gyok is eldallhat, ezért muszaj ellendrizni!)

. . . 2 . e Z
a) sinx+cosx=1. sinx=1-cosX, sin’x=(1—-cosx) =1-2cosXx+cos’X. sin’Xx=1-cos’Xx behelyettesitése utan:

1-cos’ x=1-2cosX+cos’ X, cos’X—cosx=0. cosX(cosx—1)=0. cosx=0. Xl=%+2kﬂ. cosx=1 x,=2lz. k, le Z
b) 3cosx—4sinx=4. 3cosX=4+4sinX. 9coszx=(4+4sinx)z, 9cos’ X =16+32sin X +16sin” X. cos’ X =1-sin’ X
behelyettesitése utan: 9(1—sin’ x) =16+32sinX+16sin® x. 25sin® x+32sinx+7=0. u=sinx. 250°+32u+7=0. u,=—1,

u, =-0,28. sinx=-1, xl:%”+2k1n. sinx =-0,28 X, =3,425+2k, 7, X, =6+2lz. k,, le Z.

17. feladatlap — megoldas 105




18. feladatlap

18.1. a) Az egységkoros abrardl leolvashatok, hogy mely egységvektorok masodik koordinataja nagyobb g -nél.

V2

A fiiggvény grafikonjarol pedig, hogy mely x értékeknél nagyobb a fliggvényérték > -nél. A megoldas mindkét esetben:

%+2k7r<x<37”+2k77:, ke Z.

YA YA
R
1 ~ N Pea
—1 T/ N ~N S
Sy e = N = 1/ :)_?
0 X EAREEAEN T z ox 3 N 31 |4
27T 7 L‘\27 4 0 4 TN 7+
—1
—1
b) ZT”+2k7rsxs7Tﬂ+2kn, ke Z.
| YA YA
aaN i :
i/ \ /N N /.
0 X ‘Cls/ - =3rr- » | Eroﬂ— u\\ rr /-\/:/ 7:-:&
T/ T e e e
N | T
—1

c) 2Tﬂ+2kﬂSXS4Tﬂ+2k7r, ke Z.

YN YA
/'\/ 1
/ \ gh i ARy .
—1 1 I . 0 o N
X S " Y AR
\ B T2aN_ T2 i 2 N S 2
[ —1
d) 3—”+2kn£xs5—ﬂ+2kn, ke Z.
2 2
YA AY
™\ L
\ y, N\
il \1\ — = = VARS \\Q
0 /Y _n __‘3_\_ | /T 0 T patd S
ZJT “\ I / 7 D \ [4 /7 2 7 2 N
/ =t
—1
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18.2. a) 5?”+2k7TSX<7?ﬂ+2k7T vagy %+2kn<xs13?ﬂ+2kn, keZ.

YA YA
1 T 17
1 1 ARNES ST A
% e M : o= Ao
\< y I S AN T RS B
—1
b) T oiokrsx<Z4okn vagy 7—ﬂ+2kn£st+2kn, keZ.
6 4 4 6
YA YA
JERGS 7ol N A | P N DR > g
74""'\“"““"““"““"“}7 B
~1 L AN . / >
0 K oL zz] BN [ o | [ A5] mumor
\ //
—1 —1 ]

19. feladatlap

- —
19.1.a) CA=(2—(=3);(-1)=0) = (5;-1); |CAI =5 +(=1)* =/26.
— —
b) AB=((-3)-2(-2)—(-1) =(-5;-1); |AB| =(=5)" +(-1)* =+/26.
— —
¢) CD=(1-(-3):5-0)=(45); |CD| =4 +5% =41
— —
@) BD=(1-(-3):5—(-2)) = (47); [BD|=&+ 7" = J&5.
%
19.2. A haromszdg oldalaira illesztett vektorok hosszaval kiszamolhatjuk az oldalak hosszat. AB=(0—4;2—(-1))=(-4;3),
— — — —
|AB|=\/(—4)2+32 =25 =5, AC =(1-4;0—(-1)=(-3;1); |AC|=J(—3)2+12 =/10; BC =(1-0;0-2)=(1;-2);
%
|Bc|=,/12 +(=2)* =5. k=a+b+c=5+10++/5=10,4 cm.

193, f,=2FC_(0HCD S24LAY 555 F 0533, f=2fC (HOHCD. 3AxLA) o)
=7 2 2 27 2 2
F,(18:-1). fc=§;9=(4’62+°; ‘3’42+5’2)=(2,3; 0,9, F(2.3 0,

19.4. Szamoljuk ki az oldalak felezépontjanak koordinatait!

b+c (1+(=5) (-2)+(-6)
f==== ) 2—2; —4, F—2;—4.
1= ( ¢ S
a+c (4+(-5 3+(-6)
f == == 5 = —O,S;—I,S 5 F —0,5;—1,5 .
== ( S R ) Rl )
— —
AR, =((-0,5)-4;(-1,5)-3) =(-4,5;-4,5); ‘AFb =(=4,5)* +(~4,5) =6,364.
— —
FF. = ((-2) = (-0,55(-4) = (-1,5)) = (-1,5;-2,5); FoFal =15 +(=2,5)" =2,915.
— - S| | =] | =
FaA=(4_(_2);3_(_4))=(6;7); s.|=|F,A =62 +7% =9,22. kz‘AFb +|FR,F, [+|F,Al=6,364+3,536+9,22=19,12 (cm).

19. feladatlap — megoldas




19.5. A felezépontok koordinatainak meghatarozasa utan a stilyvonalakra fektetett vektorok hosszat hatarozzuk meg!

fa=9+9:(1+(_5);(_4)+(_7)J (-2-5.5), F(-2-55). f,=2 +°=(4+(_5);2+(_7)J=(—0,5;—2,5), F,(=0,5-2,5).
2T 2 2 2 2 2

§+9:[ﬂ.2+(—4)

f =

; =(2,5-1), F(2,5-1).
3 5 ) ( ), R )

6> +7,5 =9,6.
=JL5+(-1,57 =2,12.
= J(-7,5) +(=6)* =9,6.

=FA=a-f,=(4-(-2):2-(-5,5) = (6:7.5);

s,=FB=b—1f, =(1-(=0,5%-4~(-2,5) =(1,5~1,5); |sb|—

s.=FC=c—f, =(-5)-2,5(-7) = (1) =(-7,5-6);

5,|=9,6+6,671+9,6=25,871 (cm).

19.6. a) Az oldalfelez6 pontok meghatarozasa utan fektessiink a kérdéses kozépvonalakra vektort!

a+b (5+9,2;4)=<7;3>, F(7:3).

F, F,
:9 c (9+7 4+8) 8:6), F.(8:6). ¢ b

f, =

ﬂ

T+( 1),8”] (3:6). F.(36). D 5

(=
S

-1+5 4+2
= )=(2;3), Fy(2;3). A

FF=f,— f,=(8-7:6-3)=(;3); FF—f—f =(3-2;6-3)=(L;3).

-
b) Az a) pont eredményei alapjan F,F =F,F,, azaz a két vektor egyenlé hosszusag és parhuzamos. Ha egy négyszog egy

szemkdzti oldalparja parhuzamos és egyenld hossztsagi, akkor a négyszog paralelogramma.

a+tb+c ((-2)+6+1 (-2)+(-2)+9 55 §+i+9 54+(=3)+3 3+2+(-1) 54
197 §ABC= 3 = 3 5 3 = 5,5 . §EFG= 3 = 3 ; 3 = 3’5 .

Nem egyeznek meg a sulypontok koordinatai, tehat nem esnek egybe.

A

198, h1=2§+t')= 2(—4)+11;2.7+(—23) —(13), H,(1:3).

- 3 3 3

a

h, = a+ b= (—4)+2.11;7+2.(—23) —(6-13), H,(6:-13).
2 3 3 3 Hi
Az 6t6ddlépontok koordinatai az A ponttdl indulva:
01=4§+lg: 4-(—4)+11;4-7+(—23) — (-L1), O,(=L;1);
- 5 5 5

3a+2b (3-(-4)+2-11 3-7+2-(=23) © &
0,=—=_—== ; =(2-5), 0,(%-5);
— 5 5 5

(= . . (= b
o3=2§+39= 23 2T+3:(2))_ 5y 0,(5:-11) b
—= 5 5 5
B

0,= Q?Q =((_4);4'11;7+4'5(_23) ):(8;—17), 0,(8;~17).

20. feladatlap

3.(=1) =(6:—3): 1 = 2.-1 =(1:— .

Megoldasok




20.2.a) p+da=(-2+4-21+4:(-)=(6:-3). b) p-Lda=(-2-14-21-14 (-1))=(-4,8;2,4).

— —
20.3. BA=a—b=(-2-32-3)=(-5;-1). 20.4. BA=a—b=(-2-32-3)=(-5;-1).

_)
A d helyvektor: d =c+BA=(2+(-5);5+(-1)) =(-3;4).
D(-3;4).

A ¢ helyvektor:

— —
c=f+FC=f-BA=(1-(-5):5-(-1))=(6:6). C(6:6).

A d helyvektor:

- -
d=f+FD=f+BA=(1+(-5):5+(-1))=(~4:4). D(~44).

20.5.
v W, (pozitiv iranyu forgatott) w, (negativ iranyu forgatott)
a) (2;-5) (5:2) (-5:-2)
b) (5:4) (-45) (4-5)
©) (=2:1) (-1:-2) (1;2)
) (=3;0) (0;-3) (0;3)

— — — —
20.6. OA=a-0=(-1-2;5-3)=(-3;2). Az OB vektor az OA pozitiv 90°-os elforgatottja: OB =(-2;-3). b=0+0B=

— - = D
=(24(=2);3+(-3))=(0,0), B(0,0). Az OC vektoraz OB pozitiv 90°-os elforgatottja: OC = (3;—2). A
— — - .
c=0+0C=(2+3;3+(-2))=(5,1), C(51). Az OD vektor az OC pozitiv 90°-os elforgatottja:
— —
OD=(2;3). d=0+0D=(2+2;3+3)=(4;6), D(4;6).
— — — _ C
20.7. OA=a-0=(4-2;6-3)=(2;3). Az OB vektor az OA pozitiv 90°-os elforgatottjanak kétsze- B
—> —
rese: OB=2-(=3;2)=(=6;4). b=0+0B=(2+(=6);3+4)=(-4.7), B(-4;7).
—> —> . .
Az OC vektor az OB pozitiv 90°-os elforgatottjanak fele:
i > A
OoC= E(—4;—6) =(-2;-3). ¢=0+0C= (2 +(=2);3+ (_3)) =(0,0), C(0,0). Az B
—> —> . .
OD vektor az OC pozitiv 90°-os elforgatottjanak kétszerese:
— —
OD=2-(3;-2)=(6;—4). d=0+0D=(2+6;3+(-4))=(8;1), D(8&-1).
D
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— — — 4 .
20.8. AB=b-a=(-2-1;4-1)=(-3;3). Az AD vektor az AB pozitiv 90°-os elforgatottja:

— — > -
AD=(-3;-3). d=a+AD=(1+(=3);1+(-3))=(-2;-2), D(-2-2). BC=AD=(-3;-3).

N c A
c=b+BC= (—2 +(-3);4+ (—3)) =(=5;1), C(-5;1). A szimmetria-kdzéppont az AC atl6 felez6pontja:

0= 2Fe (19 I+ o oo,

-2 2 2 D

21. feladatlap

21.1. A normalvektor koordinatai az egyenes egyenletében egy oldalon 1év6 valtozok egyiitthatdi. Az els6 koordinata az X egyiitt-
hatoja, a masodik pedig az y egyiitthatdja.

a) n(2-3), v(3:2); b) n(=2;-1), v(1;-2);

c) n(L;0,6), v(-0,6;1); d) n(L;-1), v(L;1);

21.2. A normalvektor ¢és a pont koordinatdit helyettesitsiik be az Ax + By = Ax, + By, egyenletbe!

a) 2x+4y=2-1+4-3=14, x+2y=7, b) 5x=5-(-1)+0-0=-5, X=—1,
C) 2x—-3y=-2-2-3-(-3)=5, -2x-3y=5; d) x-y=1-0-1-0=0, x—-y=0.

21.3. Az iranyvektort el6bb el kell forgatni 90°-kal, aztan helyettesitsiik be a koordinatakat az egyenletbe!

a) n(—4;2), —4x+2y=-4-1+2-3=2, —4x+2y=2. b) n(0;5), 0x+5y=5-0+0-5=0, 5y=0, y=0.

) n(3;-2), 3x—-2y=3-2+(-2)(-3)=0. d) n(l;1). x+y=1-0+1-0=0, x+y=0.

21.4. A szakasz két végpontjaba mutato helyvektor segitségével megadhato a szakaszra fektethetd vektor (,@) =b- g), és ez ép-

pen a keresett egyenes iranyvektora. Az iranyvektor 90°-os elforgatasaval megkapjuk az egyenes egy normalvektorat. Az egyenes
adott pontjanak barmelyik végpontot tekinthetjiik.

a)

e

ﬁ
—AB=b-a=(-2-2;-4-4)=(-4;-8), n,(8;—4), 8x—4y=8-2-4.4=0, 8x—4y=0, 2x—y=0.

=<

(=)

ﬁ
) V,=AB=b-a=(-1-0;3-0)=(1;3), n,(3;1), 3x+1y=3-0+1-0=0, 3x+y=0.

1<
Il

_>
c) \EzAB=lg—§=(1—0;0—(—4))=(1;4), n(=41), —4x+y=-4-0+1-(-4)=-4, —4x+y=-4.
ﬁ

d) v,=AB=b-a=(2,5-(-1);-3,2-1)=(3,5;—-4,2), n,(4,2;3,5), 4,2x+3,5y=4,2-(-1)+3,5-1=-0,7, 4,2x+3,5y=-0,7,
esetleg 6x+5y=—1.
%
21.5. Az AB szakaszra merdleges egyenes normalvektora pont az AB vektor. Az egyenes adott pontja az A pont.
%
a) n,=AB=b-a=(-1-4;-1-(-1))=(-5;0). —5x+0y=-5-4+0-(-1)=-20, x=4.
_)
b) ne=AB=b-a=((-3)-2;1-(-3))=(-5;4). —5Xx+4y=-5-2+4-(-3)=-22, —5x+4y=-22.
%
¢) n,=AB=b-a=(4-0;0-(-3))=(4;3). 4x+3y=4-0+3-(-3)=-9, 4x+3y=-9.
%
d) n.=AB=b-a=(2,5-(-1,5);-3,2-3) = (4;-6,2). 4x—6,2y=4-(-1,5)-6,2-3=-24,6, 2x—3,1y=—-12,3.

— —
21.6. Szamitsuk ki a szakaszfelezé pontot (F), majd az AB vektort! Az AB vektor az egyenes normalvektora, az adott pontja
pedig a szakaszfelezd pont.

- —
a) f=2"2 —=(%1;1+§ 1))=(1;0), F(1:0). n,=AB=b-a=(1-1;1-(-1))=(0;2). 0x+2y=0-14+2:0=0, y=0.

2

a+h (0+5 -2+0
27 2

—§+9=(E-ﬂ)=(2;—2), F(2;-2). E:Ha)=t_)—g=(3—1;—1—(—3)):(2;2). 2X+2y=2-2+42-(-2)=0,

ﬁ
):(2,5;—1), F(2.5-1). n,=AB=b-a=(5-0;0—(-2))=(5:2).

5X+2y=5-2,5+2-(-1)=10,5, 5x+2y=10,5. d) f=

a+b (-2,5-1,5 2-32
2 72

)z (=2;-0,6), F(=2;-0,6).

%
n,=AB=b-a=(-2,5-(-1,5);-3,2-2) =(-1;-5,2). —X=5,2y=-1:(-2)-5,2:(-0,6)=5,12, —x—52y=5,12.
Megoldasok



22. feladatlap

22.1. Helyettesitsiik be az egyenes X valtozdjaba A pont elsé és az y valtozojaba az A pont masodik koordinatajat! Ha igy igaz
az egyenléség, akkor pontja az egyenesnek, ellenkezd esetben pedig nem az.

e: 2x—-3y=2-2-3-(-1,5=8,5#7,5 tehat nem pontja; f: x—y=2-(-1,5)=3,5=3,5, tehat pontja;

g: 2x—-2,5y=2-2-2,5-(-1,5)=7,75#7,25, tehat nem pontja; h: 3x=3-2=6=6, tehat pontja. Két egyenesnek pontja az
A pont.

222. A(l;—i} B(-1:3); 0(3;—3} D(Z;—l}
2 575 4

A —lx+—y——l~1+z 333 ontja az egyenesnek
273 2 3| 2 2 2 [ PO &y '
1 2 1 2 5 3

B: ——x+—y=——(-1)+=-3==| #—= |, nem pontja az egyenesnek.
53 2( ) 3 2[ 2) pontj gy

C —lx+z ——l-§+% —2 __é ——3 ontja az egyenesnek

3 25 30 5 2 2 [P & '

1 2 17 2 37 3 .

D: —Xx+—y=——-—+—(-1)=——| #—= |, nem pontja az egyenesnek.
2 3y 2 4 3( ) 21( 2) pom &y

22.3. Az egyenes ¢s az X tengely metszéspontjanak y koordinataja 0. Ezt az értéket az egyenes egyenletébe helyettesitve megkapjuk
az X koordinatat. @) 2,5x+3,2-0=-8, x=-3,2. b) —1,2x+2,4-0=4,8, x=—4. ¢) Xx+2-0=6, x=6. d) 0,4x-0,6-0=1,8,
x=4,5.

Az egyenes ¢€s az Yy tengely metszéspontjanak X koordinataja 0. Ezt az értéket az egyenes egyenletébe helyettesitve megkapjuk
azy koordinatat. a) 2,5-0+3,2y=-8, y=-2,5.b) -1,2:0+2,4y=4,8, y=2. ¢) x-0+2y=6, y=3. d) 0,4-0-0,6y=18,
y=-3.

. 1 11 2 1
22.4. Helyettesitsiink be az f egyenes egyenletének X valtozdjaba E_Ot! -———+=y=3, Y =79=4,75. Helyettesit-

23 3

siink be az e egyenes egyenletének X valtozojaba —% -ot! é(—l)—§y=2, A =—%=—7,5. A két ordinata kiilonbsége:

2| 3
19 (15 49
—y,=——| = |2 =12,25.
Yi=Ye=7 ( 2) 2

23. feladatlap

23.1. Hasznaljuk a nevezetes szogfliggvényértékeket! a) m =tg30° = —3, b=-2, y= g X—2.

e

b) m=tg45°=1, b=1, y=x+1. ¢) m=tgl35°=-1, b=0, y=—x.

23.2. HasznAljuk az m=V—2 Osszefliggést! a) ng, v(2;3), n(-3;2); b) m:—g, v(5;-2), n(2;5);
v

1

c) m=—, v(31), n(-13); d) m=0, példaul v(1;0), n(0;1).

1
3
o A . . 2 2
23.3. Hasznaljuk az mz—E ésa tga =m Osszefliiggést! a) ng, tgazg, a=21,8°

b) m=-2, tga=-2, a=180°-63,4°=116,6°. c) m:—%, tgaz—%, o =180°-56,3°=123,7°.

. A 2 2
23.4. Hasznaljuk az m=—§ ésa tga =m Osszefliggést! m=—§, tga=—§, a =146,3°.
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23.5. Iranytényezés alakuva alakitsuk at az egyenesek egyenleteit! Olvassuk le a me- YA ;
redekséget, és szamitsuk ki az X tengelyhez tartozé hajlasszoget! e: y =%X, m= >
o, =26,6°. 36,8° e
26’(\0 \
fi y=2x-4. m=2, «a,=63,4°. A haromsz6g P csucsanal 1év6é szoge 26,6°, | R
a Q csucsndl 1évoe szog 180°-63,4°=116,6°, az R cstGcsnal 1évé szdge 1
180°—26,6°—116,6° =36,8°. %
1 /Q°
63.4°
23.6. Helyettesitsiik be a egyenes iranytényez6s alakjaba (y =mx+b) a két pont ko- A (— 4))/)\
ordinatait! 4=m(-2)+b, -3=m-3+b, és az elséfoku, kétismeretlenes egyenletrend- T
szer megoldasabol kiszamolhatjuk a meredekséget! 4+2m=-3m—-3, m= —Z, b= E
5 5 35,5°
tga = —%. a =125,5° -0s szdget zar be az egyenes az X tengellyel. / 125,5°
1 A
Az egyenes Y tengellyel bezart szoge 90°—(180°—125,5°) =35,5°. >(
0 \ X
B(3;-3)

24. feladatlap

24.1. Irjuk fel az egyenesek normalvektorat, és a parhuzamossag feltételével ellendrizzitk a normélvektorok parhuzamossagat! Ha
fennall az egyenldség, akkor parhuzamos a két vektor, igy a két egyenes is, ha pedig nem, akkor nem parhuzamos a két egyenes.

n,(5-2); ny,(=1;0,4); n (=1;-2,5); n,(14;35); n,(0,6;—0,25); n,(=5;—12). Az egymassal parhuzamos egyenesek: a|/b, c|d.
Az egymasra merbleges egyenesek normalvektorainak skalaris szorzata 0. Az egymasra merdleges egyenesek: alc, ald,

blc bld, elf.

p

24.2. a) Parhuzamos: %=g, p=15. Meréleges: (1;5)-(3;p)=1-3+5-p=0, p=—§. b) Parhuzamos: —=—, p=-0,4.

p_-2
1 5

Meréleges: (1;5)-(p;—2)=1-p+5-(-2)=0, p=10. c)Parhuzamos: —TIO * %, p megadasaval nem tehet6k parhuzamossa. Me-

réleges: (1;5)-(—10;2)=1-(-10)+5-2=0. Az egyenléség p-tdl fuggetleniil fennall, igy tetszéleges p esetén merdlegesek egymas-
ra az egyenesek.

24.3. a) A két parhuzamos egyenes normalvektora megegyezik. n(2;—5). A keresett egyenes N,-X+n,-y=n X, +n,-Y,,
2X—-5y=2-1-5-4=-18. 2x-5y=-18.

b) Az adott egyenes n(2;—5) normalvektora a keresett merdleges egyenes irdnyvektora, igy a keresett normalvektor n(5;2).
S5X+2y=5-1+2-4=13. 5x+2y=13.

24.4. a) Az iranytényez6s egyenlettel (Y =mx+b) meghatarozott egyenesek akkor parhuzamosak, ha iranytényezdjiik egyenld

m= —%. Helyettesitsiik be a pont koordinatait! 4 = —%(—1) +b, b= % Az egyenlet y = —% X+ %

b) Hatarozzuk meg annak az egyenesnek az egyenletét, amely athalad a P(—1;4) ponton és merdleges az y = —% X+1 egyenesre!
Az irdanytényezds egyenlettel (y =mx+b) meghatarozott egyenesek akkor merdlegesek egymasra, ha irdnytényezdik szorzata —1,
14

igy a keresett iranytényez6 m= % Helyettesitsiik be a pont koordinatait! 4 = %(—1) +h, b= % Az egyenlet y = % X+ 5
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25. feladatlap

25.1. A két egyenes egyenleteivel meghatarozott egyenletrendszer megoldasa adja meg a metszéspont koordinatait.

a) x=4, y=2. Ametszéspont M(4;2). b) x=-3,5, y=0,35. A metszéspont M(-3,5;0,35).
€) x=7, y=5. Ametszéspont M(7;5). d) x=2, y= —%. A metszéspont M (2;—%).

1
25.2. Az egyenesek egyenlete altal meghatarozott egyenletrendszer megoldasa X = 3 y= 2 A metszéspont: M (_§’§] Az

iranyvektorbol a normalvektor meghatarozhaté n(1;2). Az egyenes egyenlete: X+2y = —% +2 g = % =5, x+2y=5.

%
25.3. A két egyenes metszéspontja M (2;—1). Az MP=p-m= (1 -2;0—- (—1)) =(—1;1) vektor a keresett egyenes iranyvektora,
ekkor a normalvektora n(1;1). A keresett egyenes: X+y=1-1+1-0=1, x+y=1.

%
25.4. Az A ¢és C pontokat dsszekdto atlo iranyvektoraaz AC=c—a= (5 —(-3);3—(-1))=(8;4). Anormalvektor n(—4;8). Az AC
atlo egyenese —4x+8y=—-4-5+8-3=4, —x+2y=1.

A B és D pontokat 9sszekotd atlo iranyvektora: E% =d-b=(-6-2;5—(-3))=(-8;8). A normélvektor n(8;8). A BD 4tl6
egyenese 8X+8y=8-24+8-(-3)=-8, x+y=-1.
A —x+2y =1 és x+y=-1 egyenletrendszer megoldasa x =—1, y=0. A keresett metszéspont M (-1;0).
25.5. A haromszdg egyes csucspontjainak koordinatait megkaphatjuk a megfeleld oldalegyenesek metszéspontjanak kiszamolasa-
val. A C csucs az a és b egyenes metszéspontja: A 12x+5y =54 és x+ Yy =1 egyenesek metszéspontja C(7;—6). Az Acsucsab
¢és C egyenes metszéspontja: X+ Yy =1 és —4x+3y=10 egyenesek metszéspontja A(—1;2). Az B csucs az a és C egyenes metszés-
pontja: 12x+5y =54 és —4x+3y =10 egyenesek metszéspontja B(2;6).

A csucspontok ismeretében a oldalszakaszokra fektetett vektorok és azok hossza meghatarozhato.

— — — — —>
AB=b-a=(3;4), |AB|=\/32+42=\/E=5, AC=c-a=(8;-8); |Ac|=,/82+(—82)=\/2~64=8\/E; BC =c—b=(5-12);
%

|BC|=\/25+144=\/§. Akeriilet k=a+b+c=5+128 +/13 =19,9.

26. feladatlap

26.1. Irjuk fel az egyenes egyenletének nullara redukalt alakjat! 2x+y—5=0.

Az n(2;1) normalvektor hossza [n|=+A® +B* =2° +1° = J5. Helyettesitsiink be a tavolsag-dsszefiiggésbe!

|Ax +By, +¢|_[2x+y-5]| o [2x+y=5| |2(=3)+1-1-5| o
_| s +é2 =| 75 | Az A pont tdvolsaga dA=| NG |=| JE | ——2\/5. Az B pont tavolsaga
d3=|zxi—/§_5|= 2.3+\1/(§_1)_5|=0, a pont rajta van az egyenesen.

%
26.2. Az aoldal egyenletét felirhatjuk a B és a C csticsok segitségével. Az a oldal iranyvektora BC =c-b=(3-2;-2-5)=(1;-7),

normalvektora Nn(7;1). Az egyenes egyenlete 7Xx+y=7-2+1-5=19, 7x+Yy=19. A keresett magassag megegyezik az A csucs

_ _ _ -
és az a egyenes tavolsagaval: ma—|7x+y 19|=|7( D+2 19|—£=%\/§. Az a oldal hossza: ":1=|BC|=\/72+12 =/50.

VP | 500 | s
12
E\/sowlso

A teriilet: T -am_25 @ 12.
2 2

26.3. Ellendrizziik, hogy a két egyenes normalvektorai egymassal parhuzamosak! A parhuzamossag feltétele teljesiil: % = _74 =-—1.
Hatarozzuk meg az e egyenes egy P pontjat, és hatdrozzuk meg a pontnak az f egyenestdl valo tavolsagat! AP pont ordinataja legyen
0. 3x—4-0=3, x=1, P(1;0). Irjuk fel a tavolsag-osszefliggését:
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:|—3x+4y—2|:|—3~1+4-0—2
N ESTYE N

d

=1. Akét egyenes egységnyi tdvolsagra van egymastol.

26.4. Hasznaljuk a tavolsag-sszefiiggést mind a két egyenesre!

Az e egyenestol vett tavolsag: d,, = _X+2y_5|=|_1'6+2'2_5|=l—%\/g=3,13.

Je+2| | s N

o x+3y—6| [1:6+3.2-6] 6 3 )
Az f egyenestdl vett tdvolsag: d, , = = =——==4/10 =1,9. Az f egyeneshez van kozelebb az A pont.
S IR I VTR VT

26.5. A négyzet oldalanak hosszat a tavolsag-Osszefiiggésbe valo behelyettesitéssel kaphatjuk meg.

ax+3y - 0| = | —4=D+3:7 I = ? =5. Anégyzet oldala tehat 5 egység hosszlisagu, a keriilete pedig 4-5=20.

|-
dA_|\/(_4)z+32 |_| 5

27. feladatlap

27.1. Helyettesitsiik be a megfelel6 értékeket a kor (x—u)> +(y—v)> =r’ egyenletébe!

a) (x—0)’+(y—0) =5, x> +y>=25; b) (x=3)>+(y—4)> =107, (x=3)>+(y—4)> =100;

&) (x=(2) +(y=3" =(VT), (x+27+(y=37=7 &) (x=0)* +(y-(-5)) =5, x*+(y+5) =25,
&) (x=(-2)) +(y—=(=5) =17, (x+2)*+(y+5°=1.

27.2. Az (x—U)*+(y—V)* =1’ Osszefliggés alapjan olvashatjuk ki a megfelelé értékeket.

a) C(0;0), r=12; b) C(0;0), r=+2; ¢) C1;-1), r=1; d) C(-2;3), r=0,3 €) C(;-5), r=2.5.

27.3. Alakitsuk 4t a kor egyenleteit! a) x> —4x+y> —1=(x-2)"—4+y’—1=0, (x=2)"+y’ =5, C(2;0), r=5.

b) x> +2x+y’ =3=(Xx+1)’=1+y*=3=0, (x+1)’+y>*=4, C(-1;,0), r=2.

C) XX +5X+y =3y +2,25=(Xx+2,5)7=6,25+(y—-1,5)>=2,25+2,25=0, (x+2,5)° +(y—-1,5)=6,25 C(-2,515), r=2,5.
d) X2 —6X+y2—2y—15=(x=3)" =9+ (y—1)’ =1-15=0, (x=3)>+(y—1)>=25, C(}l), r=5.

) 2X> —4x+2y’ —4y+2=2(x—-1) =2+2(y -1’ =2+2=0, (x=1)>+(y-1)’=1, C(l;1), r=1.

27.4. a) Nem koregyenlet, mert a négyzetes tagok egyiitthatoja nem egyenlo.

b) Az xy tag nem szerepelhet a koregyenletben.

C) X +Vy =3y+2,25=x>+(y—1,5)"-2,25+2,25=0, x>+(y—1,5) =0. Nem koregyenlet. (A 0 sugarti kor egy pont.)

d) 4x> +8x+4y> —16y—5=4(x+1)’ —4+4(y-2)"-16-5=0, (x+1)2+(y—2)2:%, C(-1;2), r:%

8) X —4x+4+y +4y+20=(X-2) " —4+4+(y+2)" —4+20=0, (x—2)" +(y+2)’ =-16. Nem koregyenlet.
27.5. Akor sugara a 5:2—9:(5—2;2—(—1)):(3;3) vektor hossza. |c_>P|=m=\/ﬁ A kor egyenlete
(Xx=2)*+(y+1)* =18.

27.6. A kor kozéppontja az AB szakasz felezOpontja. € =

a+bh (-3+5 2-4
2 2

5 ; )=(l;—l), C(L;=1).

— —
Akdr sugaraaz CA=a—c=(-3-1;2—(-1)) =(-4;3) vektor hossza. |CA|=\/(—4)2+32 =5.

Akér egyenlete (x—1)*+(y+1)* =25.
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28. feladatlap

28.1. A kor egyenletébe helyettesitsiik be a pont koordinatait! Ha a sugar négyzeténél kisebb szamot kapunk, akkor a kdron beliil,
ha egyenld, akkor a koron, ha nagyobb, akkor a korén kiviil van a pont.

a) A: (=6)> +5% =61<100, belsd pont. B: (—6)” +8> =100=100, a koriv pontja.

C: 77 +77=98<100, belsd pont. D: 10 +0” =100=100, a koriv pontja.

b) A: (8—3)>+(=12) =169 =169, a kériv pontja. B: (=9—3)? +(=5)> =169 =169, a kériv pontja.
C: (6-3)"+11> =130 <169, belsd pont. D: (14—3)> +1> =122 <169, belsé pont.

c) A: (0,5 +(1,5+2)’ =0,5<1, belsd pont. B: 0> +(~1+2)° =1=1, a kdriv pontja.

C: 0,5 +(0+2)* =4,25>1, kiilsé pont. D: 0,9 +(0,1+2)* =5,22>1, kiils§ pont.

d) A: (1-2)* +(1,5-3)* =3,25<5, belsé pont. B: (1-2)>+(4-3)* =2<5, belsd pont.

C: (0-2)* +(1-3)* =8> 5, kiilsé pont. D: (1-2)” +(4,5-3)" =3,25< 5, belsé pont.

28.2. Helyettesitsiik be a kor egyenletébe az x koordinatat, majd fejezziik ki az y koordinatat!

a) (4=3Y+(y+1)’=10; 1+y*+2y+1=10; y*+2y-8=0. y,=-4, y,=2.

b) (0-3) +(y+1)>=10; 9+y*+2y+1=10; y*+2y=0. y,=-2, y,=0.

) (5-3)+(y+1)>=10; 4+y>+2y+1=10; y*+2y—-5=0. y,=—1-+/6, y, =—1++/6.

d) (2,5-37+(y+D>=10; 0,25+y>+2y+1=10; y*+2y—8,75=0. y,=-4,12, y, =2,12.
28.3. Helyettesitsiik be a kor egyenletébe az y koordinatat, majd fejezziik ki az X koordinatat!

a) (X=3)+(-2+5)*=34; X’ —6Xx+9+9=34; x>—6x-16=0. X, =-2, X,=8.

b) (x=3)*+(0+5)" =34; X*—6x+9+25=34; x’-6x=0. x,=0, X,=6.

c) (x=3)"+(1+5)> =34; x> —6X+9+36=234; x>—6x+11=0. Nincs megoldas.

d) (X=3)+(—4+5)>=34; X>—6X+9+1=34; x>—6x—24=0. X, =3-+/33, X, =3+/33.

28.4. a) Az x tengely metszete X, =-3, X, =3. Azy tengely metszete y, =—1, Yy, =9.

b) Az x tengely metszete x, =—8, X, =0. Azy tengely metszete y, =0, Yy, =6.

¢) Nincs X tengelymetszet. Az y tengelyt y =4-nél érinti.

28.5. Akdr (x—u)® +(y—V)> =r? egyenletébe az X és y valtoz6 helyébe behelyettesithetjiik a pontok koordinétait, és az igy kapott
két darab kétismeretlenes egyenletrendszer megoldasakor megkapjuk a kor kézéppontjanak u és v koordinatajat.

A: A pont behelyettesitésével (=3 —u)> +(2—-V)> =29, U’ +v’+6u—4v—16=0.

B: B pont behelyettesitésével (4—u)*+(9—v)> =29, u’+v’—8u—18v+68=0.

Vonjuk ki egymasbol a két egyenletet: 14u+14v—-84=0, u+v=6, u=6-V.

Helyettesitsiink vissza az elsé egyenletbe: (6—V)* +V* +6(6-V)—4v-16=0, vV’ —1lv+28=0. v,=4, v,=7. U, =6-V, =2,
U, =6-Vv, =—1. Akeresett kor egyenlete tehat: (x—2)>+(y—4)’ =29 vagy (x+1)’ +(y—=7)>=29.

28.6. A feladatot tigy oldjuk meg, mint ahogy a kor k6zéppontjat megszerkesztenénk. Két-két pont altal meghatarozott szakaszok

felezémer6legeseinek metszéspontja lesz a kor kdzéppontja.

%
Az AC szakasz felezdmer6legese: A felezGpont koordinatai f,. = % =(3;-2), F,(3;-2); normalvektor AC =c—a=(2;2).

az egyenes egyenlete: X+ Yy =1. Az AB szakasz felezdmerélegese: A felezépont koordinatai f,g =a-lT+l2 =(5;—4), F(5—4).

%
normalvektor AB=bh—a=(6;-2); az egyenes egyenlete: 3x—y =19. A két egyenes metszéspontja a kor kozéppontja C,, (5;—4).

kor

— —
A kér sugara pl. az C A=a—c,, =(-3;1) vektor hossza: |C,, Al=1/(=3)’ +1*> =/10. A kér egyenlete: (X—5)> +(y+4)> =10.
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29. feladatlap

29.1. Fejezziik ki az egyenes egyenletébdl x-et! X =11+2y. Helyettesitsiik be a korok egyenleteibe! Az igy kapott masodfoka
egyenlet megoldasszama megegyezik a kor €s egyenes metszéspontjainak szamaval.

Ko ((1142y)—6) +(y+5)> =10, 25+20y+4y>+y>+10y+25=10, y>+6y+8=0. A masodfoku egyenlet diszkriminansa
D =36-32=4>0, tehat az egyenes két pontban metszi a kort.

k,: ((11+2y) —3)2 +(y—=1>=25, 64+32y+4y>+y>—2y+1=25, 5y*+30y+40=0. A misodfoka egyenlet diszkrimindnsa
D=36-32=4>0, tehat az egyenes két pontban metszi a kort.

29.2. Helyettesitsiik be a pontok koordinatéit a kor érintéjének (x—u)(x, —u)+(y—V)(y, —V) =r’ egyenletébe!
E: (x=2)-(5-2)+(y+1)-(3+1)=25, 3x—6+4y+4=25. Az érint6 egyenlete: 3X+4y =27.
F: (x=2)-(-2-2)+(y+1)-(2+1)=25, —4x+8+3y+3=25. Az érint§ egyenlete: —4x+3y=14.

29.3. Fejezziik ki az egyik ismeretlent az egyenes egyenletébol, és helyettesitsiik be a kor egyenletébe! y=-x-4.
(XH12 +((—X=4)+2)" =25, X*+2X+14X +4x+4=25 x> +3x-10=0. X, =5, X, =2. y, =1, y,=—6.

. —>
A két metszéspont M, (=5;1), M,(2;—6). A hir hossza megegyezik az MM, =m,—m, =(7;-7) vektor hosszaval:

=P+ =289 =72.

—
‘MIMZ

29.4. Bontsuk fel az egyenletek bal oldalan 1év6 zarojeleket. Vonjuk ki egymasbol a két egyenletet, majd az igy kapott elséfo-
ka egyenletbdl fejezziik ki az egyik ismeretlent! Valamelyik koregyenletbe valo behelyettesités utan a kozos pontok koordinatai

meghatarozhatok. K, : x> —4x+4+y> —=2y+1=9; k,: x> —10x+25+y>+2y+1=4. A két egyenlet kiilonbsége: 3x—2y =13,

2
=3X_13. (x—2)2+(¥—1) =9, 13x* —106x+205=0. x;%, X, =5. y;—%, y,=-1. A két metszéspont
41 23
M | === 1| M,(5;-1).
I(B 13) (5D

29.5. Bontsuk fel a kéregyenletekben a zarojeleket, majd vonjuk ki egymasbél a két egyenletet! Kk, : x* —8x+ Yy’ -8y +7=0;

K,: x> —1lx+y>—4y+28=0. A két kor kiilosnbsége: 3x—4y-21=0, y=3x_21

. Ak, cgyenletbe behelyettesitve:

=0. Az érintési pont E(7;0).

3x-21
x—4)" +
EE

2
—4) =25, X —14x+49=0. x=7, y=3X;21

30. feladatlap

— —
30.1. a) Az AB szakaszra felirt vektor AB=b—a=(8;-6), a vektor hossza AB=+/64+36 =10. Az A és B pont tavolsaga 10.

%
b) Az AB oldal felezpontjaba mutato helyvektor koordinatai f = QT-HQ =(1;3). Az egyenes egyik normalvektora az AB vektor.

Felirva az egyenes egyenletét 8Xx -6y =8—-18=-10. Az oldalfelezé merdleges egyenlete: 4Xx—3y =-5.

— —
C) Az AB szakasz felezépontja a kor kozéppontja C(1;3). A kor sugara CA vektor hossza: CA=/(-3—1)"+(6—3)> =5. A kér
egyenlete: (Xx—1)>+(y—-3)> =25.

30.2. Az y tengely metszéspontjaitaz X =0 behelyettesitéssel kaphatjuk meg. y* +10y —8=0 egyenlet megoldasa y, =—5— V33

és y,=-5+ J33. A tengelymetszet pontjai: P, (0; -5- \/ﬁ) és P (0; -5+ \/ﬁ)
b) Az eredeti kor egyenlete: (Xx—4)*+(y+5)>=49. A koncentrikus kordk kozéppontja megegyezik, igy csak a sugarat kell
kicserélni 1-re. A keresett kor egyenlete: (X —4)* +(y+5)* =1.
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— —
30.3. a) Jeloljiik a négyzet csucsait pozitiv kortljarasi irany szerint A, B, C és D betlivel! AO(-2;5). ¢c=A0+0=(1;6), C(1;6).
%

AO 90°-os elforgatottja (5;2). d =(5;2)+0=(8;3), D(8;3). b=(-5-2)+0=(-2;-1), B(-2;-1).

— -
b) Az oldalanak hossza megegyezik az AB=p—a=(-7;3) vektor hosszaval. |AB|=\[(—7)2+32 =J58. A négyzet teriilete
t=a’=58.

30.4. a) C(c,;cC,). A silypont kiszamolasanak képletébél: s = 9+§’+9 =[_2 167G, —At6te ): (0:4). Z2F8*G

373
4+6+cC

c, =—4. %:4, ¢, =10. C(-4,10).

b) hAz2§+Q=(2(—2)+6;2-(—4)+6] ( 2 ) HA(— __)
3 3 3

%
c) A keresett sulyvonal a B és az S ponton halad 4t. SB=b—s=(6;2) iranyvektorbol n(—2;6) a normalvektor. A stilyvonal

egyenlete: —x+3y =12.

— —

30.5. a) Derékszogli a haromszog, ha két oldalara fektetett vektor skaldris szorzata 0. CA=a—c=(10;-5), CB=b-c=(4;3),
- =

a skalaris szorzat. CA-CB =10-4+(-5)-8 =0, tehat a haromszog derékszogti, és a C csticsnal van a derékszog.

a+b

b) A derékszogli haromszog koré irt kor az atfogd Thalész-kore. A kor kézéppontja az AB atfogo felezépontja f,; = T_ =(4;2,5).
— ’ 2 ’
Fas (4;%). A kor sugara az AB vektor hosszanak a fele. AB=b—-a=(-6;13). r |AB| ;13 = i A kor egyenlete:
5) 205
X—=4yY +|y-=| ===.
R

30.6. a) Helyettesitsiik be a kor egyenletébe az x =1 értéket! (1+2)° +(y—4)>=25 (y—4)’ =16, y, =0, y,=8. A keresett
pontok: P(1;0), P,(1;8).

b) A koér kozéppontja C(—2;4). A P, ponton atmend érintd egyenletének meghatirozasahoz felirjuk a normaélvektort.
- . i
n=PC=c-p =(-3;4). A P ponton atmend érint§ egyenlete —3x+4y=3. A P, ponton atmend érintd egyenletének

%
meghatarozasahoz felirjuk a normalvektort. n,=P,C=c—p, =(-3;—4). A P, ponton atmend érinté egyenlete —3x -4y =-35
3x+4y=35.

30.7. Alakitsuk teljes négyzetté a koregyenlet bal oldalat! (x—2)>+y> =9. A kér kozéppontja C(2;0). A két egyenes metszés-

%
pontja az egyenesek egyenletei altal megadott egyenletrendszer megoldasa: M (5;4). Az két pont tavolsaga: MC =c—m=(-3;—4).

||v|_é|:./(—3)2 +(—4) =5.

30.8. a) Ha a kor érinti az x tengelyt, akkor a sugara egyenld a kozéppontja v koordinatdjanak abszolut értékével r=|v|. A kor
egyenlete (X—5)>+(y+3)"=9.
b) Ha a kor érinti az y tengelyt, akkor a sugara egyenlé a kozéppontja U koordinatdjanak abszolut értékével r=|ul. A kor egyenlete
(X=5)> +(y+3)* =25.

_| 2x—y-5| [10-(-3)-5| 8

) A pont és egyenes tavolsaganak képletével r=d = —. Akéregyenlete (X—5)> +(y+3)’ = 64
W2 +07 | |22+ | 5 50

30. feladatlap — megoldas




31. feladatlap

31.1. A feladatnak t6bb megoldasa is lehetséges. Példaul az egyik: 3 (4)
(2)e
31.2. Egy lehetséges megoldas: )
———e
\ \
AN \ \ )
AR \ \
N \ \
AN \
\ AN \ \
\ A N \\ \‘
\ N -
‘e~ ’é‘b
graf komplementer graf

31.3. A csticsok fokszama 3. Osszfokszdmot megkapjuk, ha a csticsok szamat (8) megszorozzuk a cstcsok fokszdmaval: 8-3 =24,

Teljes graf esetén % =28 ¢l lenne, 12 éle van a kockanak, tehat 28 —12 =16 ¢l hidnyzik.

31.4. A kihtizasi lehetdségek grafja. (p: piros; z: zold; f: fehér.) Az abrardl kidertil, hogy 10 kihtizasi sorrend lehetséges.

31.5. Nem, mert 15-5=75, vagyis paratlan lenne az 6sszfokszam.

31.6. A feladatot csak azokon a grafokon lehet végrehajtani, amelyek Gsszes csticspontja paros fokszamu, vagy pontosan két parat-
lan fokszamu cstcsa van. Megrajzolhat6 grafok: b, c, d, e, f.

a) b) 0) d)
)
4 4) ) 2)
A3) 3) ) @ (2 2)
4) 4)
&) A3) ) A3) 3) ) "(3)
e) f) 9)
(1) 2 3
) 2) 2) ) @)
3) 3)
2) 2) 3) 3)
) @) A3) 2 3

31.7. Mivel mindenki kezet fog mindenkivel, a kézfogasok grafja teljes graf. A teljes graf éleinek szama I’l(nT—l) =120. Az

n’ —n-240=0 masodfoku egyenlet megoldéasai n, =16 és n, =—15. Negativ nem lehet a megoldas, tehat a tarsasdg 16 tagti volt.
31.8. a) igaz; b) hamis; ) hamis; d) igaz; e) igaz; f) hamis.
Megoldasok



32. feladatlap

32.1. a) 4!=24; b) 3!=6.

32.2. a) G;} 455; b) (;} 6.

32.3.a2) 5=3125; b) 2°=32; ¢) 9-10-10=900; d) 9-9-8-7-6=27216.
16!
32.4. a) 71=5040; b) ﬁ=4843238400'

32.5. a) 6:3=18; b) A feltételeket 8 darab prim elégiti ki. (11; 13; 23; 31; 41; 43; 53; 61); ) A feltételeknek megfelel6 4 darab
négyzetszam létezik (16; 25; 36; 64).

15 13
32.6. a) =3003; b) =1287.
10 8

32.7. 8:7-6-5-4=6720.

33. feladatlap

33.1.a) 2°=64; b) 2" =128; c) 2°=256.

(12 12
33.2. Ugyanannyi [5 ]:( 7 J

9 22
33.3.a) (6)= 84; b) [9 ]:497420.

33.4. a) A Pascal-haromszog egy eleme azt is megmutatja, hogy a kiindulasi pontjatol hanyféle uton lehet hozza eljutni. A betii-
négyzetre railleszthet6 egy Pascal-hdromszog igy, hogy a bal fels6 sarokban 1évé E betii a Pascal-haromszog csticspontja. gy az X

9
betiia 9. sor 5. atloja, vagyis (5 ]: 126 moddon lehet oda eljutni, ennyiféle modon lehet kiolvasni a sz6t. b) Az E betiik a Pascal-ha-

6 4
romszdg teljes 7. sorat kiteszik, ezen elemek dsszege 27 =128. ¢) A felsd téglalap kiolvasési szama (4 } az als6é (2 ) A kiolva-

6)(4
sasi lehetdségek: (4 ) (2 ): 15-6=90.

4 4 4 4 4
33.5.a) (x+3)° =(O]x4+(1]x3-3+{2]x2 -32+(3)x~33+{4)34 =x*+12X° +54% +108x +81.

5 5 5 5 4 5 3 2 5 2 3 5 4 5 5
b) 2x-5)’ = (0 J(Zx) +(1 J(Zx) (-5)+ (2 )(Zx) (-5 + [3)(2x) (-5 + {4 )(ZX)(—S) + [5 ](—5) =

=32x> —400x* +2000x° —5000%> + 6250% — 3125.
0) (3a+2b) :[2)(3:;1)6 +[f](3a)5 (2b)+(2)(3a)4 (2b) +(§J(3a)3 (2b) +[Z](3a)z (2b)" +

6 6
+(5 )(3a)(2b)5 +(6](2b)6 =729a° +2916a°h +4860a‘h? +4320a’b’ +2160a%h* +576ab° +64b°.

34. feladatlap

34.1. a) (2):28; b) (2]:56.

34. feladatlap — megoldas




120

34.2.a) 51=120; b) 41=24; c) 4-31=24; d) 5!-41=96; ) 41=24.

4
34.3. Az egyjegyli primszdmok halmaza {2; 3; 5; 7}. a) (z)zé; b) 4° =64; c)2.

CLJE e o) o [TH(E) o o V)
34.4. a) =9936. b) =134 596; ¢) - 77 |=771 596; d) =1344.
22 2 6 6116 s)1

23
34.5. a) (5 J: 33 649; b) 23-22-21-20-19=4 037 880; c) 23’ =6 436 343.

! | !
34.6.3) —0 _184 756, b) —20' —116 396 280; c) 20'4 =1173 274 502.
101 10! 6!-61-8! (1)
nn-1 . .
34.7. a) 2-%:2-M=90; b) 2.¥=240.

35. feladatlap

!

35.1. Az 6sszes eset szama: S5!. A kedvezo esetek szama: 4!. P (legidésebb a 2.) = % = % =0,2.

. . - . 2 . . . . 21:2° 8 1
35.2. Az 6sszes eset szama: 4!. A kedvezo esetek szama: 2!-2°. P(a hazasparok egymas mellett {ilnek) = a0 = B = 3

) (32 ) o (4Y28 e 8
35.3. Az 6sszes eset szama: =201 376. a) A kedvezd esetek szama: =28. P(négy asz)= =0,00014.

5 401 201 376
. . 88 . A A Lt 1568
b) A kedvez6 esetek szama: =1568. P(harom zold és két makk) = =0,0078.
302 201 376

21
C) A kedvezd esetek szama, mivel 8 darab tok van és négy hetes, de az egyik tok hetes: ( 5 )= 20 349. P(se tok, se hetes) =

_ 20349 —0.1.
201376

10 7 3
35.4. Az 6sszes eset szama: ( 5 ): 45, akedvezo esetek szama: (2J+(2J= 24. P(a golyok azonos szintiek) = i—: =0,533.

35.5. Az Gsszes eset szama: 6-6 =36.

A kedvez6 esetek szama: 5, mivel 6+2; 2+6; 5+3; 3+5; 4+4. P(az 6sszeg 8) = % =0,139.

35.6. Az 6sszes eset szama: 6° =36. a) A kedvezd esetek szama 8, mivel 11, 13, 23, 31, 41, 43, 53, 61: P(prim) = % = %;
b) A kedvezd esetek szama 12, mert 11, 12, 13, 14, 15, 16, 21, 22, 23, 24, 25, 26. P(<30)= % = %;
C) A kedvez6 esetek szama 6, mert 12, 24, 36, 42, 54, 66. P(oszthat6 6-tal) = % = é;

d) A kedvezd esetek szama 3, mert 12, 15, 24. P(120 osztdja) = % = %

35.7. Az 6sszes eset szama: 2° =8. A kedvezd esetek szama: 1. P(csak az els fej) = % =0,125.

= (L3

15 15
35.9. a) (4 )-0,34 -0,7''=0,219; b) (15}0,3‘5.

Megoldasok



