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Ami olyKor vilégos ... és olykor homayos ... valami .. az a matematika.”
(Lakatos Imre, 1922-1974)

Tisztelt Olvas6!
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aleckek végén Kitizott feladatok megoldasaval pedi az Gj ismereteket rogzithetik a tanulok
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A definiciok és tételek jelolése

— Zild alap emeli ki az emelt szinten elsajatitand6 tananyagot. Ha a definicio vagy tétel sorszdma
és neve piros, akkor az az éretiségi kovetelmények kozott is szerepel; ha fekete, akkor tanorai
feldolgozésra javasoljuk.
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1. Emlékeztetd érdekességekkel I.
Valds szamok

Jeldlések, megallapodasok
Atanulményaink sorin eddi bevezetett jeloléseket ismertnek tekintjik,
& haszniljuk. N je

el Tolésére a bevett formulikat aﬁmlmazzuk Loy ).
‘Az értelmezési lannmanyl D (D}, Dy, Dy ..}, az éxtékkészletet R (Ry,
oo Ry ) Jelbli

Meogyatet igolul természetes), 7,
Q a guotien dow). R a real (angol, valodi . Angol
Kifejezések rovidité iggveny), D: . tartomiiny),

R: range (terjedelem).

A valés szamukrol

A " 4 - "
Az i dirgyak leszimlilisit jelenteti s ismé-
telt Bsszeadist. A szimologepek legiobbje a maveleteket ezekre vezeti
vissza. A miiveletek rendelkeznck az alibbi jol ismert, bir nem mindig
hangsilyozott mivelet tulajdonsigokkal; nevezzik ket miveleti
axiémiknak (a, b, ¢ valés szamok):

(1) Kommutativitds: a+b=b+aés a-b=bh-a.

() Asszociativitis: a+(b+¢)=(a+b)+c és a-(b-)=(a-b)-c.

@ Disatributivitds: a-(b+c)=a-b+a-c

(4) Mindkeét miveletnek létezik igynevezett neutrilis eleme a hal-
mazban, ezcket O-val és 1-gyel jeloljiik. Rijuk teljesil, hogy
a+0=aésal=

(5) Mindkét mi én majdnem minden elemnek Iétezik igy-

nevezett inverze:
setén a+ (~a) = 0; ekkor (~a)-t a ellentettjénck

!

nevezziik;
~ szoizis esetén a

1; ekkor a inverzét a reciprokinak
a
nevezziik. A 0-nak nines inverze a szorzis miveletre nézve.

Megjegyzés:

bl
voniis miveletekre.



1. példa
Adjuk meg a 2 inverzét a szorzasra, a 7 inverzét az 6sszeadésra nézve.

Megoldas
Aszorzisra nézve 2 é 05 egymis inverzei (reciprokai): 205

A 7 ésa =7 egymis inverzei (cllentetiek) az Ssszeadiisra nézve:
T+ =0.

2. példa
Adjuk meg a halmazokon értelmezett uni6 mavelet neutrélis elemét.

Megoldas

Olyan E halmazt keresiink, hogy minden A halmazra A U E = A. Mivel
biirmely halmazra, ezért A = @ halmazra i teljesiilnie kell: @ U £= 2.
Ebbol addik, hogy L-nek nem lehet egyetlen eleme sem, tehit
u nézve uz egységelem uz = @ iires halmaz.

3. példa

Legyen o mivelet a kovetkezd: x oy = 21y (x,y € R).

a) Kommutativ-e 2 mivelet?

b) Van-g neutrélis eleme a nem nulla valos szdmok kzott?
¢) Van-e minden x # 0 szdmnak inverze?

Megoldas (a)
Igen, xoy=yo.x. Ugyanis a .normilis” szorziis kommutativ:

xoy=2xy=2pr=yor.

Megolds (b)
Jelilje a keresett szimot e. Ha e neutrilis, akkor xo
x. Afeltétel szerint x # 0, ezért egyszerisithetiink:

x005=050

Hasonl6an:
050y=2.05

Megoldas (c)

x#0 inverze a f szim, ha x o 1= e (vagy 10 x=¢). Az el6z6 részbl:

xo1=2u=05 =

1 inverze o miiveletre a 1= 2.5, ugyanis:

0,1025=2:01-25=05.

Tehit pl. x

Eqy fogalmat akkor
tekinthetlnk magunkénzk,
ha példaiial tudjuk

Torekedjink ré!
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Magukra a szimokra vonatkoznak « szintén nagyon egyszer in
rendezési axiomil

6) Elgjel-tulajdonsig: ha a# 0, akkor vagy a. vagy ~a pozitiv.
(7) Pozitivitis tartés: ha a, b pozitiv, akkor a + b és a-b is pozitiv.
(8) A 0 nem pozitiv.

Gondoljunk bele, mi minden adédik a felsoroltakbol! Példiul értelmet
adhatunk a kisebb reldciénak: a < b, ha [(~a) + b] pozitiv. Hasonléan
értelmezve a >, = reliciokat is, nagysig szerinti rendet teremthetiink
a valés szimok kozott. Igaz az is, hogy ezen hirom relicié koziil
pontosan az egyik teljesil (trichotomia). Bir az elobbi rendezést
miskepp is azilyen tipusi rendezési
reldcionak nevezik.

A mieleti & rendess] axiomlon Kivil van ogy harmdik fotos
K, cat reljessiégi avidma né
A skirodslom. G Kb tanulminyss sorin it mm]dazOl\u\n.

ilyen sokata mert a vizsgilt fiigg-
vényeknek ez lesz az értelmezési tartomanya és az éntékkészlete i
A vals szamok halmaza tananyagunk kiizddtere. Most pedig lissuk
a val6s szimok bizonyos részhalmazait!

Intervallumok

Az a<b vals szimok esetén 1= [a; b] zirt intervallumon értjiik
xeR|a<x<b) halmazt. Az intervallum hossza a (b - a)
Kiltnbrég,

Nyitot illetve félig nyitot-felig zint inervallumot a megfelels relicic
szigoritisaval kapunk, pl. a J= {xeR|c <x<d) halmaz jellése
J=Je; d]. Szamegyenesen dbrizolva az 1. dbrin lithatok.

Erdekesebb a dolog, ha végtelen sok intervallumot tekintiink egyszerre.
Példiul:

(1d. 2. dibra)

Joi

(1d. 3. dbra)

(1d. 4. dbra)



Az dbrikon szépen litszik. hogy
LB S5 S v iy S S0 S ST

Mondhatjuk tgy is. hogy 1, és J, intervallumok egymisba vannak
Ligyazva”: bal végpontjaik nem esikkennek, jobb végpontjaik nem
ek, len bal végpont kisebb minden jobb végpontnil (L, nem
ilyen, mert pl. Ly bal végpontja nagyobb L, jobb végpontjanal).
Kiilonbséget esak az jelent, hogy 1, zirt, J, félig nyitott-félig zirt

Figyelik meg: minden
I, intervallum tartaimazza
a [-1;1] intervallumot,
imig J, intervallimok

intervallumokbol dll."A kivetkezs fejezetben megvizsgaljuk, hogy 6265 része ires haimaz,
milyen feltételek teljesiilése esetén van egymisba skatulyizott zrt asonloan
intervallumoknak pontosan egy kizos pontja. Ly inervallumokhoz.

Feladatok

1. Van-e olyan szam, amely az Gsszeadisra nézve Snmagdnak inverze? Van-e olyan, amely
a szorzdsra nézve Snmaganak inverze?

Adjuk meg a értel metszet mivelet neutrdlis el
3. Legyena A miveletez: aAb=a+b+2 (a,beR)

) Kommutativ-e a A mivelet?

b) Van-e egységeleme a valds szimok kszoit?

¢) Mia7
sik a kvetkezs intervallumokat (n = Abrizoljuk ket szimegyenesen,
majd illapitsuk meg, melyek egymisba ~kn\|ulyaznuak & melyek nem.
a) L=[0;1], =[o0;n],
b =11 Jy=12-10"3 4 107,

verze? Adjuk meg minden valds szim inverzet.

o) Ki=[0:4]. ; K,,:]l+(4])" %,3+(-|)"*' %]

&) Li=1-1:1),  L,=]-05;05],




\qazﬂhbl ez hérom formula:

o Tegyuk fel, hogy ne N.
@ Ekkor (1 + 1) N.

Bernout

egyeniétienség
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2. Emlékeztetd érdekességekkel II.
Bizonyitasi mddszerek, allati otletek

Ebben a részben a konyvben legtébbszor alkalmazott bizonyitisi mod-
s (ogamkm etttk Gwzc. 1de birmikor visszlapozhet
z Olvass.

Teljes indukcié

A természetes »zimnkdl szoktik ,szamldl6” szamoknak is nevezni:
dolgainkat, N-beli

zimokat sorolani fel. Ho példiul az cllendrzonkben nincs murckbnl

5-is jegy, akkor azt mondjuk: 0 darab van belsie. Ha van, akkor rimu.

tatunk az egyikre, és azt mondjuk: 1. Ramutatunk egy misikra, 2-t

mondunk és gy tovibb, amig el nem fogynak a matek Stosok. Azért

udjuk ezt megtenni, mert minden természetes szamnak van rdkéver-

(ndla 1-gyel nagyobb). A szimoldshoz tehit két dolog kell

(1) 4 0 természetes szim és

(2) minden természetes szimnil van eggyel nagyobb.
Formulikkal:

MO0eN;

@ ha neN, akkor (n+ 1) €N,

Ha egy dllitist minden természetes szimra be kell bizonyitanunk,
akkor a fenti gondolatmenet alapjin:
. Igazoljuk, hogy n=0-ra az dllitds igaz. (Mas 1 induls érteket
megadva esak 1 > 1 egészekie lesz igaz az dllitis!)
Majd fltesszik, hogy valami
i

=k természetes szimra az dlli-

\elesl (et indukcids felcrene nevezziky

3. Vel kihusanilvsus ndukei felteves gzl s
sigitn=k+1

1. példa >

Bizonyitsuk be a kovetkezo tétett

L1 T Bernoulli-cgyenlitlenség: barmely i >—1,n € N
esetén (1+h)' 21 +n-h.
Bizonyitas
Abizonyitis teljes indukci6val torténil

1. 0= Oera az llitas igaz: (1+)0=1+0-h.
2. Tegyiik fel, hogy n = k esetén (1+h)*> 1 +k-h.



3. Kérdés, hogy n'=k + I esetén teljesile a feltétel
A+ 214 k+1)-h?
Atalakitisokkal:
A+ * =+ (L +h) 2 +k-h)-(1 +h)=
Slakehshak-R= 14 (ke D h+ k221 +(k+ 1) h

Az els6 lépésben a hatvinyozis azonossigait, a masodik lépésben
az indukeios feltevést haszndltuk fel. A harmadik Iépésben felbontottuk
azirsjelet, clhagytunk egy nemnegativ tagot (1 lehet 0), és kiemeltink.
Asor elejét é végét xszeolvasva, valoban:

A+ 214 (k1) h

Indirekt bizonyitas

Az indirekt modszer ket logikai torvényen alapul. Az egyik, hogy minden
itds vagy igaz, vagy hamis. A masik, hogy egy igaz llitis tagadisa

i & orditon, hamis i tgacdia 1gan.

Haegy dlfis tagudini! belyes logikai gondolutmenetelbeltuk,
hogy hamis (cllentmondiisra vezet), akkor az dllitis tagadisinak
ogidisn, a0z maga a2 i igo, ndi rekt médon akkor érdemes
bizonyitanunk, ha az dllités tagadisa kénnyebben kezelhetd, mint
maga az llitis. Klasszikus példa erre a V2 nem raciondlis voltinak
bizonyitisa (lisd 10.-es kényv 36. oldal). Azzal nem nagyon tudunk
mit kezdeni, hogy egy szim nem raciond tagadisival viszont
igen. Igy 4 szim felithato két egész szim hinyadosaként: alkalmaz-
hatjuk a szimelmélet sszes fogalmit és tételét.

gy bizonyithatjuk azt is. hogy végtelen sok primszim van (lisd 9.-es
tankényv 66. oldal).

Az indirekt bizonyitdst kényviinkben is tobbszor alkalmazzuk majd.
2. példa
Igazoljuk, hogy a [0; 1[ intervallumba es6 valés szamok halmaza nem
megszamlalhats,

Megoldas
Tételezziik fel, hogy mégis megszimlilhato halmazt alkotnak, azaz
az disszes [0; 1[-beli valés szim pirba dllithat6 egy természetes szim-
mal (listiba szedhetd). Tegyiik ezt meg. pl. igy kezdve:
1.0,1021657..
2.0,2930566.

3.0,0300000...

zedesje
jegye ne cgyezzen meg a lista 2. sziminak 2. nz:d:\jegyevel

Lapozzunk az 1. feladathoz!

Ketértek

(igaz-hamis) ariszotelészi
logha dplervenye.

Léteznek tobbértéki
giikls otz i,
rdemes utdnanézni!




A példéra hamarosan
visszatérink. Az alkelmazott
gondolatmenetet s
médszemek is nevezziik

Néha nem is egyszer
meglogalmazni egy 4lités
tagadésé!

Atovébbiakban alap
oldaldn egy amszm il
haaz oroszlénf

iletve egy teve‘

haa teve-modszert
akalmazzuk

Az interneten a kérdésre
tovébbi remek
megoldasokat taldhatunk
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needik tizedesjegye ne legyen az n-edik szim n-edik tizedesjegye stb.
Tgy egy olyan szamot irtunk fel, amely a [0 I[ intervallumba esik,
de nem szerepelt a listiban (minden oft levé szimtol legalibb egy
tizedesjegyben kilinbozik). Feltettik, hogy minden szim lisiba szed-
hetd, im ez nem igaz: ellentmondiisra jutottunk, tehit lltisunk igaz.

Sziikségiink lehet még a skarulyaelvre, amely egyszerten igy fogal-
mazhaté meg: ha van 1 dobozunk é n+ 1 golyonk, akkor esak gy
helyezhetjiik el a golyokat a dobozokban, ha legalibb egy dobozba
legalibb két golydt tesziink.

Megjegyzés: A skatulyacly tagadisa a Kvetkeze: ha van n dobozunk és n + 1
golydnk, akkor el tudjuk helyeeni az dsszes golyit a dobozokban iigy, hogy
minden dobozba legfeljebb egy golyor resziink.

3. példa
Igazoliuk, hogy egy 37 16 osztdlyban van legalébb 4 tanulo, akik azonos
honapban szilettek.

Megoldas

Tekinslk a hénupokat dobozoknak,» trmléat golychak. Ha  leg-
osztjuk el a goly 3 Keriil -,

akkoris csupin 12-3 = 36 golyt hely:ztunk el. Az utols6 golyot csak

olyan dobozba tehetjiik, ahol mdr van legaldbb harom (ha pedig nem

egyenletesen osztjuk el Gket, akkor mdr hamarabb lesz olyan doboz,

ahol négy goly6 van).

Aliati fogasok
A matematika tobb dllati tletet is alkalmaz, a 526 szoros és dtvitt
értelmében egyardnt. Ismer oroszldnfogdst és teve-madszert i

LOroszlint” fogunk, ha egy intervallumot addig darabolunk, amig
meg nem talilunk egy nekiink megfelel szimot. Bizonyitisainkban
t6bbszor el6fordul ez a modszer.

4.példa
Nem vi! Hogyan fog  fizkus és & matemtius oroszrt a omok-
sivatagban?

Megoldas

Afizikus vesz egy nagyobb lyuki szitit és dtszitlja a sivatagot. Ami
Tehullik, homok. Ami fent marad, oroszlin. A matematikus ezzel szem-
ben vesz egy ketrecet, amiben elfér az oroszlin. Megfelezi a sivatagot
és veszi uzt a felét, amelyben benne van az oroszliin (ha a hatdron van,
akkor valamelyiket). Ezt ismételgeti addig, mig a ketrecnek megfelels
‘méretil darabot nem kap. Ekkor riteszi a ketrecet és hopp. benne van
az oroszlin!




Atevea, xc~zunk-v¢~znnk roviditése. Példdul amikor egy kifejezést
gy alakitunk y hozzi is adunk és el is ves: 6le ugyan-
mnyll Az ke nom viltoik, de jobban kezelhetove valik (peldiul
ez a misodfoki ). Ugyanez
a helyzel ha egy kifejezést meg is szorzunk és el is osztunk egy
szimmal (példiul nevezo gyoktelenitése), vagy ugyanarra a hatviny-
és gyokkitevare emeljik stb.

5. példa
Abrézoljuk y = x? transzformécisinak segitségével az f(r) = x2—2x
vényt

Megoldas

Alakitsuk teljes négyzetté 0 hozza:
fO)=x2-2x=x2-2x+1-1=(x-1)2-1

Ebbol az alakbol mir leolvashatjuk 4 transzformi

Feladatok

1. Melyik Iépésben haszniljuk ki a Bemoulli-cgyenlatlenségben a />~ feltételt?

dval:

6 lépéseket.

2. Keressiink olyan p € Q szimot, amelyre birmely it > —1, i # 0 esetén (1 +h)" <1 + ph.
3. Bizonyitsuk be a teljes indukei6 segit

a) 3| +2n;
D) 111422143314 nenl= @+ D=1
nn+ D20 +1)
6

égével, hogy minden n természetes szimra

) 124224 40

d) 3" +4"<5" (n1>2).

. Bizonyitsuk be indirekt titon, hogy  Pitagorasz-tétel megforditisa igaz.

. Tekintsik N sszes részhalmazaibol alkotott P(N) halmazt (N hatvdnyhalmazdr)
Igazoljuk indirekt tton, hogy P(N) nem megszimlilhats. (Meritsiink dtletet a [0; 1
vizsgilatibol.)

. Vilasszunk ki a [0; 1] intervallumbl végtelen sok iraciondlis szimot, jeldljiik meg ezeket
pirossal. Vegyiink egy tetszolegesen rovid szakaszt. Mutassuk meg oroszlnfogassal,
hogy el tudjuk helyezni a [0; 1] intervallumon tgy a szakaszt, hogy végtelen sok piros
pontot fedjen le.

Akoordinita-geometridban 1 km egyeul:\: (e—u? +(y—v)?>= 2 alakii, ahol O(: v) a km
Kozéppontjinak koordindti, r> 0 pedig a sugara. Dontsik el teve-modszerrel, hogy az
biak koziil melyik kor :gyenlete Amelyik igen, annak adjuk meg a koz.cpponljnl &
a sugardt.

a) X2+ —4x-10=0;
¢) X2+ y? +6x— 10y =0.

b) 207 +2)% ~dx+ 8y + 10=0;




Lésd a9.-es konyy
16. oldalétol.

Ateles indukciondl
ugyaneztintuk e

ekvivalens halmazok

A pérba dlitgsnak” van

ép matematika neve:
ijektv leképezésnek
vagy bijekcionak hividk.
(Van injekcid i)

n elemil halmaz
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3. Végtelen halmazok szamossaga I.
Megszamlalhatéan végtelen

Véges halmazok, elemszam

Halmazokkal mir kilencedik évfolyamon foglalkoztunk, ezért a halma-
zokkal kapesolatos alapfogalmakat, miveleteket nem ismételjiik at it

Amire alapvetden koncentralunk most, az a kiilonboz6 halmazok
clemszima, vagy dltalinosabban fogalmazva scdmossdga.

Hogyan zimolhutjuk meg cgy halmaz clemeit? Eire nem adtunk
itist, mert mindenki
tanik). Tudjok jol, hngy uzegyjcgyu primek négyen vannak. De miért is?
Elemezziik a mindenki sz nyilvinvalot: amikor az egyjmzyu
p nckcl megszimoljuk, imondiuk hangosan ket
Ot hét” szavakat, kozben pedig kinydjtjuk a huvelyknljunkul (egy).
a |nul4|l6uuunke\l (kett6), u k52éps6 ujjunkat (hirom), majd a gyt
ujjunkat (négy). Mivel az egyjegyd primek elfogytak, a szimolist
befej:zulk az cgyjegyt primek halmazinak négy cleme van.

tehit pirositjuk a

Kat a halmaz elemeivel, é amely természetes szimnil elfogyuk ahal-
maz elemei, annyi a halmaz elemszima. Viligos, minta Nap: elemei-
ket koless értelmi ik. Ez van

12l=

Megjegyzs: A ltszimok ismerete nélkil is cldonthejik, hogy a 12/A vagy 12/F°
vy ik e, b pictunk. Egy eembe el s ovtly i,
majd Kettesével Kengedjik Gket: minden pirban ezy A-st éxegy Fest. Haa jtek
utin terem fres, skkor |4 = | F|. Ha legulibb egy A-s marad, akkor 141> | F|
Ha legalibb egy F-es, akkor [A]<|F|.

1.1. DEFINiC

T 15,
ha elemeik kizitt 1étezil
mii megfeleltetés.

lesondsen egyértel-

A pirba dllitos” modszer egész jol mikodik., segi
véges halmaz elemszimit megadhatjuk.

gével birmely

: Az A halmaz n € N* elemii, ha elemei kilesoni-
sen egyértelmiien megfeleltetheték az {1; ... n)
sorban egymds utén jov6, novekeds elemeivel.
Az iires halmaz 0 clemii. Az n € N clemi hal-
mazok a véges halmazok.

1.2. DEr

Aszita fn mulival azt is megtanultuk, hogyan lehet véges halmazok

elem val miveleteket végezni. A véges halmazokrdl m:
Samaltunk, fogllkozzunk nkibb s végtelen halmazokkal. Probiljuk ki
pirositds modszeriinket oft is!




Természetes szamok halmaza

c10: A nem véges szamossigi halmazokat végtelen
e e e végtelen halmaz,
siganak neve megszamlalhatian végtelen.

Ugy tinik, aJegkisebb” ismert végtelen hal természetes szamok
N halmaza. De biztos ez? Vegyik N felét”, t6roljiik a paratlan szi-
mokat! Vajon a nemnegativ piros szimok (N.;) kevesebben vannak,
mint a természetes szimok? Probiljuk ket pirba dllitani!
Ny: 0 2 4 6 8 10 12 14
N0 1234 5 6 7
Azt tapasztaljuk, hogy nem marad ki egyik halmaz egyik eleme sem
a pirositasbol. (Megadhatunk fiiggvényt is, az N-beli n-hez rendeljiik
Noyy-bol 2n-t) Régzitsiik:

Nl
Mivel minden piros szdmot egy piratlan kivet, kannyi
teni a pirositist:

ijuk kiterjesz-

INJ= [Ny | = Nogo |-
Gondoljunk bele egy még érdekesebb dologba: ha esak minden s.,
vagy (1024). szimot tartjuk meg a természetes szmok kozil, akkor is
Nonel megegyez6 szimossigt halmazt kapunk! (Az N-beli n elemhez
az adott halmaz 5n, 13n, illetve n- 1025 elemé rendeljik hozzi.)
Egyre inkibb 16la, hogy N szimossiginil kisebb
végtelen szimossig nem létezik.

A legkisehb végtelen szimossig a természetes
szimok megszmlilhaté szimossiga.

Abizonyitis viizlata: Tegyiik fel, hogy a nemiires A halmaz szimos-
sagira |A| <|N|. Allitsuk parba A és N elemeit igy, hogy N elemei
novek6 0,1 sorba keriiljenek. Mivel 4] <|N[. a pirba
s utin 4z N_halmazbdl kimaradt legalibb cgy clem. Azonbun
ha az els kimaradd szim a k + 1. akkor a sort onnant6l nem folytatjuk,
k+2,k+3, ... is kimarad. Az A halmaz k elemi, tehit véges.

Az N halmaz mint legkisebb” végtelen szim
null) jelili

Megjegyzés: A jelilést Georg Cantor vezette be. Gyakorltilag minden cbben
i fejezetben szerepld tétel (az itlés modszer is) Cantortd]

dgit | N| = R, (alef-

Egész szamok halmaza

Azt mir litjuk, hogy Roendl, N megszamlilhat6 szamossigandl kiscbb
végtelen nem létezik. Van-e nagyobb? Bovitsiik N halmazt! Dupliz-
2uk meg az elemeinek szimit, legalibbis litsz6lag: tekintsik az egész
szamokat.

végtelen halmaz

Avegeenszimossigok

az uszla\yok nauyséqahnz
hasonidan dontjik el

1.2.t6tel

Szent Agoston is
‘szerephez jut
‘2 meggondolésban.

A2 X a heber (fonicia)
et elsS beldie.

Geor CanTon
(1845-1918), német
matemalikus, 2 modern
halmazelmélet atyja




Raciondlis szémok
ge, hényadosa s
raciondli.
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Azegészek 7 halmazit igy kapjuk, hogy minden pozitiv szim mellé
vessziik az ellentettjét. Vajon sikeriil oket pirba llita
Z 0 1-1 2-2 3-3
N O 1 2 3 4 5 6
Igen, sikeril. A trikk az, hogy minden negativ szimot beszirunk a pozitiv
dirja melle, igy A

o
Az egész é a természetes szimok halmazinak szimossiga egyenld.
Atriikknek kiilén neve is van, fésis egyesitésnek hivjak. Az elemek gy
kapesolodnak dssze, mintha ket végtelen fésii fogait illesztenénk
egymishoz

2
| |
1 — 2 —
Raciondlis szamok halmaza

Aszimfogalom felépitésekor bovitve az egészek halmazit, a racionilis
szimok Q halmazit kapjuk. Micldtt ennek szimossigit vizsgilnink,
Kot gondolkodjunk el azon, mennyie sokan vannuk rucionilis
szimok. Az egészek di
részt birmely véges mlcwullumnn véges ok €gész szim van, masrészt
minden egésznek van jobb és bal oldali szomszeédja is. A racionilis
J.hd (I

szimokrol ez nem mondhat6 el! Ha p, ¢ € Q. akkor
birmely két Q-beli szim ozt van jabb Q-bel
Ebbal adddik, hogy ba

€Q. uzaz

szim.

mcly ket racionilis szim kozott végtelen sok
A szimegyenes birmely piciny intervalluma
veggelen ok racondlis szimot talmaz. EbbS] perae kvekesik
az is, hogy egyik racionilis szimnak sines szomszédja. Vajon ez szt
jelenti, hogy Q-ban t5bb elem van, mint Z-ben? Nem! frjuk Q* ele-
meit egy jo nagy tablizatba:

B
1
3
B
3
3
3

Y FSEN PSP PR
Dl st vt e = e

QI R0 W] e =




A tablizat 1. soriba 4z 1 nevezdjd, 2. sordba a 2 nevezdjd stb.
triek keriltek. Minden pozitiv tort alak szerepel a tiblizatban —
minden érték végtelen sok helyen. Most a tablizatot ijuk t lineris
At I i ot Wl s bl

TIPSy
Hagyjuk el azokat, amelyek értéke cgyszer mir clfordult (biztosan
végtelen sok marad):

Fel tudtuk sorolni (listiba tudtuk szedni) Q elemeit, ezért azokbél nincs
tbb, mintaz N elemeibl

INI=1Z|=]Ql =X,
Mivel N, © N € Z € Q, az az érdekes helyzet dll el6, hogy taliltunk
olyan halmazokat, melyek szimossiga megegyezik egyes val6di
halmazaik szamossigéval. Telesen viligos, hogy ez véges halmazoknl
nem fordulhat el

13 Térei:  Barmely végtelen halmaznak van olyan valddi
részhalmaza, amely vele azonos szamossagi.

Bizonyitas
Legyen A végtelen halmaz.

1. Tegyiik fel, hogy |A| = X,. Eszerint A elemeit pirba tudtuk dllitani
N nivekvé sorba rakott elemeivel. Hagyjunk most el A-bol egyetlen
clemer, mondjukazt,uelyiknek pia 5. Jele cat sz clemet .
Viligos, hogy A\(d 5. helye megiiresedett

pessiik a d utini dsszes o e casyelclorcb Tay A clemei
p..nm allitottuk N elemeivel, azaz | A]=|N|= X, =]Al

1.3.tétel

2. Ha | Al > Xy, akkor vanolyan B C A, amely megszimlilhat6an vég- Atelies bizonyitas mélyebb
telen az 1. pontot,
jra A\B-vel. A kapott halmaz egyetlen elemmel , szikebb” A-nil, igényel.

de szimossiga nem eskkent (sem a m:
nem viltozott).

. sem B szimossiga

Megjegyaések

gyt imonsig ulmuzzl e volazndie
an szercpls [0 1 vl

Kentis: v elynek v
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3. Eleai Zenon gordg filozéfusnak sok érdekes gondolata volt az dkorban,
bl tagadta a mozgis létezését (részletescbben sz6lunk rola a kévetkezd
tben). ¢

fej
bt fenégrel besuét Zenon paradosomirl Am fény a ket
a fe Vi pitlans, oy o Cosion il epmacatodet o7

ogfontonabt sappillstick Sbinthels. Banck ssdor meiogimasise
2. pontban leit definicio!

Feladatok

1

2,

Adjunk meg olyan f fiiggvényt, amely a p pozitiv piratlan és az n természetes szimokat
egymishoz rendeli kblesontsen egyértelmaen, p = f(n) formaban.

. Adjunk ziirt képletet a természetes szimok egészekhez val6 rendelésére. (A formula adja

meg, hogy n € N szimnak mi a Z-bel

pirja 2= f(n) formaban.)

. Egy telt hizas, egyetlen folyosobol ill6, végtelen sok szobival (s = 1, 2,3, ...) rendelkezs

ol végtlen purkolba ket autobusz ékezik. Mindet buszon végtelen sok férhely

van (f=1,2,3,..).

a) Hozzunk létre elegends szabad szobit az érkezoknek. Adjuk meg, melyik s-edik
sorszimii szoba lukdju melyik s™edik szobiba kdltozzon. Elkiildeni senkit sem lehet,
de nem kell mindenkit elkbltoztetni.

b) Ezek utin hatdrozzuk meg, hogy az els, illetve misodik autdbusz
utas melyik s-edik iires szobiba kéltozzon.

16

fedik helyén

Egy telthizas, egyetlen folyos6bel all6, végtelen sok szobival (s = 1, 2,3, ...) rendelkez6
hotel végtelen parkoljiba végtelen sok aut6busz érkezik (a= 1,23, ...). Minden buszon
végelen sok féhely van (/= 1,2.3,..). Recepeiosként ket feladutunk van.
) Hozzunk Iét it az érkezéknek gy, hogy
s-edik sorszimi szoba sk melyik s -edik szobiiba Keltézzon. Elkiildeni a hotelbal
senkit sem lehet.
b) Ezek utin adjuk meg, hogy az a-adik autébusz fedik helyén il6 utas melyik s-cdik
iires szobiba kltézzon.




4. Végtelen halmazok szamossaga II.
Kontinuum végtelen

Valds szamok

A szimfogalmat tovibb bévitve jutottunk el a valés szimokhoz.
R szimossiga is megegyezik \1 szimossigival? Azt littuk, hogy
Q pontjai a szimegyenesen igencsak sirin helyezkednek el. Azonban
biziosan nem elég efvt shhor, hog folytonbran Kiteliack a szim-
cgyenest.

Megjegyzes: Ennck magyarizatit két geomettiai tételben tliljuk meg. Az egyik
lpmhuz.mvm el ke Ervecieginige me pesissbtik. ey

»
dapjin %=L
. 4

£ bowsai ks (ol p.q €7, 0. A2

ukcaztis,hogy pl. 2 nem rcionilis i
b “guyuuvlm 40 ponibl Kiindulva! Vézponty

Mériik fel a szimegyenesre
iba 0-b61 nem mutathat a pir-
s .

nesen tehit marad még kitoltetlen hely « raciondlis pontok kztt. Izazolhato,

ol . S
nilis szimok felfedezését — bir nem szeretiék ket — egy pitagoreusnak,
Hippaszosznak keszonheik.

Vajon a Iyukak sokkal tibben vannak, mint Q cles
seniljuk fel az indirekt bizonyitisrol sz
szerepls [0; 1] halmazt.

? Ennek beldtd-
ész példijil

gyobb, mint a ter-

10.-es tankonyy 122. oldal,

5.4bra

ippaszosz s
a Magareusuk onetenek
érdemes uténanézni.

szamoké: [[0; 1[| > x.,A

Bizonyitas

Abizonyitds nagy részét ott mr lefituk. Annyit tesziink itt hozzd, hogy
mivel [0; 1[-nak van X, szimossigi valédi részhalmaza, szimossiga
nem lehet kisebb Xo-ndl. Ha pedig nem ekvivalens vele és nem i
Kisebb, akkor esak nagyobb szimossigi lehet.

Ahhoz, hogy ezt ltalinositsuk minden valés szimra, a geometridt
hivjuk segitségil hirom kis tételben.

15 Teree: [[05 1]

[0:2(].

Bizonyitas
Parositsunk a kévetkez6 médon: minden x € [0; 1[-hoz rendeljiik
2x € [0;2[-ot. Hol van itt a geometria? Sokkal szemléletesebb, ha
a 6. dbrit tekintjiik
Kordbbi 1.3-as tételiinkre hivatkozva bitran kivehetiink egyetlen elemet,
a szimossig nem viltozil

[fo: 1[I =1o: 2L |

végtelennél nagyobb
szémosség

1.5.t6tel




1.6. tétel

7.dbra

1.7, t6tel

8.bra

A ¢ a continuum
Kezdobetdje, latinul
folytonost jeert,

R szémosséga kontinuum
végtelen.

9.4bra

EMLEKEZTETO, VEGTELEN HALMAZOK

Afenll megillapitisok birmely ]0; u[ (ne \u 56, brmely ]u bl
(a,b ) i meg-
fnrdu a xv«znlhauuk a |[0;n[|=][o0; n]\ aunw is egyetlen clcm
hozziadisival

Azt litjuk ht, hogy a val6s szimok birmely 6sszefiigg6 részhalma-
zinuk szimossiga megegyezik a [0: 1] intervallum szamossigaval.

1.6. TéreL: |10; 2[ | megegyezik az r = 1 sugari nyitott fél-
srvonal pontjainak szdmossigival.

Bizonyitas
A7, dbrihoz sem kell sok magyarzat, a pirba dllitds egyértelmd.

ak
dul

17.T1

Az r=1 sugari nyitott félkirvonal pontj
szimossiiga megegyezik birmely egyenes, pd
a szimegyenes pontjainak szamossigaval.

Bizonyitas
Tekintsiik a 8. dbra dltal ijelolt parositast.

Ahirom kis tételbé] adédik, hogy |[05 1[| = R, Taliltunk végre olyan
szimhalmazt, amelynek szimossaga hatdrozottan nagyobb, mint Xq:
IN| 1Ql=8y<IRI.
A folytonos Kitéltés firii Kit6ltés sz i ér. Mivel
vl szimolra gy tekintink, mint a raciondlis ¢ imaciondli ok
hatjik. A valés
szimok szimossigira a ¢ jelolést haszniljuk, ||R\,f Tehit X, <c.

Barmely szamossagnal van nagyobb szamossag
Eddig két alapvetéen kiilonboz6 végtelen szame
és ct. Littuk, Xoonil nincs kisebb végtelen. Van-e c-nél nagyobb?
Gondolkodhatnink tovibb a geometria segitségével. dm belithat6, hogy
sem egy négyzet, sem a sik, sem a tér (birmennyi
all t6bb pontb6l, mint a [o 1[ szakasz. Ez a |Q|
utdn talin mér nem is annyira meglepo.

Megjegyzések
1 At gy it = [0 gt i sins g,

0 1[ szakasznak, két gondolattal bizonyithatjuk. Egyrészt nyilvn
I1\<|u] hiszen a szakisz a négyzet egy okdala Ma\lt\n\akmr\uk " bimely
POty 0 bbs...) alakii koordinitikkal (végtelen sok egymis

9-est nem engediink meg) rendelkez6 pon
Viligos, hogy
delun . tehit \II\<\II lla \ll|<\l\

ik pir 16pés az egész sik vagy tér
szimossigird] belitni, hogy ceyenls c-vel. (. sbra




2. Aztakérdéstis feltehetnénk, hogy vajon o é ¢ kdzirt van Gjabb végtelen?
Ez elég bonyolult kérdés.  tagads vilszt kontinuum-hipotézisnek hivjik.
Erdemes utinaolvasnit

A wéges hulmasokenl 9. évfolyumon lituk, bogy egy hiromelem
halmaz sszes részhalmazainak sz Szimoljuk ssze az ssze:
részhalmazok szimit nulla-, egy-, bt it

20,

Anullaelem

res halmaznak csak Snmaga a részhalmaza:

Egyelemii halmaz esetén @ és maga a halmaz a részhalmaza: 2=2"

Kételemi halmaz esetén az @, az egyik, a m:
a halmaz a részhalmazok: 4= 2°

Nagyon gy

ik clem é maga

k. hogy ez iltaliban is igaz. Bizonyitsuk be!
1.4, DEFINICIO: Az A halmaz ésszes részhalmazainak halma-
zit a halmaz haminyhalmazmmk nevezziik, és
P(4)-val je

18.

Ha |Al = n, akkor [P(4)] =

Bizonyitas (1)
Mivel az dllitist minden természetes szimra kell igazolni, érdemes
probilkoznunk teljes indukei6val.

O-ra az

1. Kezdd értékre mir megvizsgaltuk: |A|
|P@y| =20
a az dllitas igaz, azaz
|Pay|=2t
Bovitsik az A halmazt cgyetlen w-vel jelolt clemmel, legye
[A] = k+ 1. Ekkor A részhalmazait gy Kapjuk. hogy A minden
oz

részhalmazihoz egyszer hozzivesszilk, egyszer pedig nem w elemet.
Ezzel megkétszerczziik P(A) elemeinek szimit

|Pa)|=2-|Pa)| =

s teljesill

©

Tegyiik fel, hogy [A| =

2E=gks),

Bizonyitas (Il
chy:n/x {ay ay a5 .5, ‘,u,,) Jeloljik meg a részhalmazokat
tigy, hogy minden clem ali I-et runk, ha benne van az adott rész-
halmazban, illetve 0-t, ha nincs. Példiul ha mindenhova 0-t frunk,
aziires halmazt kapjuk. Két tov; ibbi példa
A={a
1o o o {aa}

000 1o {a,.1}

ag..ia, jia,}  Részhalmaz, ami

gy n helyre ithatunk kétféle jelet, dsszesen 27-féle kiilonbiz6 médon.

féle
Tehdt n elemi halmaz hatvinyhalmaza 2" elemd.

hatvényhalmaz

n elemi halmaz
sszes részhalmazainak
széma 2",




Indirekt iton okoskodunk.

1.9, tétel

P
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o 315311
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10.dbra

EMLEKEZTETO, VEGTELEN HALMAZOK

Megjegyés: Exdekes, hogy mig birmely halmaznak van hatvin addig
12 Svaes ulmat clembeént ‘magiba foglald szuperhalmaz” nincs Ennek
belitisihoz egy, a vélt halmaz.

mutatjok meg.

Soelj meg Aok e bl e sajit magukat
eléhent peoee i g Skt o o iz Tételesi 1o,
hogy 7 ulmazolyun hlmuzokl elvck s sl vt b

clemként. PL ldchmcl(\alap,un\l €1 hiszen egyik sem tartalmazza
el Nijon 7€ v
HaTeT, jv,,”,., bun 7
i tehit T¢ 7.
Ha T 1 akor T nem taalmazzs magit lenkén, & gy teljesl e 7 meg-

zisa, azaz. T € T. Ez is ellentmondi

Hop K . hogy ilyen T halmaz.
A Amaa ol egyellen n]m halimaz sem létezik, amely bizony
s el endikbnt okt oglal v, Rk o5 At val
bvebbnek gondolt iszes halmazok halmaza sem létezhet

19.

Acsak 0 és 1 jegyekbdl dll6 (végtelen sok szom-
szédos egyest nem tartalmaze) végtelen sorozatok
amossdga megegyezik a [0; 1]

Bizonyitas

Megmutatjuk, hogy a 0-1 sorozatok és az intervallum pontjai parba
illithatok. Ehhez vegyiik a [05 I[ intervallumot, és els6 lépesben
viigjuk két diszjunkt részre:

zre:
o
Azeljirist folytassuk a végtelenségig
Most vegyiink egy s €S sorozatot, legyen pl.
Minden O-t értelmezziink tgy, hogy a kivetkezs lépésben az adott
i inden I-ct pedig dgy, hogy a jobb oldali
felét vilasztjuk (10.46r9. Tehdt s szerint a

[o:1[ — [o,%[ - B %[ Y

utat kell bejirnunk. Az ilyen egymisba skatulyizott intervallumoknak
pontosan egy kozos pontja van, amit a sorozat kijell. Ha s-ben a nem

Jelbltszimok mind Ok, akkor ez a szima 3. Ugyanakkor mivel minden

szim az adott felosztsban pontosan egy ervalummk clcm ezént
egyetlen sorozat kszelitheti csak meg. Tehit | S|= [0 n[ |




Megjegyzések:

Azért van sziikség a végtelen sok szomszédos I-es Kizi
Képezheinénk a konstans I; 1: I ... sorozaot,
oo

inck nincs megfelelgje

1o jos
1[-on. Ugyanakkora 0; 15 I: 1 .. sorozt a 0.5-et Kizelitené meg, Kirésanom askrts

amire oft vanaz 1 0; 0
e dukil!

: ... esupa 0 végi sorozat is. Igy viszont egy szimhoz

2 vin,
Bt a ootk (ejeulben it qﬁlunk

B cay arifor, méghozzi egy végtelen biniri fit
jarunk be.
Hany darab sorozat van S-ben? Egy sorozatban X, ..szami” hely van
& minden helyre (elvileg) kétfele elem ithato. Ezek szerint a véges
esethez hasonl6an a sorozatok szima:
18]=2%.

Misrészt viszont

l[0;1[|=IRI=¢, igyadodik 2%
Végil megemlitiink még egy tételt, ami azt mnndJA kx‘ hngy minden
szmossignil van nagyobb szimossig. Bizonyitasaval nem foglal-
kozunk (iltalinositot atlés modszerrel igazolhato).

1.10. CANTOR TETE}

Feladatok

1. Adjuk meg a [0; 1[-nak nlyan valodi részhalmazit, Amelynek szamossiga No.

2. Bizonyitsuk be kil hogy birmely felig
nyitott szakasz pnnlj.un.lk szimossiga m:gegyezxk birmelysirt Kervonel p pontjainak szi-
mossigival.

3. Bizonyiulc hogy nyitot egységngyaetpontinsk sdmossigucgyenl bimely nyion
Kérlap pontjainak szimossigival.

4. Tgazoljuk, hogy b
sugari nyitott fl

cly nyitott kirlap pnnljmnnk szimossiga egyenls egy vele egyezs
mbfeliilet szimossigaval.

5. Igazoljuk, hogy birmely nynoll felgombfeliilet pontjainak szimossiga megegyezik a stk
pontjainak szimossigaval.

ira, mert akkor \sl L vl ok

-es

Tetsz6leges H halmazra |H| < | P(H)|. Cantor tétele




szémsorozat

Adefiniciebsl nem
feltétlenil éta 2z ember
elsdre, hogy sorozatrél
van s26.

Nem mindig vess részt

a2 dsszes poril egész
aleképezésben
Példzul d,= —— eseté

D=N"E)

{f,}-nekKillon neve is van:
Fibonzcci-sorozat,

n

28

sonozaToK
SOROZATOK
1. A sorozat fogalma

2.1. DEFIN

: Asdmsorozat gy, a poritiy egéss simok halma-
zin értelmezett fiiggvény. Roviden f: N* —

Az értékkészlettsl fiiggden beszelhetink Kiilonbozo
Ha ez a val6s szimok egy ré akkor

Kapunk
Vannak misfajta sorozatok is, pl. intervallumsorozatok, vektorsoro-
zatok vagy fiiggvénysorozatok. Mi behat6an csak szimsorozatokkal
foglalkozunk. Hangsilyozzuk, minden sorozatnak végtelen sok eleme
van, hiszen végtelen sok természetes szim van.

A sorozatot kapesos zirdjel, az {a,} sorozat els5 elemét a,, a tizen-
btodiket a5, dltaldnos tagjit a, jeldli. Sorozatot megadhatunk
f:lmmljwal (a4, =1,3,5....._dltakinos tagjdt megads kepletel;

6 . Gt =36, - 5. Szoveggel is megadhatjuk,

rekurzioval:
. primszimok sorozsta.

Abrizolhatjuk Sket, mint fiiggvényeket, Descartes-féle derék\zdgﬁ
koordiniita-rendszerben. Mégis inkbb csak egy szimegyenest
Zolunk a sorozat elomének ertkehez helyeziink ogy ponto. (MEg
akkor is, ha a szimegyenesen tortén dbriizolis esetén az dbrird nem
tudjuk visszakeresni, melyik pont hinyadik eleme a sorozatnak.)

1. példa

irjuk fel a sorozat els6 6t tagiét, és abrazoljuk Gket szamegyenesen:
0 a,=2n-5; b) by=-n? + dn;

o) 6= (-2 9 g=2+1;

e 6= sin(nﬂ+

) h=1H=1hp=h+h
Megaldasok

A megoldisok az 1. dbrin lithatok.
1.dtra

) 0,28 0,1 0y=1.0=3 055, e

£) b3, by =4, by =3 b =0, by =5

=

EERIRRROE)
0 61=-2, 6= 6y =-8 € =16, 65 =-22 e
0 di=3 =25 =23 =225 6422 E v nerm e
o ¢=-05,

=t =1, = PR D v



Mértani sorozatok

Vannak gyakran alkalmazott specidlis szamsorozatok. ilyen példaul
amértani sorozat. Jelent6ségét példiul a kamatos kamatszimitas, illetve
az exponencidlis novekedés leirisa adja.

2. példa
Ha ismert, hogy egy baktériumtenyészetet kezdetben 3 baktérium alkot
és szmuk 20 percenként megduplézedik, akkor mennyi id6 malva lesz
Iegalébb 3000 bakiérium atenyészetben?

Megoldas

Akiindulisi dllapothoz képest 20 perc elteliével 3-2=6, djubb 20 perc
milva 24 darab baktérium lesz a Petri-csésze-
ben. 20 percenként ijubb 2-¢s szorzot kell tenniink a szorzathoz, tehit
n-20 pere milva 3-2" darab baktérium boldog tulajdonosai vagyunk.

3-2" 23000,
2721000,
n>logy1000= 121200 _ 3 g 966
& 122 g2

Tehit ha n > 10, akkor 327 > 3000, Megvilaszolva a feladatot: 3 6ra
20 pere elteltével mr biztosan (5bb mint 3000 baktérium tekinti szilG-
hazijinak a Petri-csészét.

2.2 DEFINICIO: Az {a,}-t mértani sorozatnak nevezziik, ha adott
az ay elsG tagja, a kvéeiensnek nevezett ¢ kons-
tans, és minden n > 1 esetén a,=a,_;-q.

Bizonythat,hogy  méstursrozat ik g lituls =01 !

formiban. Fontos sszefiiggés. hogy a sorozat elsd n tagjin

"=
a+ay+ v.+u"=(t|‘-f17—. ha q#1.

zege

(¢=1 esetén a sorozat konstans, S, = n-a,)

Feladatok

a) a,=3m b) by=n?=6n+9;

) e,=

n

R O, (3
SRRl P

9150 9 -3

mértani sorozat

Amértani sorozat részletes

térgyalését, az ditésok

bizonyitasait megtaldluk
a12-¢:

54-65. oldaldn.

Adjuk meg a kovetkez6 sorozatok elsé hat tagjit, és dbrizoljuk dket szamegyenesen.

(o
r) f":,“n[u 7). 8) 81=3. 820 2,12=28,+ 8111

2. Hatirozzuk meg a mértani sorozatok els6 hirom tagt, illetve a nyolcadikat és Syt.

@) a=1,9=2 b) by=256, g=-0.5;
d) dy=6,q= €) e3=9, =135




alulrél korltos sorozat

feliirél korlétos sorozat

korlatos sorozat

Asztmegyenes
egy egydimenzios mezo,
ahol a soroza tagja

it tehenek legelésznek,
a kortétok a vilanypésztor
botia. Korltos a sorozat,
haa tehenek a két villny-
pésztor Kozt legelnek.

SOROZATOK

2. A sorozatok tulajdonsagai I.
Korlatossag és monotonitas

Korlatossag

A sorozatok ket fontos tulajdonsiga a korlitossig és a monotonitis.

2.3/A. DEFINiciO: Az {a,) sorozat alulrdl korldtos, ha megad-
haté olyan k €R, hogy minden n-re , 2k.

2.3/B. Dinnicio: Az {a,) sorozat feliilrdl korldtos, ha létezik
olyan K € R, hogy minden n-re a, SK.

24.7

wicio:  Egy sorozat akkor korldtos®, ha alulrél é feliil-
rél s korlitos.

Lassunk néhiny példit, hogyan kell a korlitossigot megvizsgil

1. pelda

Korlétosak-e; csak alulrél, illetve csak felilr6l korlétosak-e a kovetkez
sorozatok?

0 g,=m2+1; b) by=10-n; ©) 6= (1"

Megoldas (a)
{a) minden tagepolt, g =0 ol ot lay} ehita sl -
Litos. Fels asorozat tagjai

Megoldas (b)

Atagok minden hatiron t6l csskkennek. Feliilrl viszont pl. K = b,
korlitozza.

Megoldas (c)
A sorozat tagjai (1), 1, (1), 1 stb., tehit pl. K=5 és k=(-10).
A sorozat korltos.

Bizonyos sorozatokrd] nehéz lehet eldinteni, hogy korlitosik-c vagy
sem. Erdekes modon ilyenkor a korlitos

matematikai fogalmat, a késGbb targyalt hati

Ugy sejtjiik, hogy ha a sorozatnak van fels6 korlitja, akkor végtelen sok
ilyen korldtja van. PL uz 4,= 2+ (~1)" -+ sorozatnak K =2,5 (= ay)

fels korlitja. De K=
nagyobb val6s szim.

22 is fels6 korlitja, vagy birmely 25-nél

Erdekes kérdés, hogy ha egy sorozutnak van fels6 korlitja, ukkor
afelss korlitok kézott van-c mindig legkisebb? Ugy i ni
példiban K = 2.5 ilyen! Problgatissal valamennyire meg i

hetink r6la, azonban ez nem tekinthet6 bizonyitisnak.




2.5, DEFINiCIO: A felilrdl Korliitos sorozatok legisebb felsG kor-
It a sorozat felsd hatdrdnak, az alulrél korli-
G Tyl
alsé hatdrdnak neverziik.

Megjegyzés: A sorozat felss hatirit szoktik sauprémumnak, az alsot infimumnak
nevezni. Jelolésik h=sup(a,), H = inf(a,).

2. Tiérke:  Feliilrdl korlitos sorozatnak van fels hatira.
Alulrél Korlitos sorozatnak van als6 hatara.

Megjegyzés ek szl el a (4,

fols6 hatdr,
alsé hatar

it at0bi pont i, Nem everdhene o pont it e et k. ke
it nem it piron. A két i ko ponit el . Ha P pios
kot van nila Wagjobt o tg s socoeatben, 167 1oL i i seit
d P P tehit csak kék lehe

zatnak. (2.abr2)

2. példa
Igazoljuk, hogy az a, = sorozat orltos, s adjuk meg az alsd s fes6
hatérdt 2

Megolds

i 6, hogy a sorozat mi iv, tehit k
a2, bogy Ll ines nngynbb tagja, vem.: K=1 lg.,znuuk hngy
h= és H=K= 1. Barmilyen kis poz zimot tekintve, a soro-

. kabc Vilnak,tehih nem lehet a1 hat, Marad
inf (a,) = 0. zat tagjai n novekedésével pedig egyre esokkennek,
clio leme a legmgynbb sup (a,) = 1

Az als/felss hatir fogalma mir lehetove teszi, hogy a bevezetgben
emlitett, egymiisba dgyazott zirt intervallumok sorozatrol sz6t cjisink.

2.2, TéreL: Vegtelen sok egymisba skatulyizott, zirt inter-
vallumnak van pontja. Amennyiben az

intervallumok hossza minden pozitiv szamnil

Kisebbé vilik, akkor pontosan egy kiziks pont van.

A tétel két mondata két allitast tartalmaz, mindkett6 igazoldsiban
alkalmazzuk az indirekt médszert.

Az elsé dllitas bizonyitasa
Jelolie

=[ay;by). 1= [ay; by), Iy = [az: b3,
az intervallumsorozatot, melyre

LoLoh>..01,D

=[a,;b,).

egymésba skatulyézott
intervallumok
Kézds pontia




SOROZATOK

Ekkor igaz, hogy
a<a<a<..<q

by2by2by2..2b,2 ..
és barmely 7, j természetes szimokra a; < b;. Ut6bbi miatt {a,} soro-
zat felilidl, {b, } sorozat pedig alulrdl Korldtos. El6z6 tételiink szerint
{a,}-nek van felss, (b, }-nek van alsé hatdra, jeldlje ezeket A és B.
hogy A<B. U tegyiik fel og:
B <A. Ekkor van olym\ C val6s szim, amire B < C <A. C nem hmnm
egyik sorozatnak sem, ezért el6bb-ut6bb valamely i, j indexekre
b; < C<a;. Ez nem lehetséges, mert minden bal végpont kisebb
minden jobb végpontnil! Ha pedig A < B, akkor birmely A< C<B
esetén C kozos pontja minden [a,, b, ] intervallumnak.

A masodik allitas bizonyitasa

Teételezziik fel, hogy P < O két kozds pontja az ésszes intervallumnak.
igy minden n-re [P; Q] < I,. dm ekkor [P; Q] lland6 hosszira
Q-P<b,-a, Afeltétel szerint viszont I, ho:
zimnil, igy (O - P)-nél s cl6bb-utdbb kisebbe vl

jutottunk

Megiegyzések

Az egymisba skatulyizottsig Snmagiban nem biztositja a kézos pont éte-

[

is enyhithets, hiszen 1, [,

24

i eltétele enyhithets. PI. 1, .l|:-m.k van kiizbs pontja.

3. Az egymisbu skatulyizottsig
Kozos vésze [1: 2] intervallum

. oy syl G- Kl pontoaban s e et
o s

1yt

efiiggéscink

o sdes
valami létezését (egeisziencidjat), majd utina —
mellett ~ az egyedilliséget (unicitas).

3. példa N

Vank
meg, ha igen.

a)l—[

Megoldas

) Tgen, a 0 minden 1, intervallumnak eleme.
b) Nines.

) Igen,a 3.

d) A[2:3[ minden pontja ilyen.



Monotonitas

26.1

FINICIO: Az {a, ) sorozat monoton nivekvd™, ha minden
n-re igaz, hogy a,,, 2a,, s szigordan monoton
nivekvd, ha minden n-re a,,, >a,.

2.7. DEFINCIO: Az {a,) sorozat monoton esikkend®, ha minden
n-re igaz, hogy a, S a,, és szigorian monoton
csikkend, ha minden n-re a,,, <a,.

Hogyan déntheik el gy sorozatr, hogy monolon-? A matemtikii

a problgaids moy kisérletezni.
4. példa N
z
Monotonez g, =sin(- &) sroza2
Megoldas
Soroljuk fel a sorozat néhiny tagjit:
=1, a,=0, ay=-1, a,=0, ag=1, ag=0, ay= -1, ag=0,

Atagok periodikusan ismétlédnek. a sorozat tehdt nem monoton.

5. példa b
Monoton-e &z g, = n?.~ 9 + 2 sorozat?
Megoldas
Az els6 néhiny tagot megvizsgdlva:
ay=-6, ay=-12, a.
Ugy tiinik, a sorozat monoton csékkens. De nem, tovibb szimolva
5= ~18, ag=~16! Tehit a sorozat nem monoton.

Sujnos nem tudjuk eldre megmnmddm meddig kell prabilkozni ahhoz,
hogy lissuk, asorozat visszafordul vagy sem. A monotonits vizsgi-
latakor ezen buktatok elk érdekében néha célszeri az et =
Kiilonbséget képezni. Ha a kilonbség minden r-re pozi soro.
Zat biztosan monoton 6. Ha a,., ~, <0,  sorozat szigordan mo-
noton csokken.
o o . o
a

a az hanyados segi is

sorozat

Ha minden n-re a,> 0 é

monoton,
szigordan monoton

nn-te .. Kigtel
aatjeenti, hogy a sorozat
bérmelyk tagiérol egyet
elorébb lépve a kovetkezs

tag csak nagyob vagy
egyenls ehet.

Részben szimpiiia
részben a felada tipusa
donti el hogy kulonbséget
vy boyadod kepezink

06596, ha pedig

1 s gt

. ety
faktoridist 'ana\maza

Ha b«xmclyvk b S — egyenldség is teljesil, az
a szigoriis megy. Ha csak az egyenlség teljesiil minden
i akkor  sorozatunk Ko

s ot v

a2 egyik nem megy,

érdemes megproblkozni
mésikial




SOROZATOK

N
6. példa )
6 csokkendk:
n
@) d,=n?+4n-20; b) b= (n-5)% c)c"=W
Megolds (a)
iilonbségképzést alkalmazva {a,} szigorian 6. ugyanis
minden n-re
Uyyy—a,= 1+ 1)+ 4(n+ 1) =20 - (1% +4n —20) =21 +5 > 0.
Megolds (b)

Akilonbségépzest alkalmazva:

byyy=b,= (n+1-52=(n-52=21-9>0, ha n>5.
Asorozat nem monoton, de az elsG négy tagot elhagyva mir szigortan
monoton nGVGVE tehetd.

Megoldas (c)

A {c,} minden tagja pozitiv, megadisa csak szorzis és osztis

miveletet tartalmaz, ezért haszndljuk a hanyadosképzést! Litni fogjuk,

a sorozat monoton esdkken, de nem szigoriian (n = 1-re egyenl):
onet

c R
el (¥ DI 2 2
(D! 2"kl

Feladatok

1. Allapitsuk meg a sorozatokn
(4] az x egésziészét jelenti.)
a) a,=3n+6; b) by=5-n% c) c,=

., hogy korlitosak-e. Ha igen, adjunk meg tbb korlitot is.

=3)"'=30  d) d,=[Ssin(m)].

2. Létezik-e koziss része az egyes intervallumsorozatoknak? Ha igen, adjuk meg.
a) I,,=|:2 } b) J=[1:2+107];
o) K,=]0;2]; d)L,= [(—n" 2
n

sz, ha viltoztatjuk az intervallumsorozatok bal vagy jobb oldali

3. Dntsiik el a kévetkezs 2 ‘monot ok m az els6
tagt6l texzik ezt, akkor adjuk meg azt is, hiny tag elhagysival kapunk monoton soroztot.
a) a,=3n+2; b) by=(n-57% ©) ;=050 =202 d) d,= U"ﬁ
) o=

o



3. A sorozatok tulajdonsagai Il.
A hatareérték fogalma

A hatdrérték fogalminak bevezetéséhez elGszor

giljuk meg az

4,25 +(-1)"+ L sorozatot! Hatirozzuk meg néhiny elemet
n

Ugy tinik, a sorozat tagjai minden hatiron tal megkozelitik uz A =5
énteket.

A hatirérték pontos definicidjinak kimondisihoz sziikségiink van
tovibbi fogalmaes. Hogy ezekkel megismerkedjink. késaitink egy
s Aol & dellt, Tekin

 egy utca, benne az 5 egy csalidi hiz lcnm‘ asorozat tagjai pedig
pontszerd emberkék. A esaladi hizhos. tartosik gy advar (s his
imyezete). Az udvaron beliil tartozkodsk valamikor dtlépték az udvar
isciibét. Legyen most  fél porta szélessége, vagyis a hiztol a kerités
terjeds szakasz hossza 0,1 (a kéirnyezet sugara). Kénnyen kiszimit-
hatjuk, hogy a sorozat elsd tiz tagja nem tart6zkodik az udvaron belil
a 10 tag rdaddisul pont a keritésen il (kiviil esnek a kimyezeten, még
misképp: nem lépiek dr a kiiszibi). Tovibb szikitve az udvar fél
szélességet pl. 0.01-ra, akkor a sorozat els6 100 tagja marad az udvaron
Kiviil. Figyeljiik meg: ha az udvaron kiviil a sorozatnak csak véges sok
tagja van, akkor belil végtelen sok tag tartozkodik!

Azt tapasztaljuk, hogy birmennyire az udvarunkat, a keri-
tésen belil végtelen sok, rajta é azon kiviil véges sok tagot taldlunk
a sorozatb6l. Az 5 barmely kisryezerén kiviil mindig csak véges sok
tagjit, azon beliil viszont végtelen sok tagjdt taldljuk a sorozatnak.

Miisképp is megkozelithetjik a kérdést: ha valahol felillitotiuk a keri-
tést (meghatdroztuk a ksmyezet sugardt), akkor a sorozat tagjait sorba
véve, elgbb-utdbb csak olyan tagokat lmldlunk akik az udvaron belil
zaz minden G egy olyan
Kiiszdb, hogy az utdna kivetkezd gisszes tag mar az 5 adon kimyezetén
beliil legyen (0.1 eseténez 10 volt, 0,01 esetében pedig 100). Termé-
szetesen a kiiszob értéke fiigg az udvar szélességétol: nngynbb udvarra
hamarabb, kisebb udvarra viszont kés6bb .jut be” a sorozat.

Mindket megfogalmzis Iehetséget ad a hatirériek fogalminak pontos
‘meghatirozisira.

A tavolsag és a kornyezet fogalma

Afenti elokésziilet utin rendelkeziink a hatirértek szemléletes fogal-
maval. Most matematikai precizit 2tizzuk, mit értiink kémye-
zeten (a hiz udvarin). Ehhez szikségiink van a tavolsig fogalmara.

issal

Amodel a velossgban
nem létezi, de segit

a megértésben. lyen
modellakotés 2 kezdetektal
jellemzt @ matematikéra,
gondoljunk a2 egyenes
gaiméra.

Ha végtelen sokbol véges
sokat elveszlink, végtelen




tévolsag

d az angol distance
(tavols3g) kezdGbeie.

Vegyik észre: a tavolsdgot
mint kétvétozos fliggvényt
értemeztii!

& sugard kérnyezot

RN
RERIEEREEE)

3.dbra

SOROZATOK

Az alibbi fogalmat a szimegyenes egydimenziés terében” értel-
mezziik, de minden tovibbi nélkiil kiterjeszthetd sikra, térre vagy akir
tobbdimenzios terckre is.

2.8. DEFIN

: A szimegyenes A és B pontjanak d(d, B)-vel
igdn a d(A,B) = |1A-B|

értjiik. Mis jeliléssel az a, b valds szamok tivol-
siga la—bl.

Ativolsigra az abszolit érték tulajdonsigai miatt teljesiilnek a kévet-
kezok (A, B. € a szimegyenes tetszdleges pontjai):
(1) d(4,B) 20 és d(A,B)=0 pontosan akkor,ha A =B;
(2) d(A,B) =d(B,A);
(3) d(4, B)Sd(A, C) + d(B, C). (Gondoljunk & hiromszog oldalai
Kozotti egyenl6tlenségre.)

Atulajdonsiigok  szemléletiel tokeletes o
(1) a tivolsig 0, ha a ket pont egybeesil

(2) a tivolsignak mindegy, hogy melyik pontbsl me

szhangban vannak:

a harmadik oldalndl - elfajul6 his & is
ben a hirom csties egy egyenesre esik.

mely-

2.9, DEFINiCH

Egy A valés szim &> 0 (epszilon) sugarii ki
nyezetén értjiik azokat a valés szimokat, me-
eknck A1 vet tivolsiga kisebl, min .

Megjegyzés: Nem cxak vals szimok

telmezhets a fenti kémyezetfogalom.

6 szerint ha az 1626 példiban a kerités haztol mért tavolsiga
éter, akkor mindenki, aki 10 métemél kisebb tavolsigra van
a hizt6l, a hiz udvarin tartézkodik, annak kémyezetében van.

1. példa 3

Adjukmegaz A = 7 szém & = 4 sugar Koryezetébe esd természetes
és valbs szémoket.

Megoldas

A kérdezett kdmyezetbe a természetes szimok koziil a 4, 5, 6, 7, 8,
9, 10 tartozik. Vigyizzunk, a 3 és a 11 mdr nem! A val6s szimokat
vizsgilva, R-nek olyan részhalmaza a kimyezet, amelynek x elemeire
fennill, hogy 3 <x < 11. Intervallumkeént felirva: x € 13; 11[. @ abra)

Altaldnositsuk a példaban emlitett kornyezet sugardt! Az A=7
tetszleges & sugari komyezetébe azon valds x-ck esnek, melyekre
7-e<x<T+e teljesil. Mds formiban felirva xe]7—




Ha az abszolit értékes tivolsigfogalmat haszndljuk, akkor az A =7
szim £=4 sugari kornyezetének a |7 —x|=|x—7|<4 fel
felel meg

Afentiek szerint tetszleges A szim &> 0 sugard kimyezetébe azon
val6s x-ck keriilnek, melyekre (4.bra)

A-e<x<A+e vagy xe]A-e;A+e[ vagy I\—Alq

Avalés szimok tivolsigot, i

Nem ks ok hoanu e metikus et  rcioilis ik i et
k K Kérdésk annak

de
gnlauvnl kczdndn:k hngyun viselkedik a hatirértck és mis egyéb fogalom olyan
terekben, ahol nem értelmezzik a tivolsig fogalmit

Ennyi bevezetés utdn felkésziiltiink rd, hogy meghatarozzuk a hatr-
érték fogalmat két médon is.

2.10/A. DEFINicio: Az {a,) sorozat hatdrértéke* A szim, ha az
irmely kornyezetéhe a sorozat végtelen
sok tagja esik bele és esak véges sok tagja

marad ki a kirnyezethdl.

2.10/8. Dkrvicio: Az {a,] sororat hatdrrtéke A sim, ba o
A birmely &> 0 sugarti kis

4.dbra

Mindharom alakot
haszndfuk a késdbbiekben.

hatérérték

es sok tag
b vegmen sok
tagra tejesut gy is
fogalmazhatjuk
majdnem minden tagra’
7 i

adhatd olyan e-t6l fiiggd N kiiszibszam,
amelyre valahényszor N-nél nagyobb indexii
tagot vilasztunk, mindannyiszor ez a tag
az A szim € sugari kirnyezetébe esik.
Réviden: az {a,) hatdrértéke A, ha birmely
&> 0-hoz létezik N(@), melyre ha n >N,
akkor a, - A| <

Megjegyeések:
Mivel arma vagyunk kivinesiak, hogy a sorozat minden hatdron til meg-
Kizelitie a hatirértéket, &-tigen Kicsinek vilasztjo
A sorozat hatirértéke nem feltétleniil eleme a sorozatnak, lisd 4 bevezets
peldit.
A 2.10/B. definiciot Cauchy

éle definicionak is nevezik.

Yischb ), sl béus i 5 y

dn ugy véljil hatirérték
Ahatirértékkel rendelkez6 sorozatokat konvergensnek* (6sszetarténak)
nevezziik. Ha egy sorozatnak nines hatirérteke, akkor az divergens
(széttarto).

Azt, hogy A szim hatirérteke az {a,) sorozatnak, igy jeldljik: , — A,
vagy lima,= A. Szoktik tigy is mondani, hogy az {a,} sorozat tart

vagy konvergil A szimhoz,

aztjelenti. ,véges sok
Kivételével mind”.

Akdasszikus analmsben
sok minden i
(eftsd kns\) nwenez

Alim rovidités a latin
limesz (hatér) sz6bel
zérmazik.




SOROZATOK

A |
2 példa )

= [a,; b, egymésba skatulyézott zért intervallumok sorozata,
mslyek nassza barmely poitiv szamnd kisebbé valik. Kordbban igazoltuk,
hogy 2z /, intervallumoknak egyetlen kozos pontja van, jelolie ezt P.
Igazoljuk, hogy a, — P és b, —P.

Megoldas

5 % Vilasszuk P-nek valamely tetsz6leges &> 0 sugard kimyezetét.
Mivel hos armely po Kisebbé valik,
ezétt van olyan N, hogy Iy = [ay: by] hossza ‘mirkisebb, mint €. Eickor
e mind az intervallum bal végpontja, mind a jobb végpontja beleesik
P & sugard kémyezetébe. Az cgymisba skatulydzotisig miatt a késsbbi
pontok mdr mind a ivel -t tetszGlegesnek
vibatottuk, igy birmely kiimyezetbe majdnem minden végpont bele-

esik: a 2.10/A. definicid teljesiil a két végpontsorozatra. (. sbra

3. példa )

Példaul V5 elsunéhanymedesjegye223605797749978 Adjuk meg
olyan raciondils szémokbdl &l sorozatot, amelynek 5. a hatérértéke,
és igazoljukis a konvergenciét

Megoldas

Legyen a sorozat els6 tagja a, =
Legyen misodik tagja a

2, azaz 5 az els6 tizedesjegyig.
uzaz 5 az els6 ket tizedesjegyig.
Ezt kveten legyen a; 360 stb. Igy a; kevesebbel
térel /5-161, mint 0,15 a, kevesebbel térel v/3-t6l, mint 0,01; ay keve-
sebbel ter el V5161, mint 0,001 ... a sorozat n-edik tagjira pedig
|a, - 5| <1072
Abelépési kiszobre péiddul | Barhogy is adunk meg egy Kicsi £> 0-t, biztos van olyan N termé-
V= [lge] + 1 szetes szim, amelyre 10~ <. Ha pedig n > N, akkor
|a,~ 5| <10 <10V <.

Teljesiil a 2.10/B. defincic,
for. it raciondlis

dadisul {a, ) minden tagja véges tizedes-

fegjegyzds: A fenti
egy raciondlis szimokbol allo Sl Temtsieb i o i 4 pscomdl
szimol hutirértéke az a, =35 konstans sorozatnk. gy cgy érdekes

raciondlis samokbol dllé sorozat, amelynek r a hatdrérike.

A fim o feludat a ke, bistat vagy st az Olvasdt
e (n 4

sl

hatdrozza meg 8z dy= —— dltaldnos tagd sorozat hatirértéket.
it

Az ilyen feladatokat hamarosan meg is tudjuk majd olduni.
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23.Tére: Az {a,) sorozat konvergencidjira adott két
definicié ckvivalens (cgyenértéki).

Bizonyitss

A tételt két lépésben igazoljuk: el6szor az egyik, majd a misik
definici6bol Kiindulva.

Elészor megmutatjuk, hogy a 2.10/A. def
definicié. Jelélje a 2.10/A-ban szerepls ké e
Eszerint az JA - &1 A + e[ kémyezetb6l a sorozatnak csak véges sok
tagja marad ki. A kimaradt véges sok elem koziil vil leg-
nagyobb indexit, ez az index megfelel az N Kiszibszimnak. Ugyanis
teljesil rd, hogy ha n > N, akkor |a, ~A| <&

Misodszor & 2.10/B. definiciobol indulunk ki: birmely &> 0-hoz
létezik N, melyre ha n > N, akkor |a, — A | < e. Utébbi egyenlGtlen-
séget dtalakitva:

—e<a,-A<e,
A-e<a,<A+e

Amennyiben m < N, akkor az a,, tagot a kbrnyezeten kiviil taliljuk.
Mivel N természetes szim, a sorozatnak éppen ennyi, azaz véges sok
tagja marad ki a kbmyezethdl és végtelen sok tagja esik bele. Majdnem
minden tag beleesik az A birmely komyezetébe: teljesiil a 2.10/A.
definic

e
Adott sorozat és adott kémyezet esetén hogyan szimithatjuk ki
a kiiszobszimot? Erre mutatunk most példit a 2.10/B. definici6 segit-
ségével

4.példa
Hatérozzuk meg z & = 0,03 sugar komyezethez tartozo kiiszobszamot,

hatuduk, hogy 2z 0, = 5 : 5 sorozat hataertée A = 15.
Megoldas
Helyettesitsiink be a definici6 végén szereplé kifejezésbe:

Hozzunk kiszos nevezére az abszoliit értékben:

3n+2-30-5) 17
fubas i), <e
21-10 ~10
Ha n > 5, akkor a kifejezes pozitiv, igy egyenld az abszolit értekével:
7‘7 <e
20-10

R O, (3
0

915055

a konvergencia két
definicicja egyenértéki

A 210/, definicionak
inkébb elméleti meggondo-
Iésokban vesszik haszndt.

A sorozainak nincs
5. eleme.

Asorozat konvergencidjét
‘sohasem befolyésolja
véges sok tag elhagyésa.




A kisszobindex a kapott
értek egészrésze.

bobs b o

6.dbra

SOROZATOK

Ha n>5, akkora pozitiv (2~ 10)-zel szorozva mindkét oldalt, a reld-
cidjel nem viltozik:

17<(2n-10)-&.
Fejezziik ki n-t:

17+10¢
2

<n

0,03-0t:
2883 <n.

Helyettesitsiik be a megadott

Készen vagyunk, N = 288
Visszaolvasva az egyenltlenségeket:

ha 7n>288, akkor

tehdta 289. tagtdl kezdve a sorozat minden eleme az ]1.47; 1.53[-ba esik.

Mg Figyelombe kel senink, gy megoldissori 11 it Ktk

entz éné-

poet k:llene ku\znbmdcxnek tekinteniink. Szerencsére nem mindig van sziikség
e

5. példa N
Seftsiik meg a b, =42 sorozat B hatérérteket. Adjuk ey hényaditagtél
Keriinek a sorozat tagjai kizelebb B-hez, mint & = 0,0;

Megoldds
Az els6 néhiny tagot kiszimitva
by=2 by= 14142 bg=1148T; b,

gy sejtjiik, hn,ymnmm! I-hez tart (5.4br). Lssuk elGszor dltalino-
san, tetszoleges ki >0-ra (birmely n-re 42 > 1)

\(C -il<e

YI<i+e
2<(1+8)",
log,,.2<n.

Innen a keresett kiszobszim N = [log, ,,

Konkrétan £=0,02 esetén N =35.

N
6. példa
Igaz-e, hogy a c, = 0,27 sorozat hatérértéke 137

Megoldas
Most ne adjunk meg knnkm £>0 szimot, csak jeloljik. Ha igaz,
akkor a 2.10/B. sz
\0,2"— 13]=13-02"<¢,
13-e<02".



Vegyiik mindkét oldal 0.2-¢s alapi logaritmusit. A reldcicjel meg-
fordul, mert az alap 1-nél kisebb:

logg, (13- ) >n
Hopp! Nem N < -t kaptunk, hanem éppen forditva, n < N. A sorozat
elemei nem a kiimyezetbe tartanak, inkibb probalnak minél tavolabb
Keriilni t6le. A {c,} sorozat nem tart 13-hoz.

Feladatok

rjuk fel a kévetkez6 P szimok & sugart komyezetébe esd egész szimokat. Hatirozzunk
meg kett6, az adott & sugari kémyezetbe ex5 Q\Z-beli szimot is. Adjuk meg intervallum-
ként a komyezetet.

e

ap b) P=34, .5
¢) P=2; d)P=1+2, e=2-1

2. Hatirozzuk meg a megadott intervallumok mint kémyezetek P kizéppontjit és ¢ sugarit.
a) 1=102; 1.4[; b) J=1-31];
¢) K={xeR[13<x<18); d) L=] 1[.

3. Adjunk e-hoz kiiszobszimot a 2.10/B. definici6 alapjin, ha tudjuk, hogy {a,} — A
a) a, ”, A=2, £=001; b)a,=45. A=1, e=0.1;
0
o a,
4. Igazoljuk, hogy a b, =

1
g (ID + —] sorozatnak nem 2 a hatirértéke.
n

. Sejtsiik meg a kivetkezG sorozatok hatdrértékeét, és igazoljuk is a 2.10/B. definiciéval.
5n3 +7

Wa=3+ bb,=0n
n?

) d,=




hatérérték

egyértelmiisége
(unicitasa)

7.4bra

Konvergens sorozat
Korlétossaga

o Am oo

8.dbra

SOROZATOK

4. A sorozatok tulajdonsagai Ill.
Konvergens sorozatok tulajdonsagai

Sujnos feladatok megoldisira a sorozatok konvergencidjira vonatkozo
ket definici6 csak akkor alkalmazhato, ha (pl. probilgatissal) meg-
sejtjik « hatirértéket. Ekkor igazolhatjuk vagy cafolhatjuk scjtésiinket
A késGbbi tételek egy része segit abban, hogy a hatdrérték ismerete
nelkill eldénthessiik égy sorozatrsl, konvergens-c vagy sem.

Konvergens sorozatnak csak egy hatirértéke
lehet. Formilisan: ha {a,} »A é {a,} B,
akkor A =

Bizonyitas

chl c\uk ket eset lehetséges, melyek rdadasul kizarjak egymast
A# B), bizonyithatunk indirekt iton. Tegyik fel a kivant

ol elentetben, hogy (an) s A, lar) > B és A% B. A 210/A

ban szerepls komyezetet vegyik tigy fel A és B korill, hogy

ezeknek ne legyen kivzos pontjuk. a ket nyilt intervallum metszete legyen

la-Bl

@

halmaz. Példiul mindket szim keril tekintsiik oz &=
Kémyezetet. (7.ars)

Az A szim kémyezetébdl a definici6 miatt véges sok elem maradt ki
Am mivel nincs kozos része B kimyezetével, B komyezetébe csak
véges sok elem eshet, B nem lehet a s iéke. Ebbs]
Kovetkezik, hogy feltevésink hamis, és ha {a,} —A és {a,} > B
teljesiil, akkor csak A= B Iehetséges.

Vajon a Konsergencia milyen Kapesolatban van a misik ket tuljdon-
i

siggal, a korlitossiggal é a monotonitis i teteliink utin
Konnyebben tudjuk vizsgilni 4 sorozatok korlitossigit is.

A konvergens sorozat korlitos. Formélisan:
ha {a,) = A, akkor van olyan k,K € R szim,
hogy k <a, <K minden n-re.

Bizonyitas

Igazoljuk, hogy a sorozat felilrdl korlitos. Ha a sorozat konvergens,
akkor a 2.10/A. definici6 miatt az A hatirérték birmely &> 0 sugari
komyezetébdl legfeljebb N tagja marad k. (Y lteats 2105, defi-
nici6 biztositja). Véve egy konkrét | A — £: A + e[ komyezetet, a beldle
Kimarado véges sok, A + £-nil mgynbb tag kil u legnagyobb fels6
Korlitja a sorozatnak. Ha pedig nincs A + e-nil nagyobb kimarads tag,
akkor fels6 korlitnak megfelel maga A + e. Tehdt a sorozat igy is. igy
is felilrol Korlitos. S6t. K = max (A + &, . . - . ty). (0.8
bizonyithat6 az alull valé Korlitossig s

Megjegyzés: Hasonl



Vegyiik észre, hogy a tétel nem megfordithato, nem akkor és esak
akkor” tipusii tétel. Ha egy sorozat konvergens, akkor korlitos — im
ha korlitos, akkor még nem biztos, hogy konvergens. A korlitos soro-
zatok halmazinak val6di részhalmaza a konvergens sorozatok halmaza.

1. példa N
Vizsgjuk meg koritoss4g és konvergencia szempontiébél az g, = (-1
‘sorozatot.

Megoldas
Asorozat korlitos: Azonban A= -t vagy A
feltételezve .5 sugani ikbol

eetben végtelen sok elem marad ki. Vagyis a sorozat nem konvergens.

2. példa N

Vizsgaljuk meg korlétossag, monotonitds, konvergencia szempontjabo!

Qi
2n-

f sorozztot. Adjuk meg a sorozat hatérait

Megoldas
Mivela
azt vizsg
abszolit értéket ha
Azelsé néhiiny tag utin a sorozat csokkendnek tinik, uzaz b, , , < b,

Ant)+S_An+d dn+s

2n+)-1 20+l 2n-1"

8n? +14n -9 <8n? +14n +5,
-9<5.

i maga utin vonja a

A sorozat tényleg szigortian monoton esskken. A konvergencidval
Kapesolatos sejtésiink: a sorozat 2-hoz konvergi

amibol kapjuk, hogy

: [IHJ,L«. > N= [7“}
2 e 2
A sorozat valdban konvergil 2-hoz. Ebbal kivetkezik, hogy korlitos.

Mivel monoton exdkkenve kivzeliti 24, ezért hatirai k = inf (b,) =2
sup(b,) =by=9.

Atétel nem megfordithats.

A sejtés alapja:
nagy n-te, pl. n = 1000-te
D= _‘“lfl 2,003




monoton, korlitos
‘sorozat konvergenciaja

Erdees megioyetése
aszerz6knek, hogy

a anbkezesek byt
dltaldban

ovekedést va\asz\mk
a balkezesek pedig inkébh

jobbkezes, ezért
valaszlottuk ezt
abizonyidst,

SOROZATOK

A Korlitossig a hatirérték sziikséges, de nem elégséges feliétele
Mi térténik, ha hozzivessziik a monotonsigot? Ha a sorozat mono-
ton 16, de nem Iép it egy felsd korlitor, akkor valahol a sorozat tag-
jainak strdsodnie, torlodnia kell. A monotonitis és a korlitossig egyitt
mir maga utin vonju a hatirértek létezéset, izy clégséges feltételt
Kapunk a konvergencidra

2.6. T Haaz {a,} sorozat monoton és kurlulm, akkor

eseun a rclso, csikkend snmzal esclen asorozat
alsé hs

Megigyaéoeks Monckon 16 sovsa ey clegend u 1 Kl s

ey is
s ot s e e R Vv . a8 e
iselkeds” tagokat egyszerien clhagyjuk.
Bizonyités
Legyen a sorozatunk monoton név6 és korlitos. Ekkor felill is
korlitos, tehit 2.1-es tételiinkb6l kévetkezéen létezik fels6 hatira.
Jeldljik ezt H = sup (a,) nel.
Mivel H felss korlitja a sorozatnak. ezét tetsz6leges &> 0 szimi
(1~ &) mir nem az. A sorozatnak tehdt van olyan d,. tagja, amelyre
igaz, hogy a,. > H — . Mivel soroztunk  felievés szerint monoion
novekvd, az n* indexet konkrét £-ra min
az adott & sugari komyezethez tarozo kiiszobindex. Ha n > %, akkor
4 sorozat monoton névekedése miatt
H-e<a,.<a,<H,

hiszen I fels hatir. Ez pedig azt jelenti, hogy 1 barmely

JH-eH[c]H-
(fél-) kémyezetébe a s ‘majdnem
2.10/A. miatt H a sorozat hatirérteke.

Littuk, hogy a korldtossig nmagiban sziikséges feltétele a hatar-

Sajnos ez i tétel esak a hatirertek létezéset biztositja, a pontos értéket
sok esetben nem adja meg. Az ilyen tipusi tételeket egziscrencia-
tételeknek nevezziik.

Akoribbi a,=n?—9n +2 sorozatbol elhagyva az els6 négy tagot,
szigortan novekeddvé vilt. Azt is emlitettik, hogy birmely sorozat
tagjaibol véges sokat elhagyva még mindig végtelen sok marad.
61, cay sorozatbl ki végilen so agot s lhagyhaturk dgyesen
(példaul minden masodikat), még akkor is végtelen sok tagja marad
A megmarad sorozatot az eredeti sorozat vzrnmzalunuk nevezzik
Gondoljuk meg, a vt

domsigokat: morolon novB/exEkkend sorozat manoton nEvelesPkkens
marad, orlitos sorozat korlitos marad (bir hatrai viltozhatnak),
konvergens sorozat konvergens marad és hatirértcke sem viltozik.




210 Derinicio: Ha egy {a,) sorozat végtelen sok tagjit
kivalasztjuk és az ered orrendbe ren-
dezziik, akkor az {a,) sorozat egy (i)
részsorozatdt kapjuk.

Az emlitett {4} =n®~9n +2 részsorozat els6 eleme az eredeti
sorozat dt6dik eleme és igy tovibb (az els6 négy tagot hagytuk cl).

ahatirértek ésindl segit a részsoroza-
tokra vonatkoz6 kbvetkez tétel.

27.Ti:

Konvergens {a,} sorozat birmely {af} rész-
sorozata is konvergens és hatirértéke egyenld
az eredeti sorozat hatrértékével.

Bizonyitas

Hasznaljuk fel a 2.10/A. definiciot! Ha {a,} — A, akkor A birmely
kémyezetébdl a sorozat véges sok tagja marad ki. Am akkor az {a
részsorozatnak is legfeljebb ugyan nnyl tagja maradhat ki, hiszen
sorozat tagjainak elhagyasival kapjuk. Igy A birmely kor-
nyezetébe {a;} majdnem minden lugja beleesik, azaz {a}} — A.

Atételnek az a jelent6s

akkora b,

I:"._.

ezck az (u”) részsorozatai, példiul {b,}-t uz {a,) minden misodik
tagja alkotja.

Akbvetkezd tételt renddrelvnek vagy kiizrefogdsi szablynak szoktik
nevezni. Az elnevezés azt a sajitos matematikai humort takarja,
hogy ha két renddr kzrefog egy drizetest, akkor kénytelen a rendaiok-
kel tartani.

28.Téte:  Ha {a,) >A, {b,) A é majdnem minden
n-re a, S¢, b, akkor {c,} > A.

Bizonyitas (1.

A feltételek miatt A-nak birmely &> 0 sugard kémyezetébdl {a,}
és {b,} sorozatnak is véges sok tagja marad ki. Am ekkor {c,} soro-
zatnak is véges sok tagja marad ki, mivel {a,} és {b,} kozrefogia {c, )
tagjait. Teljesil tehit a 2.10/A. definici6, igaz a tétel dllitisa.

Bizonyitas (1)

Lissuk be tételiinket a 2.10/8. definicioval is! Igazoljuk, hogy birmely
e-hoz_ megadhat6 olyan N kiiszobszim, amelyre ha n> N, akkor
le,-a]<e

részsorozat

részsorozat
konvergencidja

rendérelv




SOROZATOK

A feltételek miatt megadhatk olyan Ny, N, Ny kiiszobszamok,
melyekre teljesiilnek a kovetkezk:
(1) Minden 2> N, esetén a, < ¢, <b,

@ %hnz letezik Ny, melyre ha n > Ny, akkor |a, - A|< %

) irhnz letezik Ny, melyre ha n > Ny, akkor [b, - A|<i.
A magyarizata: (1) igaz, mert esak véges sok tagra nem
teljesil uz cgyenltlenség, Sket clhagyjuk (2) és (3) a konvergencia

definici6jibol jon: ha birmely -hoz, akkor ——hnl i létezik megfeleld
Kiiszobszim.

Ny No Mo K lgragyobb legyen M= mux (. Ny, V). fey ha
n> N, akkor

) @ iy
= b, +b,~ Al < |e,=b,|+|b,- A] <

lea= A1 = ley= b, +b, 5 <
” Ll b+l € la,- A+, A+ |5, - 2] <€ L

-Al<e

azaz

Azegyes lépések magyarizata: (i) teve-modszer b,nel; (i) hiromsziig-
egyeniatlenség: (i) itt haszndljuk ki (1)-<t: a, <, < b, minden n > N,-re;
v dszer A-val és hiroms ég: (v) itt haszndl-
Juk ki (2)-t é (3t

Megjegyzés: Az el bizonyitis joval cgyszeribb u misodiknil. Hogy utobbi

részeke, mel)ekre e sl d el !elxe(el:n Ether szbséglok
van az (1), gyzésekre. Eat
A misodik |1.nny|m\ eayota st et # lsgpbsden

meglmmn iihoz .

Feladatok

1. Fejezzik be a 2.5-6s tétel bizonyitisit. (Izazoljuk, hogy konvergens sorozat alulrl is
Korlitos, vagyis korlitos.)

2. Vizsgiljuk meg a sorozatokat korlitossig.
Adjuk meg hatiraikat.

gragaantl; b) b,
0

) ¢,=4f05; d) d,=0,1".

-0s tétel bizonyitisit. (Igazoljuk, hogy monoton cstkkens, alulrdl
ricke a sorozat als6 hatira.)

3. Fejezzikk be a 2
Korlitos sorozat hat




5. Nevezetes sorozatok hatarértékei I.

Az eddig kimondortt definiciok és tételek segitségével mi t3bb nevezetes
sorozat hatirérickét meghatirozhatjuk.

1. példa
Hatérozzuk meg a.im "1 hatérértéket.
o

1. megoldas
Asorozat knrla‘m\ hiszen 0 <a, < | minden n-re. A sorozat monoton

extkkend, mlvel inden n-re. Koribbi 2.6. tételiink miatt

1+l
 sorozat hatirétéke & sorozat sl hatira:
1

lim —=0.

noven

Il. megoldas

megsejtve, a 2.10/B. definici6 segitségével bizonyit-
hatjuk azt. Szimitsuk ki a sorozat pir tagjit:

001; n,wFﬁ

Asorozat hatdrértéket 0-nak sejjiik. Tekintsiik a definicioban szerepls
Kifejezést; legyen ¢ tetszoleges Kiesiny, de pozitiv szim:

a=1i a=1=02 a,

100

1
~of<e
n
Mivel  pozitiv egész, ezért az abszolit énk clhagyhato:
1
—<e
"
Mivel n és & is pozitiv, igy a reldcigjel irdnya szorzds és osztis kizben
nem médosul:

1
Z<n
k5
Megtaliltuk azt az e-t6] fiiggs N = H Kiiszobszimot, amelyre
e

ha n> [l} akkor
3

Megjegyzés: Mivel uz & sorozatnak ——.

czcki
megegyerik - hutirénekével:

im L= tim L
a2

Nem adunk meg konkrét
téket &-ra, hiszen
laldban kellteljesiinie
2 definicio fefételének




Oszeilléld a sorozat,
ha az egymist Kovet

tagok eldjele véltakozik

E2a gondolkodss
ellemad a matematikéra
A matematikusok szeretik
a feladatok megoldasét
eqy kordbban megoldott
feladatra visszavezetn,
e lhetséges

(Talén lusték..)

SOROZATOK

2. példa
Hatérozzuk mega lim g (q valos szém) hatérértéket

s G a6 VY e Aokt g Uyciend
eril kiszimolni « sorozat néhiny elemét kiilonbozs
emsek exctén.

1 1 !
* Hag=—. akkor =2, a,

kv

= . .. Aztsejik hogy

2 4 1024
asorozat 0-hoz tart minden 0 < ¢ < 1 esetén.
1

+ Ha g=—=, akkor q,

L a Sejtésink az,

hogy 0-hoz tart minden 0> ¢ >~1 esetén.

+ Hag=1, akkor ay =ay= .. = |. A sorozat konstans, I-hez tart.

« Ha g =0, ukkor a;=a,= ... = 0. Akonstans sorozat 0-hoz tart.

* Hag=-1, akkor a,=a3=a; -1 a

A sorozat két értéken oszcilldl, nincs hatirértéke.

* Ha g =3, akkor a; 243 sib. Ugy seitjik, hogy
a sorozat ¢ > lre birmilyen nagy értéknél nagyobb érteket is
felvehet.

1y=ag

Megoldas
Lissuk, sejtéseinket tudjuk-e igazolni!

+ A0<q<1 esetben alkalmazzuk a hatirértek 2.10/B. defi
Legyen &> 0 szim. Vizsgiljuk meg az abszol it értékes

lg" - 0] <e,
g7 <.
q'<e.
Mindkét oldal ¢ alapi logaritmusit tekintve 4z egyenlatlenséz
megfordul, hiszen 0 < ¢ <
n>log,e igy N= [Iom/ ]
A defi
+ Ha -1 <q <0, akkor ¢"

6 teljesil, megtaldltuk az e-t0l figed kiiszobszamot
~1"-Jql" Tgy
[0y g —o]=l-1y7] g

afeladatot visszavezetjiik az el6z6 feladatra.

. Ag= exeteket mir megvilaszoltuk.

g=

 Ha g > 1. akkor sejtésiink szerint a sorozat minden hatdron til nd,
divergens. Az ilyen tipusii sorozatokat rdgabb értelemben konver-
gens vagy valddi divergens sorozatoknak nevezziik. Uj fogalmakra
van sziikség

g <~l-re asorozat elemei még oszcillilnak is.



2.12. DeFnicio: Az {a,} sorozat végtelenbe divergd, ha bir-
mely K€R esetén megadhaté olyan K-t61
fiiggd N ki im, hogy valahényszor
n> N, mindannyiszor a, > K. Az {a,) soro-
2at minusg végtelenbe divergdl, ha birmely
k€R esetén létezik olyan k-t6l fiiges N
Kiisziobszim, hogy valahanyszor n > N, mind-
annyiszor a, <k.

Jelolésiik: a, — eo, a, =0,

sorozatra:

Alkalmazzuk a fenti definiciot ¢ > | geometr
¢">K, amibdl n>log,K,

N= [lagu K]

Amennyiben 1> N, akkor a,, > K: a definici6 szerint ¢ > 1-re a mér-
tani sorozat valodi divergens.

igy

Az {a,} = ¢" métani sorozatot minden kvdciens esetén megvizs
giltuk. Ha 0 <|g| <1, a sorozat konvergdl 0-hoz. Ha g = 1, a sorozat
konvergil 1-hez. Ha g > 1, a sorozat valodi divergens. Minden mis
esetben u sorozat divergens.

Kovetkez6 sorozatunk nagyon hires.

3. példa " '
Hatérozzuk meg az [1 +%] sorozat hatérértékét.

Megoldas

Ennek a sorozatnak elég nehéz megsejteni a hat
Hacsak” annyit akarunk igazolni, hogy a sorozat konvergens, akkor
a 2.4, tételt haszndlhatjuk: monoton és korlitos sorozat konvergens
Ekkor bizonyitanunk kell kiilén-kiilin a monoton nivekedést és

ékét

1. Aszin i-mértani ot és i juk mindkeét tulaj-
donsigot.

A Newton-féle binomidlis tétellel egy jobb korlitot igazolhatunk.
A Bemoul
belithato.

fele egyenlotlenséggel ismét mindkét tulajdonsig

Megegyzés: Mivel smeretcin még hiinyonala bino
vissza ri. A B
megtalilhat6 a szakkényvekben

s tétellel val6 bizo-

alkalmazo 1gum]

végtelenbe umrgana

orozat
minusz v-gl-llnhl
divergél6 sorozat

ell egyeznink.

hogy a végtelen fogalmét

nem definialuk, csak azt,
hogy egy sorozat

végtelenbe divergél.

Ahires argentin o,

osszefiggésbe.

Szamitsuk kiz 1, 10.,
100., 1000. stb. tagokat!
Asorozat konvergensnek

ik, de vajon tényleg az?

Abinomidls tetel
és bizonyitésa

taldihato.




Atk amilyen

SOROZATOK

Bizonyitas a szamtani-mértani kizép alkalmazasaval
A szigorii monoton nivekedéshez igazolnunk kell, hogy minden n-re

fedfsost”

Induljunk ki az 1+ 1 tagra alkalmazott mértani-s
koziiti egyenlotlenségh

dmtani kozepek

. legaldb)
annyira nehéz, érdemes
61 megfigyelni
A

Y oy e e G B

alkalmazzuk.

Transacendens a2  szém,
‘amely nem irhato fel egész
egyiithatés egyenlet
gyokeként,

mens
Ha most a sor elejét és végét (n + 1)-edik hatvinyra emeljik, akkor
éppen a keresett egyenltlenséget kapjuk.

Megjegyzés: A kiszepek kozti egyenldség azért nem il fenn, mert a tagok
tosan nem egyenldck.

A sorozat korlitossigit ugyanazzal az egyenldtlenséggel és hasonlé
triikkel bizonyithatjuk, de most vegyiink 7+ 2 tagot:

S CICETEE

ntenyezt

A

Emeljiik a sor elejét és végét (n + 2)-edik hatvinyra, majd szorozzuk
meg 4-gyel mindkett6t:
[I +l] < 4.
n

Asorozat minden tagja kncbb 4 nél, amir] belithat6, hogy nem fels6
hatdr (tehit nem is hati Annyit azonban elértiink a gondolat-
menettel, hogy xgaznlmk. st ki monoton, tehit kon-
vergens. St: azt is tudjuk, hogy a hatdrértek 2 és 4 kozé esik

Sujnos a sorozat pontos hatirértékét a bizonyitds nem adja meg.
Be lehet blmnyllml hogy ez aszim imaciondlis. s6t, hasonldan a 7-hez,
transzcendens is.

Magit a sorozatot a nagy matematikus tiszteletére Euler-féle soro-
k. hatirértekét pedig Euler-féle szimnak is nevezziik, és e-vel
k:

=2,7182818284590452353602874713527...

Mesiegyis: A ssimltgépcken dlliban két kilinbons logcimust
szimolni: 1 vagy log 4 10-es alapi logaritmust jelenti, 4z In pedig az imént
it Euler-féle szimalapi logaritmust,




6. Nevezetes sorozatok hatarértékei Il.
Miiveletek konvergens sorozatokkal

Az eddigiekbdl jol liszik, hogy sok esetben nem knny belitni cgy
sorozatrol, hogy konvergens. A hatirértéket pedig néha pontosan meg
sem tudjuk hatirozni. Felmeril a kérdés, ha mar nagy nehezen
eabuliroihil et sotocat ek, it e 4l oot

zegének, szorzatinak u hatiréréke, egyiltalin van-c az igy kapott
i J § sorozatnak hatiréicke? Persze clssty azon kell gondolkodnunk,
hogy egyiltalin mit értiink két sorozat ésszegén, szorzatin stb,

Célszeriinek tinik két sorozat dsszegén azt a sorozatot érteni, amelynek
sul vett sorozatok ugyanazon helyen dll6 tagjainak

{a,} + {b,} sorozat els6 tagja ¢, = a, + by, masodik
2+ by, ooy ;= a;+ by Ugyanez dll a (¢} = {a,} - {b,}
€= a;- ;. Két sorozat hanyadosindl vigyizni kell, az tj
sorozatbdl a nullanevez6iji tagok kimaradnak!

29.Térer:  Haa, A é b, - B, akkor
(1) @, b, is konvergens é hatirértéke A £ B;
(@) a,-b, is konvergens hxlﬁrérlékc A-B;

@

2 huLun:rlekc =,

Konvergens

b,

(Csak ha B +0, ami miatt majdnem minden
nere b, £0.
Bizonyités (1)
Bizonyitjuk, hogy
ha a,—>Aé b, B, akkor a,+b, >A+B.
Ha a, - A, akkor van egy olyan N, kiiszobszim, hogy
ha  n>N, akkor |a,—A|<Z.

Ha b, — B. akkor van egy olyan N, kiiszébszm, hogy
ha  n>Ny, akkor |b, 71;\<i
Legyen N=max(Ny, Ny). gy ha 1> N, akkor teljesiil
la,~ A\<— é b, n\<—
Am ekkor
|a,+ b~ (A + B

a,~ A+b,~B|<

a,- Al+[b,- Bl< 5+

Tehit ket sorozat xszegének hatirértéke az egyes sorozatok hatdr-
éntékeinek Sxszege.

mivelotek konvergens
sorozatokkal

Az elsd lépésben
ahéromszog-egyeniatien-
séget, ativolség egyik
tuljdonsigét hasznaiuk ki




Anevezoben levs

18] +1, illetve K +1
azért szlkséges, hogy

a nevezo akkor se legyen 0,
ha esetleg 8 = 0

vagy K

A konstansszorzo
Kiemelheto a fimesz elé!

(3) tovébb is ahalénosithato

Azaz ket végtelen
pérbajozik egyméssal,
kigyoz?

SOROZATOK

Bimnyilés )
— A és b, — B, akkor a, b, — AB. Alakitsuk dt az omin6zus
vzl ket
|a, by~ A-B|=|a, b,~a, B+a, B-A-B|<
<|a,-b,~ a, B|+|a, B~ A-B|=|a,|-|b,~ B|+IBl-|a,~ .

Mivel {a,} konvergens, ezért korlitos: létezik K >0, hogy minden
nete |a,|< K. Mivel mindkét sorozat konvergens, ezért tetszdleges

pozitiy £-hoz megadhat6 olyan N, és N, kiiszobszim, amelyre
ha  n>N, akkor |a,- Al<———r
! foa- A< (\s|+ i}
& X
e
ha >N, akkor |b,-Bl<—!.
2K +1)

Legyen most N'=max (N, Ny). Akkor ha 1> N, akkor
In..] b= Bl +1Bl-|a, - 4| <

K——+|p] <4l
°(K+n 2(\lxl+1) 2
Mivel birmely pozitiv e-hoz taliltunk N kiiszobindexet, ezért a fel-
ételek mellett a,-b, — A- B. Két konvergens sorozat szorzatinak hatr-
érteke uz egyes sorozatok hatirértekeinek szorzata.
Tételiink kévetkezményei:

(1) Konvergens sorozat konstansszorosa is konvergens és hatirértéke
a hatrérték konstansszorosa. Ha , — A, akkor

lime g

() Birmely k egész kitevére ha a, — A (# 0), akkor
k= Ak

Jim )
@) Barmely k egészre ha a, — A, akkor A > 0 esetén
lim 4, = 4/A.

it idval ks Ivégezhetd. (3)a (2)

Kovetkezménye.

Az eldbbi tételek felhasznilisival lissuk, hogyan oldunk meg egy-
szerbb feladatokat!

A most kisvetkez6 kérdéseket tortes feladatoknak nevezziik. Itt az a prob-
Iéma, hogy a szdmldl6 és a nevezs is egy-egy végtelenbe tart6 sorozat.
Azt ugyan tudjuk, hogy végtelenhez végtelent adva az eredmény is vég-
telen lesz, lletve ha végtelent végtelennel szorzunk, akkor is végtelent
kapunk eredményiil. Am mihez tart két minden hatron tal novekeds
sorozat hinyadosa?




1. példa
2n%+3n
Hetdrozuk meg a lim =" htérértet.
Megoldas
Trjuk fel a sorozat néhany tagjat
5 230 2003000

a0=22 tyopp = e
30 0746 T 4992006

2
Azt sejtjiik, A :g

Az ilyen tipusi sorozatok esetén érdemes a tort sziml, neve-
26jét is a nevezoben Iéve n-ck kovziil a legmagasabb kitevaji tagjival
végigosztani:

3

3

20% +3n 2t
S =8n+6 8.8

e

"

Aszimldl6 és anevez6 is knnve‘gem sorozatok Ssszege, kiilonbsége
és hinyadosa. Alkal 2.9-es tételt é

2. példa e B
Hatérozzk meg a lim — IEr 0 — hatéérdhe,
oo 18 ~10007° +
Megoldas

lim m+dn+10

n—ee 1% —1000n* +n
3. példa N
Hatérozzuk meg a im hatérértéket.

02 im T

Megoldds
—6n n-6 n-6

n+1000 ,*1000

—eo, ha  n>1000.

lgy az eredeti sorozat is minden hatiron til nG.




B
®

SOROZATOK

Hirom kilonboz6 tipusd feladatot littunk eddig:

* Haanevezoben levs legmagasabb kitevaiji » Kitevéije ugyanannyi,
mint a szdmliloban levG legmagasabb kitevaji n kitevéje, akkor
4z ilyen tipusi sorozatok hatdrérteke e ket tag egyitthatjinak
4 hinyadosa (1. példa).

+ Ha 4 nevezsben levé legmagasabb kitevaji n kitevaje nagyobb,
mint a szimldloban levs legmagasabb kitevaija n kitevje, akkor

asorozat a 0-hoz tart (2. példa).
+ Ha a nevezében levs legmagasabb kitevdji n kitevdje kisebb,
mint a szimldloban levd legmagasabb kitevaija n kitevsje, akkor
a sorozat plusz vagy minusz végtelenhez tart, uzaz divergens lesz
(3. példa).
Az elbbi feladattipusndl végtelent osztottunk végtelennel”. Lissunk
‘most olyan sorozatokat, ahol végtelenbol vonunk ki végtelent”! Az lyen
feladatok nagy részénél az a — b* = (a - b)(a + b) nevezetes szorzat
segitségével jutunk eredményre.

4. példa
Hatérozzuk meg a lim (V=1 —1) hatérértsket.

Megoldas
0(\/”77‘“:(‘/“1 N =T)- (T + =) _
i1+ 1

m+h-(-1) 1
2 2 -1 o
n+l+dn-1 Jn+l+dn-1 2n-1 Vn-1 2

A renddrelv miatt a kérdezett hatirérték 0.

Az elobb ,két végtelen kiilonbsége™ O lett. De nem mindig!

5. példa
Hatarozzuk meg a lim (V2 +5n-+1-in? =6n +1) hatdrértéket
Megoldas
100
B B T S
N2 S L+ =sn 1
Afeladatot vi tortes hatdrértek i i
zunk, 4 nevezd nagysagrendje nem n%, hanem n!
10

100
NnZ+sn+ 1+ =5n+1 hadg Ly
now

10
e ——
VI+0+0+41-0+0



A kvetkez6 feladatcsoport az {a,] = (u b lj sorozatra visszavezet.
5

hetd sorozatokat tartalmaz. A konkreét feladatok megoldsa a kvetkezd
altalinos tételen alapul: .
-
bimely g, escién [. +_] e
g,

A |
6. példa Y
Hatérozzuk meg a fim [wﬂ hatérértéket, ha i > 0, /€ R
el
Megoldss
lim [HL] = lim [Hl] = lim [Hi]’ = lim [nl]' =el
P iy Rl g sl ) e | T
i i
7. példa e N
Hatérozzuk meg a lim [H;] hatérérteket
Megoldas
)
lim 14| = fim
el ) ElE
8. példa )
Hatérozzuk meg a fim
Megoldas

Nézziink meg egy, az eddigieknél 6bb — elsdsorban technikai ~ Iépést
igényls feladator.

9. példa on a3\ N
Hatérozzuk meg 2 fim [203|  hatarérteket
e (2n+5
Megaldas
lim

2n+3
m+5

Hasonlan beldthato
<0ais.

®




Ne aggodjunk, ennyire
részletesen nem kell
mindig leini

®

A monotonités igazolésat
6. feladatban tizzik ki

SOROZATOK

EIs6 lépésben kialakitjuk az. [I + L] Kifejezé:
4
7 " 2045-5
2 \3 25
lim (I+—]:hm (I+—J = lim [|+ ]
we\ T 20e5) Taoel T 20e5) Taowl 2045,

Most a kitevaben alakitjuk ki a nevezt a hatvinyozds azonossigai
segitségével

P s

1
55 e

) B = » L, ps]2 B

fim [14+—— m [[1+—— l+——

noe\ 2045, ume |\ 2045, 2n+5,

Veégiil a limeszt szétbontjuk 1 konvergens sorozatok szorzatira vonat-
koz6 tétel alapjin

.

) et .
lim [[1+—— < lim |1+ s
A ams) | i

tényez6 hatirérteke
el6tt emlitett xszefiiggés alapjin:
'

Az els6 a 6. pelda

Kévetkez6 feladatunk inkibb elméleti jellegd.

10. példa >
Hatarozzuk meg a fim /7 hatérértéket.
e

Megoldas
Soroljuk fel a sorozat néhdny tagjit:
a=1;  ay=y2=14142; B=14422;
ay=YT=1.4142; a5 =35 =1,3797;
a0="910 =1,2589;  ayp0="%/T00 = 1,0471;  stb.
Ugy tinik, a sorozat a harmadik tagtél csokken. Alulml biztosan kor-
Litos, hiszen 1-nél nagyobb szimok u'm:ypﬂzmv e csak 1-nél
nagyobb lehet. Ha a sorozat korlitos és monoton, o konvergens.
Mivel I-nél nem tudunk jobb (nagyobb) ‘2 Koritot mondani. sejté-
siink: 4 — 1

Legyen &> 0 tetszdlegesen kicsi. Vajon létezik N, amire
ha n>N, akkor |4 —1]<e?
Atalakitva:
Yn<i+e
amibél
n<(l+ey



Tekintsik esak minden masodik tagjit a sorozatnak, azaz az n = 21,

index tagokat! (Ha rijuk igazoljuk a konvergen
akkor a piros tagok mir magukkal viszik” u kozottik lev piratlan
tagokat is a szigord monotonitas miatt.) A masodik lépésben Bemoulli-
egyenlotlenséget alkalmazunk:

A+er=+or=[1+oT

2(1+1e =

Alakitsuk it az utols6 1-t tartalmaz6 egyenltlenséget.
rre:

oldjuk meg

142(e— 1) +1%2 >0,
amibél

Akifejezés egy felfelé nyils parabola, ezért ha
N

I-e+
£ N,

akkor az cgyenlétlenségsorozat teljesiil. Ekkor n < (1 +&)", vagyis

|4~ 1| < &. A sorozat hatirértéke tehit 1.

Megjegyzés: Mivel € kicsi érték, feltchetjiik, hogy &< 0.5.

N

11. példa
Hatérozzuk meg a hm— hatdrérteket

Megoldas
A sorozat az 5. tagig n6, aztin esokken (onnan kezdve mindig 1-nél
Kisebb szimmal szorozzuk meg a koribbi tagot):

ay=ag-2.2
ama3

Biztos, hogy korlitos, tehit van hatirértéke. S6t, ha minden 1> 5
esetén kicserljiik a tortes tényezoket az elss tortre, akkor az aktuilis
értéknél nagyobbat kapunk:

a,<a. [SJM
S as: .
6,

il nagyobb, 0-hoz tarté mértani sorozatot

fgy taldlunk a sorozaty

([al<1.a konstans szorzé ki:melhclﬁ)v
5 (s

0< hm—< lim 5 —.H

! 6,

w51

Alkalmazva a renddrelvet;

Gondoljuk meg,

alkalmaztuk a Bernouli-
egyenlotienséget!

Kisebb nevezs,
nagyobb érték




SOROZATOK

Feladatok

1. Igazoljuk a 2.9. tétel 1. pontja alapjin, hogy
ha a, A és b, B, akkor a,~b, >A-B.

2. A 2.9-es tétel 2. része bizonyitisinak mintdjira igazoljuk a 3. dllitist:
ha a,—>A & b, — B, akkor ;—’L - Iﬁ (B#0 és minden megtartott tagra b, # 0).

3. Hutirozzuk meg uz alibbi akir tigabb értlemben vetr) hatiréitkeket
n’+6n-1010

o lim

) e
14240 3000

@) i 20

e 2:5™ 4 dn
4. Hatirozzuk meg a kovetkezs hatirértckeket:

a) lim (VZ+ 1 -2 -3); b) Tim (Vo2 +2 = n):
) lim (3 +1-Jn=3); d) tim (V#2245 - St -t 1),

5. Hatdrozzuk meg az aldbbi hatirériékeket:

u
a) lim (u»l : b) tim (nijﬂ
=l b el G

. o
) lim (HLJ; d) lim (ﬂj B
el ¥ 3 fre

.
o im (222,
w1430
6. Bizonyitsuk be, hogy n>2 esetén ¥/n sorozat szigorian monoton csdkkend. (Hivjuk

i
segitségiil az [1 + —] nevezetes sorozatot.)

7. Liissuk be, hogy birmely ¢>0-ra lim
“n

rozat hatirértékét. (a >0, vilasszuk szét az a<1 és I <a

8. Hatdrozzuk meg Ua s
eseteket.)

58



7. A Cauchy-féle konvergenciakritérium
(kiegészité anyag)

Mind a 2.10/A., mind a 2.10/8B. definici6 esetén probléma, hogy meg
Kell sejteniink a hatdrértéket annak késdbbi igazoldsihoz. A kovetkezo
sorozattulajdonsig segitségével a hatdrértek Kitalilisa nelkil s eldont-
hetjik, hogy « sorozat konvergens-e vagy sem (hasonl6an a monoton,
Korlitos sorozatok konvergencidjiral szol6 tételhez). Vegyiik észre,
hogy haegy sorozat konvergens, akkor tagjai nemesak a hatircrtekhez
Keriilnek minden hatiron til kézelebb, hanem egymisho is!

2.13. DEFINICIO: Az {a,) sorozatot Cauchy-sorozatnak nevez-
ziik, ha birmely pozitiy e-hoz megadhat6
olyan -6l fiiggd N kiiszobszém, hogy bir-
mely n,m >N esetén |a, —a,| <e.

Megjegyzés: A fenti tulajdonsigot nevezzilk Cauchy-tulajdonsignak is.
A definici6 természetesen nem teljesiil az a, = (—1)" sorozatra,
mmelmylben n és m paritdsa kiilonbozik, akkor |1 - (-1)| =2, viszont
igy ha £ <2, akkor |a, - a,,| > & A Cauchy-tulajdonsig sziikséges és
elepcgesfclrclelca\nmzul konvergencidjinak.

2.10. TémeL: Egy sorozat pontosan akkor konvergens,
ha Cauchy-sorozat.

A bizonyitas I. része (sziikségesség)
Allitjuk, hogy ha egy sorozat konvergens, akkor Cauchy-sorozat
Masképp: minden konvergens sorozat Cauchy-sorozat vagy a Cauchy-
tulajdonsdg sziikséges a konvergencidhor.

Afeltétel szerint , — A. gy barmely e-hoz, akir
olyan N, amelyre n, m >N esetén 2

hoz is megadhatd

q A<— & a,- A<=

fea-a,] Al A< 4

A bizonyitas II. része (elegenddség)
Azt illitjuk, hogy ha egy sorozat Cauch;
2t gk, e

orozat, akkor konvergens.
EIsG lépésben hissuk be,

hogy a sorozat korlitos.

Mivel birmely &> 0-hoz, ezért &= I-hez is létezik olyan N, amire
ha n,m>N,, akkor |a, - a,|<e=1.
Vilasszunk egy rogzitett m* indexet, amelyre m* >N Ha még
n> N, is teljesiil, akkor |a,—a,,.| < 1. Trjuk fel ezt mis formban,
a komyezet fogalmira timaszkodvar

A= 1< <as+ 1

Cauchy-sorozat

éle
Konvergenciakitérium

Atalgban a szikségesség
bizonyitasa konnyebb,
de nem mindig

wakkor és csak akkor'.

Kihasznaluk a tavolsdg
harmadik tulajdonszgat




SOROZATOK

Ne feledjiik, hogy a,,. egy rogzitett érték! Am ez azt jelent

han >N, akkor a sorozat majdnem minden tagja a ket k

esik. Haa véges sok kivil es6 tag kozt nem talilunk megfelel6 korki-

tokat, akkor vegyilk az o 1. illetve az ot | értekeket. Igy

k=min(a,, s ax(ay, 1 felkorkitlew.

Metegis Az e~ | ukkonznkxcga b o S AT
ik a 2.5-6s té i

=1

fgya sorozat minden tagja :(y I K] kozé esik. Harmadoljuk

P
s s (@ s0)! A ozl esak az egyik-
ben lehet a sorozatnak végtelen ok cleme. met ha mindiendben e,
B i ¢
9 dbra akkor az -t vilasztva a sorozat a feltétellel ellentétben nem
Cauchy-sorozat. Azt a széls6 intervallumot, amelybe véges sok elem
I esik, elhagyjuk.
A maradék két szomszédos intervallum unigjival ismételjik meg az
b barmadliat Kaguk {et. i olytatvkapik Iyt
Atétet 4itatéban stb. Eg isba ~kxm|yaznn zdrt I, intervallumokbél dllé sorozatot
az igynevezett

Bolzano-Weierstrass-
tétellel bizonyijak.

Teljes a tavolsag-
fogalommal rendelkezs
halmaz (metrikus tér),

Konvergens.

kapunk, :gyell:u Kiizdss pontjuk van, mert a harmadolis miatt hosszuk
O-hoz tart. Legyen ez A. Mivel m intervallum tartalmazza
a sorozat majdnem minden tagjat, ezért az A’ pont a sorozat hatirértéke.
Megjiegyaések:
1. A két konvergenciadefinicio utini példiban littuk: minden ¢ irracionilis
2 i s e ol ills {a, it, amel;
seimok kizit w2 {a,) sorozamak

a, > q. Nyilvinvalo, hogy  racionil
éke. Azonban a Cauchy.-fé
wsorozata, hiszen birmely &> 0-hoz Iétezik olyan N kiiszobszi
inyszor 1, m >
teriinket leszkitve a valsakedl a ruciondlis
az {a,] sorozat Cauchy-sorozat, im nines hat
Abelyzet komoly: a2.10-s étlben megfogalmazon Carchy éle Konver
enciakritéiun nem minden dlalunk ismert metrkus érben iga
Ugy. hogy. hal-
mazanem tljes,de vl szimoké gen.
Példiul az 0, = (-1’

hogy
<10V < &. Tehit jitek-
ki, azt kell mondanunk:

piros tagtd észsorozata +1-hez, piratlan tagii réxzsorozata ~I-hez konvergil,

maga a sorozat azonban mem komvergens. Nem teljeil i 2,10/ definiic,

5 intve, a komye-

teken kivil is végtelen sok tagot fal tjuk fel a problémit
i o o

Kivil” Kitételt ek, mi

: hat
ool ..mm ik, Tehitaz fa,] sorozattorls

tétel igazoléséban jut
saerephez pl. az oroszén-
fogés modszere.

disi pontja T val
telen sok tagja it it bt egyben torlodisi pont
3. Két tételt érdemes megemliten  torlodisi pontokkal kapesolatban.

2118 i Korli van torlGdisi
tetel pontja.

Korlatos sorozat 212,71 Ha egy korlitos sorozatnak csupin egy torlédisi pontja
torlédasi pontja van, akkor az egyben a sorozat hatdrértéke is.




8. Végtelen sorok
Edc

i a sorozatok ol yan tulajdonsigaival foglalkoztunk, melyek a tagok

miis kvzott viszonyaira épilnek. (Monoton nive, ha uz egymis
utin kévetkez6 tagok egyre nagyobbak, konvergens, ha bizonyos
tagok kiilonbsége clég kiesi stb) Eddigi vizsgilataink sordn egyszer
sem vettik egyszerre figyelembe a sorozat tsszes tagjit. Tegyiik most
meg: probiljuk Gket dsszeadni!

2.14. DeFiNicio: Az {a,} sorozat tagjaibl képezett a, +a, + Végtelen valés szémsor
. végtelen sok tagot tartalmazé
" sszeget végtelen valds szdmsor-
nak nevezziik.

Jellése: ay+ay + .oty +...

Afenti dsszege roviden vegt
A

1
ket, 50t akir egy s
Keépezhetjik az oxszegét.

-t
Vizsgiljunk meg egy konkrét sorozatot: a,= [l] . Kezdjiik el dssze-
adogatni a tagjait, szeget:

Si=ay=1; S=ai+a;=15 Sy=aj+ay+ay=175
. az bxszeg egyre nagyobb lesz. Tekintsiink nagyobb n-cket:
Sz atayt . tap= 1998  Si5= 1999,
Sy0-14 a szimol6gép 2 i ki, innent6l kezdve mindig 2 lesz az ered-

2k
mény. Ugy tanik, hogy akir végtelen sok tagot is 6sszeadva, az ebbol
nyert sor dsszege nem lesz nagyobb 2-nel. _
A méttani sorozat els n tagjinak dsszegképletébe helyetiesitve:
Cem E

o)

5;-vel jellve az aktuilis ré:

05-1
Ha 11— oo, akkor a tort tart 0-hoz, azaz S, — 2 alulrél. Egyre
tagot dsszeadva, az sszeg minden hatdron til megkozelit
Jogosnak tinik., ha azt mondjuk. hogy

_)" s

Hogyan déntsiik el egy tetsz6leges sorrdl, hogy — hasonlan a fenti
példihoz — van-e olyan valés szim, amit az osszegének” nevez-
hetnénk? Példinkbol kiindulva dltaldban is képezhetjik az
D Sy=aptat..tay

részletdsszegeket, igy tulujdonképpen cgy Sy, S, S.
sorozatot rendeliink minden egyes sorhoz. Ez forditva is igaz. nmdm
cgyes sorozthoz tudunk sort rendeln a tagjit megadva (@, =
a,=8,~S,_;,han>




korvrgane végtelen
valés szamsor

A titaben kmasznanuk
amertan

sorozatokra vonatkozo
kat és
Gsszefiiggéseket

SOROZATOK

2.15. Derinicio:  Egy valés Y a;

r konvergens, ha a részlet-

sszegeibdl képezett S, sorozat konvergens.
A sor isszegén a résaletisszeg-sorozat hatsr-

éxtéket értj

1. pelda
Szémitsuk ki a b, = 1 sorozatbél képezett sor Gsszegét.

Megoldas
A b, =1 sorozatbol képezett somak nines dsszege, hiszen ekkor

2. példa
szamitsuk ki c, =

(-1)" sorozathl képezett sor dsszegét.

Megoldas
A ¢, = (=1)" sormak sines dsszege:

=Sy ===l $=8,=

A definici6 elétti példabol gy setjik, hogy mértani sorak akkor
lehet ésszege, ha 0<|q| < 1. (Ha ¢ > 1, akkor biztosan nincs.)

2.13.Té:

A Za. 4 sor pontosan akkor konvergens,

haO(lq[(L Ekkor isszege = a1 il
=4

Bizonyitas

Vegyiik a részletosszeg-sorozatokat:

@ Sy=ajtarg

lim 1~ lim ¢"] =, =Ls
1-q [n5e u [

El6szor kiemeltiik az n-t nem tartalmazo tényezoket, majd ketté-
vilasztottuk u hatirértékeket. A misodik limesz 0, mivel 0 < lal<1,
igy az els6 tag adja meg a sor




3. példa N
Hatérozzuk meg a mértani sor osszegét, ha

0 0,=8,9=05; b) 6y =2, c=15;
c)d5=1‘q=—%, d) e=8 e5=12
Megoldas (a)

Megoldas (b)

Megoldds (c)

"
(4w ase =
2,

Megoldas (d)
Mivel

PP

ezértasor nem konvergens

4. példa
Mennyi a mértani sor hényadosa, ha a, = 6 és a sordsszeg S = 6007

Megolds
600=6- L . innen  ¢=0,99.
=7

Sorokhoz kapcsolddo érdekességek

RAGIONALLS SZAMOK TORT ALAKIA
A 2,13 tétellel igazolhatjuk., hogy minden raciondlis szim felirhats ket
cgész szim hdnyadosakeént.

5. példa
Hatérozzuk meg a 0,132 végtelen szakaszos tizedestort tort alakjat.

Megoldas
Atizedestort misképp felirva:
0,i3: 107341321076 +132. 107 +




SOROZATOK

Ekkor a;=132-1073, = 10-%. Az ésszeg:

Megjegyaés:
etk

FILOZOFIA! PROBLEMAK.
Legutobbi tételiink segitségével pontot tehetiink egy sokiig hizedé vita

6. példa N
Az eleai Zenon (Kre. 490~ Kr e. 430) azt dlitotta, hogy a mitol6gidbel
ismert gyors Iébi Akhilleusz sohasem éri tol a 100 méter elonyt kapott
teknosbekat hidba fut 10-szer gyorsabben néla. Szerinte, amig Akhileusz
100 métert fesz meg, addig a teknds 10-et, amig AKilleusz ezt a 10 mé-
tert megteszi, addig ateknds 1 méterttesz meg és gy tovabb. Mindig marad
Kozottk eqy ki tévolsd a teknds javéra, legaldbbis Zenon szerint

Megoldas
Afeladata 100+ 10+ 1+0,1 + ... mértani sor dsszegének meghat
rozisit kiviinja. Ha a sornak van ésszege, akkor az ennck megfeleld
‘méter utin fogja utolémi Akhilleusz a teknGst. A mértan sor hinyadosa:

—do__01 0<q<l)
Vakhileusz
els6 taga a; = 100, uz Ssszeg:
S=100. L1000
EYR)

Akhilleusz 11,2 méterné] mir meg is elozte a tekndst.
Megjegyeés: A feladatot a mi fizikai fogalmakkl sokkal egyszertbben is meg
ok oldani. Jelolje x azt 4z uat, amelyet a teknds megtesz, mig Akhilleusz
wtoléri, Hi g, = | €5 Vagpitens azonos

0, akkor a talilkozzisukig elteld id6 az

Kényvet is megidlthetnénk. Az 6 nevéhez fizsdik az itt megbi
indirekt bizonyitis. Mindenki azt teszi fel, hogy Akhilleusz utoléri
a leknnq 6 pedig cnnck az elleukzzoJeI bizonyitja i

ivinja
pelddl a kérden: ol 4 mmgm Végzs test? Ott mozog, ahol
agy ott mozog, ahol nines? Ahol van, ott nem mozoghat, mert
akkor nem lenne oft. Ahol nincs, oft meg végképp nem mozoghat.
Ebbol arra kévetkeztet, hogy nincs mozgis.




A kzépiskolai tananyag nem teszi lehet6vé, hogy a sorok elméletét
mélyebben megvizsgiljuk. Egy sziikséges feliételt azonban minden-
képpen illik megemliteni.

Ha egy végtelen valés szamsornak van véges
sszege, akkor dltakinos tagja 0-hoz tart.

Jelekkel: Ha Ya,

S, akkor lima, =

Bizonyités

Mivel a, =S, és n>2re a,=S5,

Ekkor S, — S é S, | = S, ugyan

gy a 2.9-ex tétel miatt:
a,=8,~5, ;> S-S=0

. igy S,—a, han>2.
Y" |z s oo Mot

Littuk, hogy a Y (~1)" sornak nincs ésszege. Ez a tételbd] azonnal

kisvetkezik, mivel dltaldnos tagja nem tart a 0-hoz. A tételben elégsé-

gesség” sajnos nem ll fenn, mert pl.a Y, ! sornak nines Gsszege, bir

ltalinos tagja 0-hoz tart. Ennck bizonyi
Gsszeg-sorozatok egy részsorozatit:

isdhoz képezziik a részlet-

Ebben az esetben S,. — oo, igy a ré nines

konvergens sor
ahtalanos tagja
0-hoz tart

Elégstges feltételt
Konnyen tudunk adni
azonos eleld sorozatokndl,
ha megkoveteljik, hogy

a részltosszeg-sorozatok

hatdrértéke.

7. példa
Igazojuk binomidlis tétellel, nogyaz[H» j sorozat fels6 korldtiaa K = 3.

Megoldas

A bizonyitdshoz sziikségiink van hirom egyszerd megillapitisra

(1) Abi iitthat6t niveljik. ha a szdmldlgban minden ténye-
26t n-re cseréliink:

(n), n
k)7 k-

n=D (k1)




A végsd formét Koch-féle
hopehelynek nevezik

Niels Fabian Helge von Koch
‘svéd matematikus 1904-ben
irta e az alakzatot.

SOROZATOK

11=20 s

() Az biztos, hoy 1. Tekintsitk a ko\elk:znegy\zem
cgyenlatlenségeket: 2>2; 32 2; 4> 2 >2. Abal é jobb
oldalak szorzatibol ka 2:34. k>ﬂ£ 1. A fentick
alapjin ltaliban kmmndlmljuk hogy birmely k € Nere: k1 2261,

(©) Az (1) Ssszefiiggésre alkalmazva (2)-, tovibb amyalhatjuk a bino-
midlis egyiitthatét:

(s
k)" k

k ki binomiilis tétellel a sorozatban szercpl6 zirojelet (az | hat-
vinyait elhagytuk):

(+5-6) [r'.fi(a')(ﬂ':@) G

Ha 1 — oo, akkor a tortek 2 Gsszegd mértani sort alkotnak (kordbban

littuk). Azaz:
[1+4) <2e0
n

<
8. példa \
Tekintsiink egy mejd inden oldalét.

A Kizbpstl hamadolia kfunk K6 tabb szabélyos héromezdielet:
Az eldbbi épést ismeteljik meg most mér ezen alakzat oldalaival: harma-
Sl s e e e
szogeket. M X
Vajon il Rt aze s 6 Ko

GEOMETRIAI ALKALMAZASOK

Megoldas

A 10, dbrin az els6, mdsodik, harmadik lépésben kapott alakzatot
litjuk. Erezziik, hogy a forma teriilete nem névekszik a lépésszammal
egyiitt minden hatdron til. De mi a helyzet a erilettel?

10.4bra



Tegyen o ndld Moyl ha 1o lspofban s el
K, =3a. A misodik formiban minden szakasz harmada az el6z6n

azonban minden régi szakaszon négy ij keletkezik: k2=3a»§,

A kbvetkez6 lépésben, majd uti

i mindig ugyanez riénil

> .
@ 4
N YA
x=sa(d]

2,

Tehit {K,} egy (/—%)I kvéciensd mértani sorozat, ami tigabb

értelemben konvergens, K, - co.
Lassuk a teriiletet! A kiindul hiromszog teriilete legyen T
Iépésben a riirt ks hiromszogek teriilete kilencede r-nek, viszont rogion

hirom darab van: 75 =1 +3 -% (minden oldal néveszt” maginak egy

Gjabb hiromszoget). A misodik Iépésben ismét minden szakasz néveszt

egy tjabb kis hiromszége! Tgy tovibb, tjra

meg tjra. Alukitsuk dt az n-edik tagot:

T=r+3le3a Lz L
9 9’ 9

6]
R Ed
9)73

A végs6 alakzatra vagyunk kivinesiak, igy

!
renieim 1434 ‘[ijﬁ

sy 9) %
3 4 (4Y 4
=ree-2oaime | 24242
Fi=v PRty 9

rdjelben lld végtelen sor ¢ =a, = <1 kvécien
sor. Osszegére 9

& mégis véges !emlevel Patiol,ridisul minden potdbon e i ik, St
bel6le, az hasonld az egészhez: ml/’muulﬁ
s néven egy eleg spechils frakidl Kapunk. Fraalokkal n

Yenkoier Entames)




SOROZATOK

Feladatok

1. Hatdrozzuk meg a kivetkez6 mértani sorok dsszegét, ha létezik és véges.

a) a;=100, g= b) I>.—75-q=4-

o) e=8. 3 d) dy=-60, g =
2. Mennyi a mértani sor dsszege, ha ismeriink két részletosszeget: S, =6, $,=72
3. Irjuk fel egészek hanyadosaként a 0.54321 és a 13,1234 tizedes torteket.

4. Bizonyitsuk be teljes indukcioval a Y, L
i

i vizsgilatindl megfogalmazott scjtést.

5. Vegyiink egy szabilyos hiromszdget (/\,), majd tavolitsuk el a kézépvonala dtal alkotott
hiromsziig belsejét (/). Tegyiik ezt meg djra  fennmarads hirom hiromszoggel (A5),
majd ezt ismételjik a végtelenségig. A keletkezett alakzat neve Sierpinski-hiromszog
(1915-ben konstruilta Waclaw Franciszek Sierpinski lengyel matematikus). Mekkora
az eltavolitott részek teriilete? Mekkora az osszes berajzolt kozépvonalak hossza?




FUGGVENYEK TULAJDONSAGAI
1. Monoton, korlatos, periodikus 1uggveny

Az eldz6 fejezetben

zi ra
szamok, akir annl ‘részhalmaza lehessen —, akkor megma-
radnak-e a sorozatoknil vizsgilt tulajdonsigok, illetve hogyan kel Gket
médositani.

csolatos
miciekra ilon nem ek K, megtahatdk 9. ki 80 oldlte]

k ri, hogy fliggvényt esak az értelmezési fartominyin
vizsg 1 Abban 4 pillanatban, amikor leirjuk az /(x) jelsort,
ek kel Hiogy € Dy Usyvnis hi o2 nem lestl, akkon s
é i el meg, hogy elinket, defini-
Ginkat feleloen 2. (.
erre nem kellett od«ﬁgyelnunk )

Monotonitas

Mir az dltalinos iskoliban érzékeltetik, mit jelent a monoton néve-
kedés és a monoton esikkenés.

3.1 Dericio: Az f(x) figgvény értelmezdsi tartominysnak
I részhalmaziin szigoriian monoton nivd, ha min-
den x, <x, €1 esctén fenndll, hogy f(xy) <f(x)-

Afiiggvény monoton nisvi I < D-en, ha minden
xp <Xy €Lre f(xy) Sf(x)-

Megjegyaés: Az I é: iltaliban intervllum. ko
zatok megfelel, 2.6-0s defi 1 A sorozatoknil nem tettik fel, hogy
1< (n+ 1) és azt sem, hogy az n-edik és (1 + 1)-edik helyen van a sorozatnak
cleme. A 3.1. definicio a sorozatoknl haszndltnil dltalinosabb, ezért ezeket
akikitéseket meg kell tenni. Hasonl6an kimondhats a monoton csokkend és
szigortan monoton estkkend fiiggvény definicicja.

1. példa
Vizsgaljuk meg 2z (x) = ax + b fiiggvény monotonitsi viszonyait.

Megoldas
Afliggvény értelmezési tartominya a valés szimok halmaza, Dy =

Az () szigortian monoton név6, ha a > 0. Ugyanis legyen tetszdleges
x| <%, Szorozva a > 0-val mindkét oldalt: ax, < ax,. majd b hozzi-
adisdval: f(x,) = ax, + b <ax, + b= f(xy).

Azon fiigguényeket, melyek
rtelmezesi tartoménya

és értékkésalete i R (vegy
valamely részhaimaza)
valts figgvényeknek

@

szigoriian monoton
oV tiiggvény
monoton névs
fiiggvény




feliirél korlitos
igguény

1.dbra
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Hasonléan: f(x) szigordan monoton csikkend, ha a <0. Az a=0
esetben teljesiti mind a monoton névekedés, mind a monoton csok-

kenés definici6jit, hiszen f(x,) = 0-x, +b=0-x, + b= f(x,).

2. példa
Vizsgaljuk meg a g(x)=— mggvény ‘monotonitési viszonyait.

Megoldas
Afiiggvény értelmezési tartominya D, = R\(0}

A ]-e0:0[-on ,,»(\) szigordan monoton csdkken, hiszen x <1, <0

esetén kétszer szimmal,
1

etén, ekkor 4 jel egyszer

. Hasonl6 a helyzet 0<x; <x,
N

s fordals oL rian

. Mind ] —eo; 0[-on, mind ] 0; co[-on szi

v
monton cstiden fiiggvény.

Megjegyzés: Az x) <0< 1, értekekre bir im nincs olyan intervallum,

amelynek birmely két pontjdra igaz lenne az sszefiiggés.

Korlatossag
Bizonyos fiiggvények nem ndnek valamely érték folé, vagy nem exok-
kennek ali.

321

6: Au.f(x) fiiggvény felilril korlitos, ha megadhaté
K €R, amelyre minden x € D esetén f(x) SK.

sonlan definidlhat6 az alulrol korlitos fiiggvény fogalma. A kor-
sig fogalma pecig pontosan megegycrik  sovozatoknd emicel

nl6an & a hatir
fogalmit: fuggv:ny als6 hatiira a legnagyobb also korlitja, illetve
fiiggvény felss hatira a legkisebb felsd korlitja.

3. példa
Igazolick, hogy a2 {x) = —x + 4x + 1 flggvény fellr korétos. Adjuk meg
afelsd hatérét

Megoldas
Dy=R. A fiiggvény in. lefelé nyil6 parabola (1. atra), feliilro] tehit
koritos.
Fels6 hatirdnak megkereséséhez alakitsuk teljes négyzet teve-
médszerel

S =-+dx-4+4+1=-(x-2)>+5.
AczirSjeles kifejezés nemnegativ, tehit a fels6 hatirra H = 5 adodik.




4. példa
Igazoliuk, hogy a g(x) = sin(2x) + cos(4x) fiiggvényre H = 1,125 és
h==2. (2.4bra)

Megoldas

D, =R. Alakitsuk it addicios tételekkel:

809 = 8in(20) + cos (2 2) = sin(2y) + cos (20) ~ sind(2) =
in(22) + 1 - sin®(21) - sin? (2x) = ~2sin? (2%) + 5in (2) + 1.

Vezessik be az X

Kifejezést kapjuk, Ennek maximuma a zérushelyek kozott féliton,
X =0,25-ndl van. Ertéke H = G(0.25) = 1,125. Mivel -1 <sin(2x) < 1,
e 1(:(X)cnclmczc~| tartomanya [-1; 1]. Ezen -nél
veszi fel, G(-1) o)

Megjes dcuuk hogy g(x) hol veszi fel hatirait. Ha a széls6érték
elye is mes i, meg kell oldumunk & sin(2x) = 0.25. illetve
sin(20) =1 :gy:nl:kk:(

mumit X

Periodikussag
Vannak fiiggvények, melyek ismétlik Snmagukat. Mir kilencedik
osztilyban talilkoztunk ilyen figgvénnyel

3.3. DerINic

: Az f(x) fiiggvényt periodikusnak nevezziik, ha
létezik igy p € R*, hogy birmely x € D esetén
(xp) €Dy s f(x) =f(x £p). Ha van legkisebh
ilyen p szém, akkor azt (alap)periédusnak
nevezziik.

5. példa
Periodikus-e az (x) = {x} fliggvény?

Megoldas
Az f(x) = {x) trtrészfiiggvény periodikus, alapperiddusa p = 1

6. példa
Mi 2 peribdusa a trigonometrikus figgvényeknek?

Megoldas

A trigonometrikus fiiggvények periodikusak: a szinusz és koszinusz

=27, miga tangens- & kotangensfiiggvények p = 7 alappericdussal:
+2n),

sinx =ik 27, cosx=cos(
tgr=tgrim,  cgr=ctgria).

-

3.dbra

periodikus figgvény

Definiciojuk a forg6-
gésra épil.
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4

7. példa
Periodikus-e az f{x) = c fiiggvény?

Megoldas

Birmely /(x) = ¢ konstans fiiggvény periodikus. Azonban nines alap-
periddusa, hisz birmely kicsi pozitiv p szimot a viltozéhoz adva
fennill f(r£p) = ¢ = ().

2 iggvény égzett mi ddig is
emlitsiik meg, hogy ha f és g két eltérs, p; és p, alapperiodusi figgvény,
/4

melyekre 2L racion
I

kor Buszegilk, Kilbnbsegik i periodikus.
Példiul F(x) = sinx + tgx periddusa p =27, (I(ry:{‘— }-{5‘} peribdisa
p=6. 6 atra) 270

pedig

Feladatok

1

2
3.
4
5
[
7
8.

Mondjuk ki az 7 < D, halmazon monoton esdkkend és szigoriian monoton csokkens

f) fiiggvény definicijit.

. Igazoljuk, hogy az f(x) = |x| - |x ~ 1| monoton névs.

Vizsgiljuk meg az f(x) = a(x+b)* + ¢ itisi viszonyait a paraméterek fiigy

Mondjuk ki pontosan az alulrol korlitos, illetve korlitos fiiggvény fogalmt.

Korlitos-c alulrdl vagy felilliél a g(x) = 4x” + 2x— | fiiggvény? Adjuk meg a hatirait.

Korlitos-e az f(x) = |2x + 1| - | 2x + 4| fiiggvény? Adjuk meg a hatarait.

Hatdrozzuk meg az f(x) = sin2x + cos 3x fiiggvény peridusit.

Legyen ['és g két periodikus fiiggvény és f-nek p, g-nek ¢ az alapperiodusa (p, g € Q%)
Bizonyitsuk be, hogy ekkor /(x) % g(x) is periodikus, mégpedig periddusa a ket peridus
legkisebb kozos tabbszorise.
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2. Fiiggvény hatarértéke I.
Véges helyen vett hatarérték

eddigi sorin mir

megismertik Vajon 4 sorozatoknil megismert hu rérick fnﬂnlma
4 sorozatni valos

Iépésként lissunk hirom egyszert peldit

1. példa

Legyen f(r) = 2x~ 1. Hatérozzuk meg &z xo = 2 (< D)) helyen afiiggveény
hatérértékét”.

Megoldas
Dy=R. Tekmhunkuen‘elmez: (mnmdnypnnqmlbol ll6 olyan
sorozatot, amelynek 2 a hat e. Tlyet viszonylag knnny:n

készithetii

Tudjuk, hogy 1 — e esctén ~— 0.
n
1

Viilasszunk egy msik, x;-szal jeldlt sorozatot, legyen pl.

n

Szoktik -t jobb oldali, x; -t bal oldali kbzelits sorozatnak nevezni,
mivel x} > xg € x; <Xo minden n-re. ( atra)

A sorozatok tehit tartanak 2-hsz. Vajon a megfelel tagokhoz tartoz6
fiigguényértékekkel mi a belyat? zaz: /(‘,,) & /(x;) tart-e valahova?

Afiiggvény az x}

x} € Dy — azaz mindenhol) f(x) =22+ ] 1 értekeket veszi fel.

Vizsgiljuk meg ezen djabb sorozat hatirérteket:

ha o2 akkor f(5f) > lim2. [u) 1

rgyalt mdon drozva 3 adodik.
Tehit ha /- 2, akkor [(v‘) — 3. Ezt kapjuk x, sorozatra is:

W

3.

ha  x; -2, akkor  f(x;) > lim2 [

n

Azt tapasztaljuk, hogy a jobb oldali és a bal oldali fiiggvényértekek
sorozata ugyanahhoz az értékhez tart. Réaddsul ez a fiiggvény v =2
pontban felvet helyetesitési értekével egyenls, hiszen f(2) =3. (6.4

A példiban cgy sorozatl otk 4z Adoll ponthoz, kéizben pedig
figyeltiik a fiiggvényértékek soroz el fiiggvény értelmezve
Vot mindeniitt, igy a kerdéses ponlbun Kotk pedinkbun figs.
vény hatirértékét olyan helyen keressiik, ahol nincs értelmezve. Mivel
most is szeretnénk képezni a fiiggvényértékek sorozatat, sziikséges,
hogy ez u hely ne szerepeljen a kozelitd sorozat elemei kzoit sem.
(A feltétel az 1. példaban is teljesiilt, csak nem volt fonios.)

5.4bra

aarmnyen Xgrhoz végtelen
onvergél
észithets.
et e, nogy ezt

a2 xp % sorozatta

probalkozunk
¥
),
b 7
9
1 7
105) 2
it |
I
T [R3
G
6.4bra




o Re FOGGVENYEK TULAJDONSAGAI

2. példa

Hogyan viselkedik a g(x)
Kormyezetében?

X -1

fiiggvény az 1 = 1 pont Kozvetlen

¥ 7 Megoldds

M Dy=R{1). igyelmbe véve z.ci8 bekeadésben megfogumuzot
o) feltételt, tekintsik fels és alm Kézelits sorozatnak a

B é
L) sorozatokat. Ekkor természetesen teljesiil, hogy minden n-re x7, x; # |

& xtx; € D,. Vizsgljuk meg, hogy  hozzdjuk tartoz6 figgvény-
értékek sorozata tart-c valamilyen értékhez:

lim g(x;)
7.4bra L

A gl fiiggvény
megegyezik

ah) =x+
fuggvénnyel, kivéve
a2y =1 helyet

Azt tapasztaljuk, hogy bir a fiiggvény az o= | helyen nincs rtel-
mezve, mégis a fiiggvényérickek sorozata az A =2 értékhez tart. (7.abr)

N

filggvény a2 xo = O pont koryezetében?

3. példa
Hogyan viselkedik a h(x) =

Megoldas
Fiiggvényiink esak az xo = 0 pontban nines értelmezve. Legyen a felss
és als6 kozelits sorozat

8.dbra A fiiggvényértékek sorozataira:

lim h(x2) = lim +

Jim(s) =

ényérté il gyenls, s6t nem is véges
a hatirérteke. (. as)

7




4. példa N
il

) , ha x>0,
friukle sgn(x)=1 0, ha x= O(ugqvényvlselkedésétazxg—Dpun(
ha

Komyezetében.

Megoldas
Dy =R, Ry = {~150; 1}. sgn(0) =
Legyen a felsd és also kozelits sorozat

Ekkor x} — 0 és x; — 0. Minden n-re sgn (x}) = I és sgn (x;)
eért sgn (xf) — 1 és sgn (x;) —> 1. Az énékek sorozatainak véges.
de nem egyenlG a atiréncke st 6k kilonbozik a et fiiggvény-
éntékis.

ésekor

A peldik mindegyikeben a figgvények hatirérikénck ke
tartottunk egy valos s az értelmezési
vilasztott sorozattal. Megillapithatjuk a kovetkezoket

A

zsgilt hely nem feltétleniil az értelmezési tartomiiny eleme,

 Afiiggvényérték-sorozatok tarthatnak ugyanazon véges értékhez,
vagy nem.

+ Ezazérték lehet akir a fiiggvény helyettesitési érteke is.

+ Afiiggvényérték-sorozatok tarthatnak co-hez vagy —eo-hez is.

Fogalmazzuk meg iltalinosan a peldikban elokeril fogalmakat!

3.4/4. HEnNe-)

DEFINICIO: Legyen f(x) értelmezve x, valamely
Kirnyezetében (kivéve esetleg az x pontot).

z f(x) fiiggvény x, helyen vett hatdr-
értéke* A, ha minden olyan x, = x, soro-
zatra, melynek dsszes elemére x, (+xy) € Dy,
Sx) > A

34/B. CAUCHY-FELE

DEFINICIO: Legyen f(x) értelmezve xy valamely
Kirnyezetében (kivéve esetleg az x, pontot).
Az fx) fiiggvény x, helyen vett hatdr-
értéke A, habirmely &> 0-hoz létezik olyan
&-(61 fiiggd &> 0, hogy minden x € D)-re
ha 0 < |x - x| < 8, akkor |f(x)-A|<e.

Annak jelolése, hogy A az f(x) fiiggvény hatirértéke az x pontban:
lim /() = A.

szignum-, magyarul
elojefiggvény.

véges helyen vett
rérték

10. dbra




dofiniciék
ekvivalencidja

Feladatok

1. Vizsgaljuk meg, hogy az aldbbi fiiggvények hogyan viselkednek az xo
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Figyeljiik meg a definiciokat! Mindkettdben biztositjuk, hogy a fiigg-
vény értelmezve legyen ott, ahol a vizsgilatot v:g:zzuk Mindkét
definicioban kikotjik, hogy az xo-t kézelitd x-ek kilonboznek xg-16l:
i ‘dcﬁn ioban x, (% %) formiban, Cauchy-féle defniciaban

x-xo| i

A pcmkb.m ittuk, hogy A lehet oo s, azonban ekkor a Cauchy-féle
definiciot modor erélhetjiik +oo-re.
Késdbb visszatériink mindkét méd

Az els6 definici6 eldnye, hogy visszavezeti a fiiggvény hatirérick-
fogalmit a sorozat hatirériékére, és az oft megismert tételek kis
médositissal érvényben maradnak. Hatrinya, hogy az dsszes xg-hoz
tartoz6 sorozatot meg kellene vizsgilnunk. Mivel ezt nyilvin nem
tudjuk megtenni, ezért nem egy adott soroztra végezziik ¢l a vizsgi-
latot, hanem egy dltaldnos, semmilyen feltételt nem tartalmazo, viszont
a dcnmcm knknle\enck cleget tev6 , sorozatot vlusztunk. A Cauchy-
fele he:

Gt sz ljk inkabb.

Végiil mondjuk ki tételként, hogy u két definicio cgyenérték. A bizo-
s menete hasonl6 a sorozat konvergenciadefiniciok egyenéricki-
ségének bizonyitisihoz, nem részletezziik.

3.0 Téren:  Afiiggvény adott pontheli hatdrértékénck Heine-
és Cauchy-féle definicidi ekvival

pont kémye-

b) gt
&) i) =[x




3. Fiiggvény hatarértéke II.
Jobb és bal oldali, végtelenben vett
hatéarérték

Koribbi példiinkbun mindig az x;

tokat vizsgiltuk. Rajuk mindig 1} > ¥ é x; <xo teljesiil. Mi
vizsgilhatnink kiilon-kilén is az ¢ és v, sorozatokhoz tartoz6 fiigg-
vényérték-sorozatokat?

35/4. DEFINICIO: - Az f(x) Fiiggvénynek valds x, pontban jobb
oldali hatrértéke A, ha f értelmezve van
xo valamely 7 jobb oldali kirnyezetében,
és birmely x} € I, xj —>x, sorozat esetén
S > A

3.5/B. DEFNicio: Az f(x) fiiggvénynek valds x, pontban bal
oldali hatirértéke A, ha f értelmezve van
xo valamely I bal oldali kirnyezetében,
Gsbirmely x; € I, x; = x, sorozat esetén
fl) A,

Megjegyzs: Mindkét definici biztositia, hogy sem x;, sem 17 egyetlen cleme
sem Iehet x. Az A hatirérték most is Ichet oo,

Azét, hogy Lissuk, nem dnceli fogalmakrol van sz, tekintsiik az alibbi
ket peldit! Ezekben csupin féloldal hatirérteket vizsgalhatunk, ugyanis
a fiiggvény a kérdéses pontnak esak egyik oldalin létezik.

1. példa
Vizsgaljuk meg az f(x) =X —2 fuggvény viselkedését az x = 2 pont
Kornyezetében.
Megoldds
Afiiggvény értelmezési tartomanya D oo, tehit a kérdéses pont-
nak esak jobb oldali kémyezetében vizsgilhat6 a fiiggvény.
Ha x} — 2, akkor f(x})=x} —2 —0.

A jobb oldali hatirérték A= 0.

2. példa
Mit mondhatunk az £(x) =3 X +1 fuggvényrél az x, = 3 pontban?

Megoldas

Jo;3]. a kérdéses pontban esak bal oldali hatirérték van

S, +1-1

Afiiggvény bal oldali hatirérteke A= 1.

3, akkor g(x;

jobb oldali hatarérték

bal oldali hatérérték




féloldali hatérértékek

pesolata
a hatarértékkel

végtelenbon vett
hatérénték

Avegtelenben vett
filggenyhatérértek
fogematis ersahelvk
tagabb értelemt

konvergensre.

78

FOGGVENYEK TULAJDONSAGAI

Aféloldali hatirértékek és a kordbban megismert hatdrérték kapesolatit
mutatja be a kvetkezs tétel.

3.2 Tér

Egy f(x) fiiggvénynek akkor és esak akkor van
egy adott helyen hatirértéke, ha ott a jobb s bal
oldali hatérérték is létezik, és azok egyenldk.

Bizonyitas

l rmel é ugyanahhoz
az értékhez kell tartania, igy mindén bal é minden jobb oldali soro-
zatnak i

akkor

Ha pedig minden jobb és bal oldali sorozat egy A szimhoz tar
a vegyes” sorozatok is, hiszen mind szétvilaszthatd feloldali
sorozatokra. Tehit A hatdrértek.

Vizsgiljuk meg jra jobb és bal oldali hatirértékek szempontjibol
bevezetd példiinkat!

Ad.és 3. példindl a jobb é a bal oldali hatdrérték nem volt egyenls,
igy a fiiggvénynek nincs hatircrtéke.

A 2. példiban a bal é jobb oldali hatirérték egyenls vol, bir a fiigg-
Vény nem volt értelmezve a megadott pontba

Az 1. példa bal és jobb oldali hatirértéke egyenls volt, riadisul

megegyezett a fiigavény helyettesitési értekével. Ez utobbi specidlis
eset, kiilon elnevezést is hasznilunk majd r

A fejetclefén igért, hogy a soroza tuajdon
alés figgvényekee. A orosat, mint spec
kénél littuk, hngy az N* értelmez
olyan végtelenhez tart6 sorozatot, dmelyh:l by /(\,,) = a, figg-
vényertékek (a Gt C clomeinek) vieikedését vissgak.

ait dltalinositjuk
s fiiggvény, hatar-
on vilasztunk ki

x=2 x3=3, . X,=n e
(=, [3)=a Sy
Fiiggvényck esetén tetszleges x;, X, X3, ..., X, —  sorozatot tekin-
tank, hol , € Dy. Kérdés,hogyu hozzijuk Ianom OO
) tartanak-c

3.6. DEFINICI

Legyen K €R olyan, amelyre minden x > K ese-
tén f(x) értelmezve van. Az f(x) fiiggvénynek
& co-hen (oo-ben) vett hatdrértéke A, ha vala-
hényszor x, =0 (x, =) & x, € Dy minden
n-re, mindannyiszor f{(x,) figgvényérték-sorozat
tart A-hoz.

Jelekkel: lim f(x,)= A (_lim /(x,)= 4)




N
+3 flgguény hatérértéke mind eo-ben,

3. példa
Igazoljuk, hogy 2z (x)
mind —eo-ben A = 3.

Megoldas
Ha x, — oo, akkor x, -2 — oo, Mindkét esetben
) =3

=0, vagyis

-
4.példa X

Igazoljuk, hogy a g(x) = sinx filggvénynek Eeo-ben nincs hatérértéke.

Megoldas
Tegyiik fel, hogy Iétezik egyetlen A értek, amihez a fiiggvényértekek
tartanak, ha x, -

Vizsgiljk meg pl. 2 1, = 2u% esetet Ekhor (5= in(20 =0 0.
Ezek szerint A = 0. Azonban ha x, =

2+ 2um, akkor g(x,)= 1> 1!

R - N
exctén tartanak a figgvényérickek, tehit a fliggvénynek nincs co-ben
hatiréricke.

Ugyanigy lithat6 be az dllitis —oo esetén, ha az x,

T
a2 3,= 2= 2n sorozatokat vizsgiljuk.

kkészletének birmely A eleméhez
ire (x,)

Megjegyeés: A sinx fiigeveny [1: 1]
megadhatunk olyan x, —» = sorozot,

Feladatok

1. Hatdrozzuk meg
a) az f(x) = lg.x fiiggvény ¥ =0 pontban vett jobb oldali;
b) a g0 = JGon figgvény 1= 2-ben vett bal oldali hatirérteke

2. Fogalmazzuk meg a 3.6-0s definicié Cauchy-fele formajit.

3. Tgazoljuk, hogy uz /()= "E fiiggvény hatirértéke mind co-ben, mind ~eo-ben A =0.
X




alapmivelotek
fliggvényekkel

F(x) csak ott van
értemezve, ahol mindket
figgvény egyszerre
értelmezve van.
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4. Miiveletek fiiggvényekkel,
osszetett fiiggvény

Ha sszeadtunk, kivontunk stb. konvergens szimsorozatokat, akkor
azok Bsszege, killonbsége stb. u hatirértekek dxszegehez, kiilonbsége-
hez stb. konvergilt. Mit tudunk mondani 4 fiiggvényekrdl? Ahhoz,
hogy a megismert figgvényhatirértékekkel miveleteket tudjunk
végezni, elobb értelmezniink kel mit értiink ket fiiggvény ésszegén,
Kiilonbségén stb.

37.DErNicio: Az f és g fiiggvények
szorzatdn, hinyadosdn ér|
vényt, amely minden x, € Dy D) esetén

* F(xo) =f(xo) +&(x0),

© F(x0) =50~ gx0)s
* F(x0) =/(x0) - 8(¥o)»
ey )
Fle) =48

(Dt le kell sziikiteniink g(x) 0 helyekre),

A szokvinyos miveletek mellett fiiggvényekkel egy Gj miveletet is
elvégezhetiink: (5bb ismert fliggvény egymis utdni ismételt alkalma-
t

1. példa
Hatarozzuk meg 2z fx) = lg(sinx) fiiggvény x = % helyen felvett értéket.

Vizsgaljuk és adjuk meg értelmezési tartoményzt,
Megoldds
Aképlet szerint el6iszr a belsé fiiggvény (szinusz) értékét kell megha-
téroznunk: sin % = 1. Ezek szerint a zirGjelben all6 értek 1, aminek

venniink kell u 10-cs alapii logaritmusit: Ig (1) = 0. Tehit a figgvény
értéke a megadott helyen:

s [%):Ig [\in%]:!g(l\:&

Nézzik dltaldnosan! Milyen szimokat irhatunk x helyére? Barmit bizto-

san nem, hiszen pl. x , de Ig(~1) nincs értelmezve.

A belsd szinuszfiiggvény mindenhol értelmezve van, értékkészlete
a[-151]-ba es6 szamokat tartalmazza,

Akills6 logaritmusfiigavény esak a pozitiv szimokon van értelmezve.



Tehit a belss fiiggvény értelmezési tartomdnyanak csak azon részeét
vehetjik a kozos /(1) értelmezési tartominyanak, ahol sinx értékei
]0: 1] intervallum elemei. Vagyis

Dy :]0+lkz,:z+2.kn[

Megjegyeés: Af a ik, dea 344,
it Uiyt o e

inx, =0 é f(x)=lg(sinx,) - —o=.

Tehit Ry= R;,

Abrizoljuk egy rendszerben a belsé fiiggvényt és
vényt! (1. atra)

2 sszetett fiigg-

1)=lofsintx))

11, dbra

I fgrummil

luf d

vi\\z‘n, ‘7. ¢ dbrizoltuk
csak

Kaz y=sinx
i jelzi egy szim
:lell fiiggvény (12, abra).
val!

Mok ik o yanec ikmegyerciekent KAKE o
bels6, zolddel az y = lg.x kiilss fiiggvényt. Pi

jit, mig . feldolgozza” sz y = lg(sinx) 0
Vessiik dssze ezt az dbrit a fiiggvény dbi

A példival kozelebb keriiltiink az Ssszetett fiiggvény meghatiroz-

12. dbra




‘osszetett fiigguény

Kivil-belil figgvény!

13.dbra

) = x4, hakikatjik,

=

hogy Dg = [0;

milveletek fiiggvény-
hatarértékekkel

x
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3.8 DEFINICIO: Az f(x) é g(x) figgvénybél képezett F(x) =f(g(x)
szetett fiiggvényen azt a fiiggvényt értjiik,
amelynek

4 oo e -
‘minyanak azon részhalmaza, melynek elemein
g(x) olyan értékeket vesz fel, amelyekre f(x)
értelmezve van: n, {reD,lex) en} cby;
 hozzéirendelési szabilya: xy€ Dy: ponthan azt az
értéket veszi fel, amelyet f(x) a g(x,) pontban.

M k: Szoktik az osszetett figgvényt fog(x)-szel (olvasd: f Karika g x)
i jelolni. A fenti f(x) figgvényt kils6, a g(o)-et belss figgvénynek nevezziik.
2. példa

Hatérozzuk meg a2 f(x) = VX 6s g(x) = x2~ 4 flggvényekbol képezett
For) Tlato)es G = g(m)) st flgguenyek éimezsi o
s

Megoldas
Els6 Iépésben foglalkozzunk F(x)-szel. D, = R, [~4: o[ Mivel
0; oo, ezért R, Dy = [0 oo[. Ezen az intervallumon a sziimok
ncgyulgynkc ncmnegmn igy = [0; o[. F értelmezési tattominy-
hoz azt kell kitaldlnunk, milyen szimokra teljesil, hogy g(x) >0:
420, x?24, |xl22.
Vagyis Dyp=R\]-2: 2[. Ahozzirendelési szabily: F(x)
G(x) esetén f(x) a belss fiiggvény, Dy = Ry = [0z o[ Mivel D, =R,
ezért Ry D, = [0; o[ Az intervallum elemeit f(x) a teljes értelmezési
tartomanyan felveszi, tehit D; = [0; eo[. Mivel D, =R,
4 o[, ezért R = [4: oo Tgy a szabily: G =(Vx)*

]

Ismerve  fiig i mondjuk ki u hatirértekekkel végzett

miiveletekre 6 (a so1 l latotthe 6) tét

33T Hasz (2 & 5) Mggvényeknek sz zo pﬂntl’mn
va Batdréece Gt fiiggvény dssze-

gének, ki ik,
v el A e pontban, és ha
lim /)= 4" s limg() =B (x ), ukkor

o l|m(f(x)+g(x)) AtB,
@ I|m nS00)-g)=A-B,

@ tim L&

=2 ahol B0,
xoxglr) B



Bizonyitas (2)
Példaként a szorzatot igazoljuk, .Ablzonylra\hozuH:m: fele definiciot
hasznljuk. Ha x, — Xy €s x, = xo minden n-re, a 3.4/A. definicié
& atétel felételed miatt /(x,) € g(,) figevénysorozat A-hoz, illetve
B-hez tart. Igy a konvergens sorozatokra vonatkoz 2.9-es  tétel
értelmében pl. f(x,) 8 (x,) — A-B. A Heine-féle értelmezés miatt
ez azt jelenti, hogy

m g =AB

Alé(el t6bbi
‘gjegyads: A tétel kimondas
enelm:zve legyenck ¥ pont v

it ugyanizy bizonyithauk.
nem bujlGdrunk wzzal, hogy a fiiggények
ely Kmyezstben (hivée eelez pﬂ..m.

i e

Feladatok

1. Keszitsik el a fiiggvényekbol az oxszes lehetséges F(x) = f(g(x)) dsszetett fiiggvényt.
Adjuk meg mind a hat osszetett fiiggvény értelmezési tartomdnyit, értekkészletét.
A fiiggvények:

y=cosx, y=vx 3

2. Igazoljuk a 3.3-as tétel dsszegre, kiilonbségre és hanyadosra vonatkozo részét.




=

15 dbra

pontban folytonos
faggvény

Vegyilk észre, 2 folytonos-
sagndl megkovetelik

Xo € Dy-et, mig a hatérértek
esetén nem!
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5. Fiiggvény folytonossaga

A folytonossig fogalma bir nagyon szemléletes, azonban legalibb
ennyire nchéz fogalom. Preciz megragadisihoz komoly apparit
sziikséges.

Folytonos fiiggvényre biztosan mindenki tud példikat mondani:
a lineiiris, a misodfokd, st 4z n-ed fokd hatvinyfiiggvény is foly-
tonos, hasonlGan az exponencilis, a logaritmus- vagy a szinusz- é
a koszinuszfiiggvényekhez.

Az is biztos, hogy nem folytonos figgvényekre is van példank, csak
olyan fiiggvényt kell keresni, amely elszakad”. Példaul az eldjel-
fiiggvény, az egészrész- vagy a tortrészfiiggveény.

Mi az eltérés a szakadt” és a folytonos fiiggvények kzott?

ABbolindulonk Ki hogy a ggvénygorbe akkm nem szakad” az x,
pontban, haa f(0),
mig a viliozo minden hatdron tal megk \0 s legegyszértibben
a hatirértek segitségével adhatjuk meg.

3.9. DEFINICIO: Legyen f(x) értelmezye xy-ban és valamely kirr-
nyezetéhen. Az f(x) fiiggvény folytonos az %o € Dy
pontban, ha xy-ban van véges hatirértéke és ez
egyenld a fiiggvény xy-ban felvett értékével.

Jelolésseli lim f(x) = f(x).

Megie
az ()
A meghtirozs megadh,

s Definkionk a potban vald folionosdg rlrjmu i, Példil
2~ 1 fiiggvény a definici6 szerint 1o = 2 pontly

hatirértek Heine- és Cauchy- 'ele d:ﬂmcmmoz
h

legyen. (1465 15.abra)

1. példa
Bizonyitsuk be, hogy az £(x) 5"—" fiiggvény folytonos az xp = 4
pontban. x=

Megoldas

Legyen minden n-re x,€ Dy gy, hogy x, — 4. Ekkor
Sty 844
I =S ci2= s
s %3 4-3 G2

B:sulhelunk a hatirértékhez hasonl6an jobb és bal oldali folytonos-
1. egy fiiggvény xo-ban balrdl foiytonos, ha az xg pontbeli bal
oldali Im értéke egyenl a fiiggvény xo-beli értékével. Egyes ese-
tekben sziikség is van erre, pl. f(x) = x fiiggvény az xo =0 pontban
esak jobbrol folytonos.




Megjegydsek Haa 2 lecke I eudtiban szrepl uggényt sl bor
& iggrémnck

Hanl

tban nem volt szakadisa,
agvnynek vg= 0 ponibanigen. Vg /) g

I eicid ponton rtelme tldenképpen 12, gy
w0z, akkor f(x) is elég kozel van /(xg)-hoz.

ha v elég kivzel keril 1

34.Téren:  Haaz f(x) és glx) figgvények az x, pontban
folytonosak, akkor az x, pontban folytonos
lesz az dsszegiik, a kiilinbségiik, a szorzatuk és
ahinyadosuk is (amennyiben a nevezds nem 0).

Bizonyitas
Abizonyitst lisd a 3.3-as tételnél: A és B szerepét f(x) és g(xo)
veszi dt.

5. Tém Ha a g(x) fiiggvény folytonos az x, € D, értel.
mezési tartoménybeli pontban, és az f(x) fiigg-
vény folytonos a g(x,) € D; értelme:

tomsnybeli pontban, akkor a F(x

f(g(xo))
sszetett fiiggvény is folytonos az x, € Dy értel-

‘mezési tartomanybeli pontban.

Bizonyitas
Mivel g folytonos, ezért birmely x, — o sorozatra telj

Jim5,) = 8.%)

. hogy

Mivel / folytonos, ezétt g(x,) = £ (xo) sorozatra teljesiil, hogy

Tim / (is'(v\’,.) £(8(0)

86) =80

Jim (1) = im 1(5(5) = s(00) = ()

Megiepate: A 34635, thelckbem vt o 3 ek éos bogy g

itk bogy fionatak oft, 4o &folyimoseds deietla e pokiia
Régebben — az dltalinos iskoliban, a kézépiskola elss osztilyiban —
beszéltiink a fiiggvények tulajdonsigairdl. Ott esetleg annyit tudtunk
mondani, hogy folytonos a fiiggvény, ha ,lerajzolisa kézben nem kell
felemelni a ceruzit”. Immir precizen is meg tudjuk fogalmazni
J6” tulajdonsiigd az u fiiggvény, amely az érelmezési tartominyinak
minden pontjiban folytonos.

3.10. DEFINiCIO:  Azokat a fiiggvényeket, melyek az értelme-
zési tartomanyuk minden pontjéban folyto-
nosak, folytonos fiiggvényeknek* nevezziik.

folytonos filggvények
Gsszege, szorzata is
folytonos

Gsszetett figgvény
folytonosséga

mindeniit folytonos
figgvény




o x

zértintervallumon
folytonos figgvény

Ei o T s O

16, dbra

17.4bra

Togyx

Feladatok

FOGGVENYEK TULAJDONSAGAI

3. példa
Igazoljuk, hogy 2z f(x) = 2¢2 + 3 filgguény folytonos.

Megoldas
Ismert, hogy Dy

Legyen xy € Dy tetszdleges, és x, — x. gy

Mivel birmely xy-ra teljesil a definici, /(x) folytonos fiiggvény.

ban, csak egy bizonyos
intervallumon. Ekkor johet j6l a kivetkezs meghatirozis.

3.11. DEFINGG

Az f(x) fiiggvény a zért [a3 b] intervallumon

folytonos, ha [a; b] C Dy és a fiiggvény az
intervallum minden bels6 pontjiban folyto-
nos, toviibbé bal oldali végpontjiban jobbrdl,
jobb oldali végpontjiban balrél folytonos.

Amennyiben nyitott intervallumon vizsgilunk cgy fiiggvényt,
e e Ve oo Toghhosn

Veégiil megemlitiink két folytonos fiiggvényt, melyek kapesolodnak
asorozatoknil bevezetett Euler-féle ¢ = 2,71828.... szimhoz.

Elsé kovzlik az f(x) = ¢* fiiggvény. A fiiggvény az exponenciilis figg-
vények esalidjiba tartozik, alapszima e. Ertelmezési tartominya R,
énekkészlete R*. Mivel alapszima 1-nél nagyobb, a figgvény szigo-
rian monoton novekvs. Igazolhato, hogy értclmezési tartominya minden
pontjaban folytonos. Alulrdl korlitos figgvény, /= 0. Zérushelye
nincs. (16. abra)

Misodik a g(x) = Inx fiiggvény. Az In jelolés az e alapii logarinmus
szokiisos jelolése. A fiiggvény logaritmusfiiggvény, értelmezési tarto-
minya R*, értekkészlete R. Mivel ¢ > 1, szigortian monoton novekve
figgvény. A fiiggvény folytonos, az x = | helyen zérushelye van. (7 a9

1. Adjuk meg az f(x) fiiggvény o pontbeli folytonossiginak definicijit tovibbi ket
médon, a hatirértek 3.5/A. és 3.5/B. definicidira épitve.

2. Abrizoljuk itségével az aldbbi é majd jelle-
mezziik Sket:
a) fy=e*~1; b) g)=e"2 ) hx)=-2e%;
d) i(x —eli @) j@=lnx+2; ) k9= L Ingr +1);

8) I =1nlxl;
86

h)mx)=lIn(x—1)-11.



6. Filggvény szélsdértéke. A folytonossag
és a szélsGérték kapcsolata

Kilencedik évfolyamon mir megismertiink fiiggvényeket, melyeknek
van maximuma. PL. az f(x)=~|x| + 1 fiiggvénynek a helyen

y=1 a maximuma. Abrizoltunk olyan fiiggvényt is, m:lynek mini-
muma van, pl. a g(v)= (x~3)? fiiggvénynek az x=3 helyen y=0
a minimuma. Voltak olyan melyeknek nem volt
x+ 1 lineiris vagy az

K

Az fx) é xo€D;

muma (illetve minimuma) van, ha minden

xe I)f«rv f(x) <A f xn (lllelve f(x)2, f(xn))
i Tiggvény szélsdértékeinck

iz

nevezzuk.

Aszélsértékhez még egy jelzot szoktak illeszten: u definici6 rord
‘globdlis vagy abszoliit szélsénék, mivel a fiiggvény egész értelmezési
tartominyira teljesiil. Sok esetben azonban nem ilyen szélsérickre
lenne szitkség. Gondoljunk csak egy fiiggvényre, amely egy részvény
tzsdei dltozsait adja meg: ha két ora intervallum il rendel-
kezésiinkre a tranzakeid lebonyolitasihoz, akkor czen belil akurjuk
megillapitani a figgvény minimumit (ha van), hiszen ezen az irfolya-
mon érdemes visirolnunk és az ezt kovetd maximumon eladni.

313 Dernicio: - Az f(x) fiigavénynek x, € Dy pontban helyi
maximuma (illetve helyi minimuma) van, helyi minimum
ha xgnak van olyan I kirnyezete, hogy
minden x € I\ Dy-re f(x) $f(xo) (iunm-
F) 2 (xy)-

yen xq pontot szokis lokdlis szélsdérték-
helynek nevezni.

Erdekes bocolat v igvény foltomonsign, orttossign s byl
szélstértéke kozot

36.T Zirt intervallumon folytonos fiiggvény korlitos zértintervallumon
czen az intervallumon (azaz van olyan k, K € R, folytonos figgvény
hogy k <f(x) <K minden x € [a; b]-re). korlétossaga

A bizonyitas vazlata

A bizonyitis els6 részét részletesebben is bemutatjuk.

Atétel feltételei szerint f(x) folytonos [a: b]-on. Egy fiiggvény akkor Indirekt bizonytéssal
Korlitos, ha feliilr6] és alulid is korlitos, igy a két tulajdonsigot Iétjuk be, hogy a iggveny

szokis szerint kiilon kellene vizsgilnunk. felilol korltos.




18.dbra

Weierstrass-tétel

Bolzano-tétel

3.9. tetel
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Tegyiik fel, hogy az [a: b]-on folytonos f(x) fiiggvény [a: b]-on feliil-
161 nem korlitos. Ez azt jelenti, hogy birmilyen K,, végtelenbe tarto
valés szimsorozat minden tagjihoz van olyan x, hely az [a; b]-ban,
ahol a felvett fiiggvényértek nagyobb a sorozat tagjndl: /(x,) > K,
Mivel az x, sorozat mmdcn tagja eleme [a: b]-nak, ezért a sorozat
Korlitos. A 2.11-es Bol rass-tétel alapjin

x, sorozatbol egy konvelgeml zsorozat,legyen ez 3. Igy 3 —> X
ahol xq € [a: b]. (Itt haszniljuk ki az intervallum zirtsagit. Nyitott
intervallum esetén nem biztos, hogy xo € [a: b] teljesiil.) (1a.abra)

A bizonyitis misodik részét nem részletezzik. Legyen elég az, hog;
egyrésat f(x,) tart a végtelenbe, mis szont a figgveny folyk»
nowsiga miat f(x7) — f(x0). Ez pedi ellentmonds.

Az alulid] val6 korlitossigot uz elézdekhez hasonléan kell igazolni

az [a: b]-on
felvett értéke nem tavolodhat = vcg(c]en messze az x tengelyt6].

Zirtintervallumon folytonos fiiggvény
az intervallumon felveszi szélsdértéke

3.7. WEIERSTRAS

5 egy zart intervallumon folytonos
ﬁlggveny az intervallumon pozitiv és negativ
értéket is felvesz, akkor van zérushelye azinter-
vallumon.

3.8. BOLZANO-1

Ut6bbi tétel egyik kivetkezménye az aldbbi tétel

5o}

e Zért intervallumon folytonos fiiggvény szélsi-
értékei kozott barmely értéket felvesz.

Afenti tételek bizonyitasiban sokszor kellene Szent Agostonra hivat-

koznunk, ezért a bizonyitisokat nem részletezziik.

Megjegyzs: A folytonossighoz kupesol6ds 3.6., 3.7., 3.8., 3.9, tételeinkben
Klona f X X itelez

Jolytonossdg garantdlja ez



7. Fiiggvény konvexitasa

A fogalom egyik meghatirozisit megtalilhatjuk a 11-es kényv
168. oldaliin.

Az f(x) fiiggvény az I < Dy intervallumon konvex (konkiv), ha az
birmely két a<b pontjiban felvett figgvényértekeket dsszekote
szakasz a figgvény grafikonja felett (alatt) van.
Megigyaé:Suemldetesn s komue” ualent by gy e ggvényt

az esdr Il benne fliggvény, ha esdben
Iefolyvk olaa

Vizsgiljuk meg, mit s jelent ez még pontosabban. Formalizaljuk a fent
leitakat! Koneentriljunk pl. 4 konvexitisra.

Szitkségiink lesz az egyenes irdnytangenses egyenletére. Készitsiink
egy szép dbrit! (19.sbr)
Alljon fenn az x, x,, x, pontokra, hogy a <x; <x<x, <b, és legyenek
a hozzijuk tartozo fiiggvényértékek f(x). f(x). /(x,). Ekkor az
(¥i3/(n)) és (x2if(x2) pontokon ithaludé egyenes egyenleténck
meredeksége:

S = S
Y
(1), igy az egyenes irinytangenses

Legyen az egyenes fix pontja (x5
cayenlete:

Ha fiiggvényiink ezen az intervallumon konvex, akkor x pontbeli f(x)
fiiggvényértekére:

x) + f(x).

Az [a;b]-on értelmezett f(x) fiiggvény
konvex, haminden a S x; <x <x, b esetén

f(x}sﬂx’) f(") (= )+ ).

Konkdv a ﬁlggveny, ha a reliciéjel forditva

ES

Me in nem engediiik meg sz egyenldséget, akkor
scigortian konvex vagy szigoriian konkdv Tiggvény1ol beszelin

Vannak olyan fiiggvények, amelyek egy intervallumon konvexck, egy
masikon pedig konkavak. Tlyen pl. az /() = iggvény. Mivel
ez a fiiggvény folytonos is. lennie kell egy olyan pontnak a [0; 2]-on,
ahol a két tulajdonsag elvilik egymastol. 2o atra

A,

16" pont megérdemli, hogy kiilin nevet kapjon.

ek a2 enfiggvnyt
Konvexnek

(ko kavnz.k) nevezni

- hafelilrl nézzik, pont

]

19, dbra

11.-es konyv 215. oldal

Konvex fliggvény

konkav fiiggvény

20, dbra




Y, >

o

inflexiés pont

Az inflexio magyarul
elngjist, nanyvatozést
jelent,

FOGGVENYEK TULAJDONSAGAI

315, DEFINCIO: Az f(x) fiiggvénynek xo € D-ben inflexids
pontja van, ha xyenak van olyan jobb, illetve
‘bal oldali kirnyezete, hogy az egyikben a figg-
vény konvex, a misikban konkay. 2. srs)

fonex | Kol

21.dbra

vissza arma, hogy pl.

ény rendes kisponyeg-
togatja a konvex-konkav tulajdonsigot. Végtelen

forgaté médj
sok olyan pontnak kell lennie (x= 7, k € Z), amelyek a ket tulajdon-
sigot elvilasztjik egymastol. 22 sra)




8. Nevezetes hatarértékek, ki
tipusu hatarérték-feladatok.
A folytonossag vizsgalata

I 5 fiiggvény-

hatirértekre.

1. példa
Igazoljuk, hogy lim
1o

Megoldas
Biirmely x, > I-re teljesil, hogy [x,] <, < [x,] + 1. Jelolje i = [x,},

1
i iprokaikra: —— <—
foy reciprokalles: o < s

Hax, -
akor valamely n-t61
Mivel x, o, ebbdl adédéan biztosan x, > 1

m >0 és lim —=0. Arenddrelvet alkalmazva:

moes m
Sl . ’
0= lim < lim —< lim 3
oo MAL g X, meseo m

Mivel x, tetszdleges végtelenbe tarts sorozat, ezért lim —

2. példa )
‘Szamoljuk ki a kovetkezo hatrértéket: hmay. T

Megoldas
Mivel a szinusz piratlan fiiggvény, ezért S

miatt elegendd tagokbdl dll6 , sorozatokat vizsgdlnunk (a jobb
oldali hatirértekkel egyenld a bal oldali). Abrizoljuk egy rendszerben

7 i x
x, sin tgx énékeit, ha 0.<x <. @) 23.4bra

saisget dlaliban nem fokban, ha
hinyadosa, ezért mértékegység nelkil
tiizérség nyelvébol keriilt it a matematikai
szohasznilatba (az. gy exoveét egy koriv mentén allitgatiak).

at6 sikidomok teriiletét. Mivel az OC = 1
x:

Hatdrozzuk meg az dbran li
oldalhoz tartoz magassig i

i
Tocw=

Akdreikk teriilete az iv és a sugir szorzatinak fele:
Ix

Tocps




A matematikéban is nagy
sailkség van a rendorségre.

®
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HasonlGan Ty-hez:
1tgx

2

Tocp=

Ateriiletek

nyilvinvaldan a kivetkezs egyenldtlenség dll fenn:
Tocs <Tocp< < Tocp-
Ebbél adédik, hogy:

= sinx<x<

cosx
Birmely hegyesszog szinusza pozitiv, ezért, ha vele végigosztunk,
65 jel nem viltozik. A reciprokukat véve viszont igen:

1
¥ cosx

1> 205> cosx.
%

Hiniost 5 550, ko1 — 1/ 60 oms; =T mivel o folyton,
Arendgrely alapjin st Kévetkezik, hogy

Megjegyzés: A S figgueny x= 0 pontbeli hatirériékénck meghatirozis

ety ki Kihsinek odunk A

sorozatokni).
9
3. példa \
Igazoliuk, hogy im [n-1

xoel X

Megoldas
Legyen x,2 1 6 x, —>ce. Ha [t

m,, akkor
m, <x, <my 41

A hatviinyozis tulajdonsigai miatt:

(o) o

Mivel x, = o0, ezért m, — o, és

et -
I¥ d o 1+ # <+ i <+ L 1+ ,
L 1 7 m, m,

A konstans itev6ji m, -t tartalmazo tényezok 1-hez tartanak, mig
maz6 kitevGjiek e-hez tartanak. A renddrelv értelmében

Megjegyzés: Ha x, — o, a bizon

s husonl, ésa gz vény h




Nézziink most néhiny fogast, amelyeket Kilinbiat flggvényck
drcrieke drozsini n felhas

nil ,uk a fenu hirom példa eredményét. A feladatok. m:gnldma sorin
aprol olyonos fggvénelaeprbilu vissaveseini: b seril,
hor s bttt egyenlda fiiggvény helyetiesitési értekével. Kihas
ik azt, hogy  ahalunk smertclem figevenyek az éreh cési
tartomdnyuk minden pontjiban folytonosak (az cgésziész, a t
a szignum és uz abszolit érék nem elemi fiiggvény).

Akévetkezs feladatokat tortes feladatoknak nevezziik. Mis fogist kell
bevetniink, ha véges helyen, illetve ha végtelen helyen kellu iiggvény
hatirériekét vizsgilni. Az els feladatesokor véges helyen vett hatir-
értékek meghatirozsival foglalkozik.

4.példa
Szamoljuk kl a kovetkez hatarértékeket:
a) | e
Moo
K i
o IImZ x - 5X+6 g xlmﬂ X
Megolds (a)

Az ilyen tipusii feladatoknil eldszor azt nézzik meg, hogy azon
a helyen, ahol a fiiggvényhatirérteket vizsgiljuk, értelmezve van-e a
fiiggvény. Ha igen, akkor a fiiggvény ezen a helyen folytonos, és
a ﬁmg»eny hatirértéke cgyenld a figgvény helyetiesitési érkével.
Mivel a helyen x2~ 5x+6 %0, ezérta hatdrértek a fiiggvény-
ek lovs lgy

Sx+6

Megoldas (b)
Afiggvény x = | pontban nincs értelmezve, mivel nevezdje 0. Tlyen

u 2y
26t és a szamlalot. Haa~mxza!la alakitds utdn sikeriil :°y~z:r ni,

u ell, hogy a maradék folytonos-e az adott
ket behelyette-

akkor tjr
pontban. Ha igen (m.mm inkben), akkor a ha
sitéssel meg tudjuk hatdrozni:

e I)(x -

vizsgilnu

=lim(c+1)=2

sy i}

Megoldas (c)
Anevezé setén 0. Alakitsuk a nevezét szorzatti! Ha rinézésre
nem megy, haszniljuk a gyoktényezos alakot:

Sx+6=(x-2)r—

it
vigyazznk, y =% =1

csak akkor egyenld
y=x+1 fiiggvénnyel,
=R\{1}




onstans sz0rzo a limesz
elé vinets (sorozatok),

i
Kt sm7x,, oSy

részsvmzara

Ahaldban azok a nehezebb
feladatok, melyekben
19bb egyszerd fogést kell
egymés utén alkaimazni

x
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gy a hatirértekre kapjuk:

lim —* === fim —— = lim
L o o gl i L

Megoldas (d)
Haszndljuk ki az abszolit érték fogalmit.

Ha pozitiv x, szimokon it tartunk 0-hoz, akkor
oldali hatirértek:

= lim
]

sorozatal tessziik meg ugyanezt, ukkor |,
rérték:

Hanegativ x,
a bal oldali hat

Mivel a bal oldali és a jobb oldali htrérték nem egyenld, ezért a figg-
vénynek a 0 ponlban nincs hatirérteke.

Megegyz
 feludto, unely u V|z~gnlandh pnnlban ln]ylnnm s e |nbb P
hatirértekek o ival probilkozhatunk.

Atértes hatirértekek kozé tartoznak a o feladatra visszavezethets

hatirérték-problémik.

5. példa
Szémoljuk ki a kovetkezo hatérértekeket:
sinx. sin7x sin7x
a) lim 52X b) lim =, [
il ’,i“ux' s
in 7 X
[ l i
O Oame  Ofpes
95
Megoldas (a)
lim 225
50 5x
Megolds (b)
sin7x
lim =
=0 x
Megoldas (c)
sin7x

lim == - lim =2
‘30 5x  xo05 7Tx  5am0 7x 5



Megoldas (d)

sin7x
HE
503 Sinsx
x 5x
Megolds (€)
- 1
lim ——= lim —
50 SINY  x=0 lim
50 x
Megoldas (f)
lim x-ctgx = lim cos x - ——
=0 0" sinx -0 lim
=0 x

Megjegyzés: Az x =0 helyen cos.x folytonos, és értéke 1
Megoldds (g)

sinx

lim
=27 X = 2]

cos2m=1

A problémat
nevezetes hatii

m jelenti, melyek
re tudjuk visszavezetni az eredeti feladatot.

Kévetkezd feladataink végtelenben vett hatdrértékek meghatdrozasit
Kerik. Az ilyen tipusi példikat lényegében a sorozatokndl megismert
fogasokkal lehet megoldani, csak” arra kell vigydzni, hogy a végte-
lennck clgjele

6. példa N
Szémoljuk ki a kovetkezo hatarértékeket:
o
a) | e — b) |
) M T 100 ¥5 ) Jn 3 x“+3x

) XI\m__(J4x2 hx-7-2);, d ,\im“[

Megoldds (a)

— 1241
e
S eI e e

Megoldas (b)

sin(o+) =
inac.cosf+ cosacsinf




o

Mivel a hatérérték nem
viges, xt e i ink
megadni olyan ér

az 5 helyett, ame yre
afiggény folytonoss4
véina.

x
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Megolds (c)

lim (VA2 45y~ 7 - 21
(Va? o5y =7 - 2¢) - (Var+5x -7 +2

= lim

2 Va5 -7 +2¢

Loy | oyetess
= lim [1+ = lim [1+——
wowl X153 owl X-13,

Akvetkez6 ket feludatban uzt vizsgiljuk, hngy folytonos-e a fiiggvény
tehet

<o,
7. példa
Hol folytonos a kovetkezo figgveny?
x-49
h: R\{-7.0},
= rEmE MEGOH
2, ha
5 ha x
Megoldds

Afiiggveny minden olyan pontban, hol (5t ételmezve van, flytonos.
Atdrt x; =7 és x, = 0 pontban nmc\enclmezvc de meﬂudmk hogy
itt ékeket vegyen fel /(x). H: n hatdrérteke
x,=~7 pontban, és az egyenlG (~7)- el skhor ﬁiggveny folytonos:

lim,
e

lim <

1 B4 Tx
Mivel az adott pontbeli hatdrérick és fiiggvényértek megegyezik, ezért
/() folytonos v, = 7-ben. Lissuk most x, = 0-t! Ugyanigy:

2-49 7 |
lim == lim ~7-lim —.
B0+ Tx 1o x 50

Az f(x) fiiggvény csak az x, = 0 pontban nem folytonos.



8. példa N

Folfanos-az x = 0 poroen a2 b figuey? Hare, akor meg:
adhatd olyan érték a 3 helyett, amelyre:

°3
0= S ha xeR\{0},
3 ha x=0.

Megolds
Az el6z6 példihoz hasonléan:

timo 3 i g

=0 (302 x50
Mivel x=0-beli /(0) fiiggvényérték nem egyenls a hat
zért a fiiggvény ebben 4 pontban nem folytonos. De ha ki
a megadisban szerepld 3-at 9-re, akkor a fiiggvény folytonos:

Feladatok

1. Szimoljuk ki a kivetkez6 hatirérékeket:
x

a) lim
5

b) lim 2
1522 —9x +20

Szimoljuk ki a kévetkezs hatirérickeket:

LI b) lim
50 2 0

3. Szimoljuk ki a kivetkez6 hatirértékeket:

a) hmir v lim — o l|m(~/\‘3+57 x).
o

2 = 9x 420 9x+20

1 Allapllmk m:g gy p purméter énékét hogy szl ibi ggény mincen € R helyen
folytonos leg;

ha x<0,

fw= 4p ha x>0




Az Acta Eucitorum 22 els6
tudoményos folyoirat,
eldszor 1682-ben adtzk ki

(GoTTFRED WiLHELM Letwz
(1646-1716),
német polinisztor

S Isaag Newron
(1643-1727),
angol udds.
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DIFFERENCIALSZAMITAS
DIFFERENCIALSZAMITAS
1. Bevezetd példak

Bevezetd a fejezet elé
Jelen fejezetben a ﬁclencmlxzaml

-
jitszott é jitszi ; miny segi-
tette elo: kulnnb026 fizikai pmblcmuk \izsgalta zben dojgontik ki
alapjait.

A fuggvenyek tbbe-kev

¢ jol hasznilhatok a mm.;gm leit

leir vény-
ol st alkalmasitd sikerevn ot tudominyigakban,
mert segitségével jelenségek képesck
vagyunk megvizsgilni. Ennek hathatos eszkoze a cidlszimids
és apparitusa.

g
2
2
®
= &
9

A ma hasznilt fogalom elofutira 1684-ben az Acta Euditorum
folydiratban jelent meg. A cikk
idolgozott el . Szerzdije Gottf

joval clobb (1673 koril) felfedezte modszerét, (Ezt korabeli levelei,
Jegyzetei igazoljik.)

1666 tajin

:mdmenym jutott, dm 6 ezt esak 1704-ben
akét tudds é tiboraik kizott egy
a szigetorszig sok évtizedes teljes

publikilta. ch\ ton késdbbi kozlé

Newton gondolatai a differencidlszimitis mai terminolégidjahoz
Kézelebb dllnak.

Ha mir félig-meddig tudomdnytorténettel foglalkozunk, emlitsiik me;
a XX. szizadi magyar matematika két nagy alakjinak lebilineselden
olvasmanyos, mindenkinek ajanlott kényvét. Az egyik Péter Rézsa
(1905-1977) Jiték a végtelennel, a misik Kalmir LiszI6 (1905-1976)
Integrllevél cimi mive. Utbbi majd a kényviink otadik fejezetéhez
kapesoladik. Mindkett6jiik mave egy-egy laikus” barittal folytatoft
levelezésbol szirmazik, melyben jelen témiinkat (is) probiljdk
elmagyarizni.

Alljon itt kedvesindlonak egy idézet Kalmr miivéb:

Ot imerek ey csomdh, aki a3 mondjo, hogy ér, de engem
az gydz meg, aki iigy mondja el, hogy én is értser




1. példa
Bothitharma kilenc éven 4t meditélt a Shongszan hegyen 16vG bariangjéban,
annak faléra meredve. A hagyomény szerin tekintete erejével lyukat frt
abarlang falén. A Hui-Ku

Bothitharma egy shaolin
Kolostor apétia vot,
iz6dik (. u. 600

tart efelé a hegygerincen. Hul-Ku valln minig of Ut kedvenc solyma.
Astlyom, amikor gazdéja elindult, felszalk a vallérol és nyilegyenesen
repillt vizszintesen eldre. Ha Hui-Ku megpihent, a sélyom a 4 jellemz
filggoleges zuhandrepillésben visszaszéllt a vélléra. Min toprenghetett
Bothitharma Hui-Ku solymt étva?

Megoldas

Bothitharma barlangja a hegy Libitol fiigg6legesen 3200 m-re, vizszin-
tesen pedig 1200 mere van (#). Azon elmélkedik, hogy Hui-Ku kiilon-
bz pihendhelyeire milyen meredek it visz a barlangbl. Hui-Ku
el pllelye  hexy Il 950 oo it yizoieen &
2400 m-re fiiggole g Hi
ereszkedik 4 hegygerincen lefelé, addig a madir z els6 plh:nohelylg
vizszintesen 1200950 m, fiigg6legesen 32002400 m utat tesz meg.

A fiiggolegesen éx vizszintesen megtett utak arinya >

1200950
A killénbségek hinyadosa u barlangot és az els6 pihendhelyct dssze-
ki szak Amisodik lyom a barl

161 Gsszesen 1200800 m-t tesz meg vizszintesen és 3200~ 1900 ma
00 - 1900

. Ennyi a misodik

ing szdjit & ége. Atovibbi
plhenﬁhelyek pnmm helyét nem ismerd Bothitharma igy gondolkodik:
Haaz n-edik pihendhely a hegy lbitol v, tivolsigra van vizszintesen,
és v, mvnmgm figgslegesen, akkor vizszintesen 1200 -, figgd-

5 52
legesen 3200 -y, tivolsdgot tesz meg a solyom. Igy ———=2
b 2 2 a s6ly s

Hui-Ku titjanak meredeksége.”

Megigyzs: A blng bt (51l e vtk merededge 3 2=

‘

2. példa
Leibniz probléméja: Hatérozzuk meg eqy parabola egyik pontiéban, ese-
tlinkben az f(x) = x? vals figgvény (2;4) pontiéban huzott érintd
egyenletét

Megjegyzés: Igen dm, de mit értiink érintd alatt? Altaldnos iskoldban a kr
extén gy htirotuk s, hogy az éini oy egyenes,melynek poniosan
vagy speciilisun

cayenenclegy éch ponia ven. 56, 40 - M figgvény csiexibun nemesak
tengellyel pirhuzamos egyeneseivel van egy kozos pontja, hanem

Korti) a zen buddhizmus
megalapitisa. O taldla ki
a kungfu alzpmozdulatat
ameditécio kozben
elsorvadt izmok
Karbantartéséra

2.4bra

e




()

3.dbra

[

4.dbra

E2t mir tekinthetjik
az érintd szemidletes
definiciojénakis.
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° vagy
138+ Az i ehet, hogy uz egyenes sal (o » gorbel) & érintg egyl)en ol
i(x) = sin  fiiggvénynél (3.abra). Mivel a pontos meghatirozis nem is olyan cgy-
2o, mordjank egyeldce 12 it scomlees ogalmi

Térjiink vissza f(x) = x>-hez, és probaljuk felimi a (2;4) pontjdban
hiizott érintd egyenletét! Tudjuk, hogy az érint6nek it kell haladnia
a girbe () potin, meredeknggét nom ismerjik. Tehit cgyen-
lete y=m(x—2) +

Vegyiik a (2;4) ponton dtmend szeldk egy olyan sorozatit, amelyek
iithaladnak az (v, x2) parabolaponton. Kozelitsiik ezt a pontot a (2 4)

2=

ponthoz. A szel6k irinytangensei ekkor tg(at,) = sorozatot

rteke? (4. abra)

limt¢(@,) = hmzﬁ 2w

alkotnak. Mi lehet a 1g(c,) oozt ha

=i +2)=4.
e

Aszelok génck van véges hatiréricke, igy az érint6
-2 +d=dvd.

Megjeya: 5 @
Aonek gy Kot pont vun  givel esétu kovetkezs :gvcnl:llrndxmmck
eay megnldm( Kell

mx=2)+ 4}

¥

¥

Ez pont akkor teljesil, ha az 2 — mx +2m — 4 = 0 egyenlet diszkrimininsa 0:
D=m-8m+16=0 = m=4.

(Azért nines két megoldis, mert a iiggGleges egyenesnek nincs meredeksége.)

Az eljirds birmely adott (xg: f(xo)) pontban elvégezhets. Tekintsiik
dltaliban az (x,:/(x,)). (x0:/(xo)) pontok dltal meghatirozott szelok
hinyadosaibdl képezett sorozat hatirértékeét, vagyis a
L) 7 I00) _ i g )
Bk

hatirérték-feladatot. Ha ez a hatirértek létezik és véges, akkor ezt
lckmﬂwuuk az f(x) fiiggvény (xo: /(%)) pontjiba hizott érinté mere-
ének. Ha a hatirérték nem létezik vagy végtelen, akkor a
bcntk “a pontban nines rint6je. Ugy is meg szoktik fogalmazni, hogy
az érinté a szeldk hatdrhelyzete.

Sebesség jellegi fogalmakkal nemesak a fizikiban, hanem az élet
inden tertletén tldlkczunk. Airekben alla pdivl s kossig
fogyisinak sebessége olyan aggaszto, hogy a gyerckek utin jird
kedvezmények rendszerét i kell gnndolm it gazdasig novekedési
er gyorsabban
v, a sof6rok j6 része dlland6an

a it és az it szélén dll6 Tesi.



3. példa N
A sz0késos jeloléseket hasznéva, az auto ¢ ido alatt () utattesz meg.

egtett it az idoto| figg, a sebesség pedig az egységnyi idotartam alatt
meylen at. Mit értstink azonban pillanatnyi sebesség alatt? Hogyan
hatérozzuk meg aut6nk sebességét ¢ iddpontban?

Megoldas

Végezziink egy gondolatkisérletet! Menjiink elére az iddben vala-

mennyu llapitsuk meg, hogy ez alatt mekkora utat tettiink meg.

AR>0 id alatt, 161 (1-+h)dg megtett dt s(r+h) (). Mivel

s(t +h) = s(1)
[

a sebesség az egységnyi ids alatt megtett G, ezért az

i

hinyados pontosan ezt 4 sebességet adja meg (5 aba). A hinyados

161! A 1 idopontbeli sebességet akkor kapjuk meg,

bb, sizaz i — 0. Igy a pillanatnyi sebesség pon-

S+ ) = ()
h

hatdrértek, amennyiben az létezik és véges.

tosan lim
10

Foglaljuk 6ssze tapasztalatainkat!

/(Xu) J ("o)

156 két példl nbségek hinyadosait formaban

vizsgiltuk. Azt kerestiik, hogy ezen corozdioknt v Wb

adott 3, pontbun, Gyskorltilug Fy= L LCD). fioony v beli
x—Xo

hatirértekeét szimoljuk, ha x = vy (x# xp).

Harmadik példankban

Xor %, = Xo = h jelolésekkel

s+ ) =50 _ 5() = 5(%0)
D e

x=xpth &

(Ujra F(x)-nek megfelel6 formirsl van sz6.) Itt i = 0 jelenti azt, hogy
Xy Xo.
Minden példiban ugyanazt a ,forré kisit” keriilgetjiik.

Feladatok

Emlékezzink vissza
Zenon biztos nem dlna neki
22e] bajodni

1. Adjuk meg a kbvetkezs fiiggvények adott x, pontbeli ermlﬂjcnek egyenletét:

b) g =% 5o

d) i) =7, x

a) f

-3
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differenciahényados

Mint emiiettik,

ezt hényadost s20kték
Kiilinbségi hanyadosnak is
nevezni a latin 576
leforditésabol

differencidihanyados

Newton /(x)-t,

Lagrange 1'(x)¢t,

Leiniza &
Ax

elolést hasznéita
Mi éltldban 2z f'(xp)
Jelolést hasznéijuk.

DIFFERENCIALSZAMITAS

2. A derivalt fogalma, kapcsolata
a folytonossaggal

4.1. D

: Ha f(x) fiiggvény értelmezve van x és xy (x %)
f®

helyeken, akkora g(r) = 22— I Gioovenye
x

az f(x) fiiggvény x, o pontbel differenciahdnya-
dosdnak* neve:

Adronciabinyudos ehit gy oggvény, wmelynek rtelmests -
ira Dy= D\{xo)

4.2. Dy

6: Legyen az f(x) figgvény az x, pontban és annak

valamely § kornyezetéhen értelmezve. Ha étezik
& véges n lim S L= fxo)
= +52) akkor et Fatérérteke f(e) fugevény
Xy pontbeli differencidlhdnyadosdnak® hivjuk
Co)-et pedig xyrban differencidlhaténak (derivil:
hatinak) neveraik.
Jelils

lir]

s foor

hatirérték (xel,

Af|
Ax|

Afentick alapjin ha x = xo+ h é hi# 0, akkor

. S +h) - f(xo)
1) = lim S0 0
Flea) = im; "
Megjegyeések
| " "
Ugyanakkor, |v=|=gykulnnb\¢ o Figgrenyhtiséiske, ecer

& definici6t Heine-, lletve Cauchy-alakban is megfogalmazhattuk volna.
2. Vannakolyn lelete ol £ (%) lehet végtelen. Az egyszeriivég kedvéért
2t Kizirjuk (a bevezet analiziskbnyvek igy tesznek).

A2 bcvezem pelddban J) = fiiggvény dlffel’encldlmnydd()\d
in 4. Peldink megadia a differencidlhinyados geon

riai ,zlzmmx is: a fiiggvény grafikonjinak (xg: /(x)) prvntjn\ban humu

érintjénck meredeksége.

Az 1. példira gondolva tételezziik fel, hogy Hui-Ku éppen felfelé
halad a hegyen és cgyre siribb pihendket tart Bothitharma ballang-




peldnl)nn a fiiggvény pillanatnyi megviliozisinak,  villozis

el > mériekét mutatja meg a differencidlhinyados.
Eat haven ju ki a fizika a sebesség vagy a gyorsulis meghatirozasinil.
felfoghat6 a é itla-

gaként, ha 2161 4z xoa tériin besség-szerii

emyiség. A differencilhinyados pedig 4 pilanatnyi scbesséenek

tekinthet6.

Megjegyzés: Ha u 4.2-es definici6t itrendezziik, akkor a

o S — S(x .

hml—{(")f/(.a):o
o

cayenite kpiuk. Ha bevezetik uzaibbi uggvéy:
) — f(xe
L=t

&

i x é ” van xg-t61). Mindkét
kA e S

#09- (v~ 10) = S0 = f(30) = (¢ = 30)-/ (x0).

f(ﬂ-/(‘u)=r(‘n) (= x0) + £~ (x = xp)
. . il

Jedik § tartoményon, skkor hogyan v
o peinpénlek raonbnége
A tortmentes aluk jelentGsége akkor mutatkozik meg igazin, ha a figgvény
ektorhlmazon van étcmezve, Ekkor a viltozdk kilinbrége i vkdor
mivel
tudjuk dltalinositani.

ha x kiize-

43.DEFNiCIO:  Legyen az f(x) fiiggvény értelmezve az x, pontban és
vl ény differencic

Az efy) figgvényt szoktsk
w)-szel i jeloin.

differencilhatosag

haté az x, ponthan, ha megadhaté hozzé egy f(xy)-lal
Jjelblt valés szim, amelyre
S0 =fx0) =f (o) (6 =x0) + 80 (v = x0)y

ahol €(x) >0, ha x —> x;.

Az italakitisokbol Lithat6, hogy a 4.2. é 4.3. definicio ekvivalens.

Az f(x) fiiggvény xgbeli differenciilhinyadosa a kiilonbségihinyados-
fiiggvény hatdrériéke. Mint ilyen, bizonyos esetekben vizsilhatjuk
abal oldali, illetve a jobb oldali differencidlhdnyadost is. Mi jelen
esetben esak az ut6bbit mondjuk ki

44 DENICIO: Az f(x) Biggvény az g€ Dy pontban jobbril
differencidlhatd, ha minden x*e Dy (x*> x,)
esetén
m &)= fx0)
s, X*-X

hatiirérték 1étezik és véges.

A bal oldali differencidlhdnyadoshoz x~ < xgera van sziikség

jobbrol differencidlhat
tagguény




derivatfiggveny

DIFFERENCIALSZAMITAS

4

1. példa
Differencialhato-e az f(x) = c fiiggvény?

Megoldas
f() = konstansfiiggvény minden v, helyen differencidlhats,
egy tetszbleges xg € R = Dy pontra differencilhinyadosa:

2. példa
Differenciélhato-e a g(x) = x fiiggvény?

iggvény birmely o € R =D, pontra differencidlhato,
ugyAnl» dxffemncmlhanyudom

x

lim —=2
$oto X=X

3. példa
Differenciélhats-¢ a h(x) = x? fuggvény?

Megoldas
A bevezetaben \lz»gnll h(x) = fiiggvény birmely o€ R =D,
pontban differencidlhat, ugyanis

TRt ‘o)(* + %)
%o

= lim(+9) =20,

2 fiiggvényt, A fenti ered
mostis 2:2=4 il

Maradva utols6 példinknil, képzeljik cl, hogy a h(x) = * fiiggvény
differenciilhinyadosit minden valos 1o helyen meghatiroztuk, és min-
denhol 2xt Kaptunk eredményiil. fgy létrejott egy Gjabb fiiggveny,
amelynek hozzirendelési szabilya xg —> 2x, rtelmezeési tartominya
D, azon részhalmaza, shol h(x) differencidlhat6, vagyis R. Ez a fiigg-
vény persze szoros kapesolatban van /i(x)-szel.

Legyen az f(x) egy fiiggvény és D'C Dy azon pon-
tok halmaza, ahol £(x) differencilhat6. Az f(x)

vényének vagy derivilinak nevezziik, s f (x)-szel
Jeloljiik azt a fiiggvényt, amely D’ pontjaiban
az f(x) ﬁlggvcny differenciglhinyados-értd

= 2




f) = fiiggvény differencidlhinyados fiiggvénye /'(x) =0, m) =x
Fiiggvény deriviltja g'() = 2 deriviltfiiggvénye I (x) =

Ha egy fiiggvény valamely / intervallumon valo d.ﬁmncmlhmmgax
vizsgiljuk, tigyelniink kell ara, hogy / nyilt vagy zirt. Ha nyitott (mi
den pont bels6 pont), akkor birmely pontnak van olyan komyezete,
amelyben vizsgilhat6 a fiiggvény. Zart intervallum esetén azonban
abal végpontban jobbrol, & jobb végpontban balrdl is meg kell vizs-
gilni a differencidlhatésagot.

e

Nézaiik meg. hogy cey figgvény valamely pontbelidiferencidlhato-
sigdnak milyen kapesolata van mis fiiggvénytulajdonsigok

4.1 Téren:  Haaz f(x) figgvény xo-ban

akkor ott folytonos.

Bizonyitss

vissza ig 3.9-es iciGjira: f(x) folytonos
Tim () = f(xo)-

xg-ban, ha

Rendezziik uz egyenlgséget! Kozben kihaszniljuk, hogy konstans
sorozat hatirértéke maga a konstans, azaz

Jim (20 = )

igy f(x) pontosan akkor folytonos, ha
Jim 00 = f(50) = lim /02) = lim (30) = lim (09~ /()=

Atétel feltételei mellet a folytonossignik ezt a formdjit mr belithatjuk:

lim (0= /(50)= fim /(‘1 19 (o )=
e /( S i
S rmm e

Ezutin kihasznljuk, hogy fuggv:ny xo-ban differencidlhat6:
i JOZIED _

= X=Xg

It haszniljuk ki eldszor (), hogy a differencidlhinyados véges valés

szim:
Jim (/0= fx0) = M

= £l Jim (s 1) = Fla-0m0

Tehit a fiiggvény ¥, pontban folytonos;

Jim (x - x9)=

égtelen értéket is felvehet, akkor egy . jpus
ban littuk, hogy uz. Ll)en st
izonytalan. gy a folytonossig dllands vizsglatra szorulna az xo
pontban, é a fiiggvény hol folytonos lenne, hol nem.
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BeRuD Bouzao

(1781-1848) szudétanémet,

Keat WeESTRASS
{1ats-1207) it
Crantes He
(16221601 fancia,
THouas Jan STELES
(1856-1894) holland
matematikus.

DIFFERENCIALSZAMITAS

Ha /(x) fiiggvény folytonos egy pontban, sajnos nem biztos, hogy diffe-
rencilhato is. Ennck belitisahoz elegends egy ellenpéldit mutatnunk.

4.példa N
Az () = x| figgvény az x, = O pontban folytonos. Differencidlhats is?

Megoldas
irjuk fel a differencidlhdnyadost a kérdéses pontban:
RN
0 x=0 -0 x
Mint azt az elz6 fejezet 8. leckéjének 4/d. példdjiban Littuk, 4 jobb
és bal oldali hatirértek nem egyezik meg. A bal és jobb oldali differes
cidlhdnyados nem egyenls, igy f(x) fiiggvény x, pontban bar foly-
tonos, dm égem, dlﬁ"ﬂencmlhato (y=Ix| minden egyéb pontban
folytonos és derivilhatd).

Kovetkez6 példank ﬂwﬂvenye egyetlen pontban folytonos, ott der
hato is.

N

5. példa
Derivalhat6-e a kovetkezo, R-en értelmezett fiiggvény az xo = O helyen?
2
=] ha xeQ
-x%, ha xeR\Q
Megoldas
Mivel

igy derivilhat6. A differenciahdnyados az aldbbi fiiggvény:
S -f0) [ x ha xeQ.
x-0 |-% ha xeR\WQ.
Ezuz xp= 0 pontban folytonos (minden mas pontban az eredeti f(x)
fiiggvény nem folytonos, ezért deriviltju sincs).

Tétel
sz

szerint a fiiggvény folytonossiga a differencidlhat6sig
séges, de nem elégséges feliétele. A differenciilhato fiiggvények
halmaza a folytonos fiiggvények részhalmaza.

Sokiig tigy gondoltik, hogy nem Iétezik olyan fiiggvény, amely m
dnit folytonos,de sehol e differencidlhto. Elovzora publikilstol
ellxllnn Bolzano 1830 kériil, majd Weierstras:

eatirta: , Rémiilettel és ir mum//Zurlulokeluhil asiralmas fekélyidl:
Jiiggvények, amelyeknek sehol sincs derivaltjuk”.



Ezek a fiiggvények nem olyan egyszerdek, mint amilyeneket eddig
liggvény (s abra):

megismertiink. Ilyen példiul a kivetkezs fig;
1

/(v):lim(;xin(lr)i' n(@n) + +—\»|“(2'..,)j

Wl[m Wm o A F

6.4

Az y=|x| viselkedésébol kiindulva, a firészfog alaki fiiggvények
sem differenciilhatok wzon pontokban, ahol hirtelen irinyt Viltanak
é é indenhol . fiirészfoga” van,

A () fiiggvény tehdt p =2 szerint periodikus. EbbG] szarmaztatjuk
az alibbi figgvényt:

/i\):llm[g(\)¢%a<4x)+ [%] gl )+ +[§] g4 'X)].

Alecke végén megemlitiink egy tovbbi kapesolatot a folytonossig
és a derivalhatosig kozott:

Az f(x) fiiggvényt foly jnak nevezziik xy-han,
ha f(x) derivltja az x, pontban folytonos.

Feladatok

1. A4.4. definicio alapjin meg a bal oldali di

2. Adjunk példit valamely pontban csak balrol, lletve csak jobbrol der

fogalmit.

Thato fliggvényre.

. Hatirozzuk meg a kivetkez6 figgvények tetszGleges 1y pontbeli differencidlhinyadosit

és deriviltfiiggvényét:
n) f(x)=3x b) g(x)=0,1x%
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&sszeg, szorzat,
hényados derivalt

DIFFERENCIALSZAMITAS

3. A differencialas miiveleti szabalyai

Az el626 leckében meghatiroztuk az f(x)= c. g(x)=ux, h(x)=
fiiggvények derivil ényeit. Koribban littuk 4

a fiiggvények hatirérickeinel is, hogy ha ) fogalmat alakitunk
mint amilyen volt a sorozat, illetve fiiggvény hatircrteke, célszeri
vizsgilni a miveleti szabilyokat (2. 3. tételek).

Ml tovibi iggvényl diferencilst vasploink. ik, milyen
miveleti szabilyokat alkalmazhatunk a der

Osszeg, szorzat, hanyados derivaltja

4.2. i

Haaz f(x) és g(x) az xo € Dy D), pontban diffe-
rencidlhatd, akkor /() £g(x), f(x)g(x), é ha

2(xo) #0, akkor ; (i) is differencidlhaté ebben
« pontban. Derivaltjaik pedig rendre:
(££8) (xo) =f(xo) ££(xo),
(f+8) (xa) = (o) - £(x0) +(x0) - & (¥o)s
ha g(xy) #0,

Blzonyllax

kapesolatos mive-

leti szabilyokat (3.7-es efiniid), majd a keletkezs kifejezéseket
/(\)—/("ﬂ) z,m A(XO)

P (o) & g'(vn) hatirértékeire.

)= ), oo 800~ 800

e

= lim = [(x0) £ £ (%)

égzett mive-
e :1ed|nenye|l 'A% <i6hb & a Kiwetkendkben  fotte-
lezziik, hogy x




Szorzat derivildsa:

S 800 - f(%) mnf(xo) 20~ fxo) - 8(%0) _

= lim
by %
_ tim 59U~ F0) + 50)- (809 - 8(x0)
Sy %o -

S = f(x)
%

= lim g(0- lim

8(x) _
%

+1im /(o) lim

=8(%0)* / (%0) + S(10) 8 ()
A tétel feltételei miatt g(x) fiiggvény xo-ban differencilhat, tehit
folytonos: 1im 59 = (1) Konstans fugevényre lim f(50) = (1)

Lértéket”, “kora fent bmmy.m helytelen lenne (nem biztos, hngy a Tvgg\:ny
folytonos).
Kivetkezmény: Ha uz [ és g fliggvények kizil valamelyik konstans,
f() = ¢, akkor
[e- (o)l = ¢ g(x0) +¢8(x0) = 0-8(xo) +-8'(x0) = (%)
(Az 1. példandl littuk, hogy konstans deriviltja 0.)

Hényados derivlja:
o) fw) S0-8(x0) ~fx0) 8¢

im 800800 gty
o e o 1
i £07800) ~/(x0)8(x0) +/(30)-8 10) = (x0)- 89
e x—xp

Koncentriljunk csak a mésodik tényezéi
Jim L0800 = fx0) 8 (%) . S%0) - 80— /(%) 8(50)
=y =% o PN

Joo- r(«.,) - 8(x0) _

o

x-x

= lim g (1) im =00

:s(‘n)'/(‘n)*/(‘o)’l!l(*o)
Mivel az els6 tényezd g (xp) reciproka, az eredmény:
S (%) 8(30) = f3) - & (x0)
£2(0)

A hatirértékekkel végzett miveleteket leir6 3.3-as tételre timaszko-
énél.

dunk a miveletek elvégzésé

- lim f(x) lim 2

nstans tényezs
Kiemelnet6 a derival lé

®

A4 1-estétel és glrg) #

[




szttt fliggvény
derivétia

Konyhanyelven

a kilsd fliggvény derivtia
2 belso figgvény helyén
s20r02va a belss figguény
dervatiaval”.

®

Atétel fetétele kozott
nem szerepel, hogy
900 # glro).

DIFFERENCIALSZAMITAS

Osszetett fiiggvény derivaltia

43.Ti

Haa g(x) fiiggvény xo €D, pontban & az f(x)
Tiiggvény g(xq) €Dy pontban differenci atok,
f(g)) is di il Xo ithan, é:

(@) (x0) = (gx0) £ x0)-

Bizonyitas I.
Lissunk el6szor egy tanulsigos, de rossz bizonyitist! Ha x — xo és
f(g) - f(3(x0))

x—xg

x# o, akkor egyszert fogdsnak tinik, hogy lim
m) s0-g0) | o
-lal. I

st

/(gm) ~/(800) 8- 8(x0)
i £800 = T(800)) 50— g(xg)
=% 80 -g()
Sle) - f(s(x))
Rl 4010 R

Kifejeatst ik £ =208

Ha x — X, akkor a differencidlhatsig és folytonossig kapesolata
miatt () = g(xp). igy
S(800) - £(8G) | g0~ g(x0) 7
lim ————— . [im ———== f"(2(x))* & (xo)-
By gl AT g = ) ¢
Készen vagyunk, gondolhatndnk. (Sajnos sok kényvben igy is tesznek.)

Azonban az egyenloseg exak akkor teljesil, ha o komyezetében g(x)
schol sem egyenld g(xo)-lal, ellenkez6 esetben O-val osztanink!

Bizonyitas I.

Hogy caen problémit lkeril Juk fidiier dxffcrcn
minak 4.3-as ortmente: it haszni

a2 Bwactent iggvényre:
S50) ~1(8(0)) =1 (8(x0) (809 = 8(x0)) + e(8() - (80~ &’(*n))v
ahol (g(x) = 0, ha g(x) — g(xo)- Ujrd kihasznaljuk, hogy a det
hat6sigbol adédik a folytonossig X0, akkor g(x) — A(x,,) foy
(x—xg)-lal végigosztva a feni sort (\ #x0):

S(500) - £ (300))

hatésig fogal-
. Alkalmazzuk ezt

e

3
= (o) K0 ) 2

= (‘(‘o))""(‘n)»

ugyanis £(g(x) =0, ha x —xo és g'(xo) véges érték.



Inverz fiiggvény derivaltja

Inverz fiiggvénypdrokat mir rég6ta ismeriink, példdul 2x és 0.5x,

12 jobb oldala” és V., Igx é 10, ffel és g-vel jelolve ket D= R,

é . Tgaz rijuk az is, hogy f(g(v) = g(f() = x a megfelels
" xp = Yo akkor

& Yo %o,/ és g grafikonja szimmetrikus az y = x cgyenesre. Litjuk,

haegy folytonos fiiggvénynek van inverze, akkor inverze is folytonos.

Mely fiiggvényeknek lehet inverze? Pontosan azoknak van, melyek

minden értéket csak gy helyen vesznek fel.

= f(x)-nek van inverze, akkor a fentiek alapjin N.el,uk fel
() e yen\e'l:l) -ra. Ha f(

Megjegyzés: H
xéx y szerepét, majd oldjuk meg az ¢
f(N=2y+3 = x-3=2y =

Az értelmezési tartominyokat s cgyeztetniink kell it », Ryés D= Ri=R.
Az f(x) inverzét [-1(x) jeloli. A kovetkeze tétel [-1(x) derivlhat6-
sigdrol sz6l.

Haaz f(x) fiiggvénynek létezik inverze az Ja; b[

nyitott intervallumon, és f(x) differencialhat6

az f~1(x,) helyen, tovibba f(£~(xy)) 0, akkor

az f1(x) differencidlhaté x, € Ja; b[ pontban, és

1

44.T

() @)=

(e D)

Bizonyitas

Az inverz fogalma miatt f{(f~'(x)) = x. Ha x = x, (x # x;), akkor
Jim OSSN0 - 7 )

o X% =5 f(7) = ()

" 1 1

him— -1
= (W) - w) S 0)
S -0

A it iltuk, hogy csak a egyértelmi
fuggvcny:kn:k van inverze. Igy ha x # xo, akkor f~1(x) # ! (xo) és
S0 =S (x0) #0. Mivel f(x) fiiggvény differencidlhato az /) (xo)
helyen, ezért folytonos is. ekkor az /1 (x) is folytonos az xy helyen:
x = xg esetén £ (x) = £ (xp).

Feladatok

tilkrozes miatt

aimerzsk péman jamak.
werze g,

o g inverze .

Ne tévesszik ossze
a (<1)-edik hatvénnyal!

inverz fliggvény
rivatia

1. Mely tulajdonsiggal rendelkezd fiiggvés létezik biztosan inverze?

2. Melyik tulajdonsig zirja ki inverz létezését? Hogyan keriilhetjiik meg ezt a problémt?
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hatvényfiggvény
derivatia

Ha x = 0, akor jelen
‘esetben legyen 0° = 1.

DIFFERENCIALSZAMITAS

4. Bizonyos lﬁggvénytipusok derivaltjai

Miutin
meg nehiny ismert Figgvény tipus deuvall] t.

hatirozzuk

Hatvanyfiiggvények

Abevezetd 3. példiban Littuk, hogy az f(x) = x? fiiggvény deriviltja
/(%) = 2x. Vizsgdljuk most meg dltaldban, hogy f(x) = x" (ne N*
hatvinyfiiggvényekre milyen szabily vonatkozik!

45

Ha n € N*, akkor az f(x) =x" fiiggvény Dy min-
den pontjéban differencidlhatd, és
i) =n e als

Bizonyitas |.
Teljes indukeit haszndlunk, mivel a kitevaben pozitiv egész ériekek
vann:

1. Vizsgiljunk meg nchiny keadeiéndket Az f(9) = v

A peldiban lituk, hogy
(2

2. Tételezzik fel, hogy (x) = n-xn-1.

3. Vegil vizsiljok meg a2 **! hatvinyfiggvényt
(1) = () = o x4 - (e7) =

XEaN

Haszniltuk a szorzatra vonatkoz6 differencis
[
Bizonyitas .
Tekintsik a kovetkezo nevezetes szorzatot:
a"=b"=(a-b)a" a2+ a0+ a' b2 b ),
A zirGjelben levs hatvinyfiiggvények folytonossiga miatt:

szabilyt:
“gfg ahol f(x)=xés gv)=x"

+x)




Bizonyitas "
Ahatvinyozis dgai miatt F=x 7 65 iggvény, ahol
1

a bels fiiggvény g(x) =7 és a kiilss figgvény f(0)= x7. A kils
figavény x7 hatvinyfigevény inverze. A differencidlisnl az inverzre
& az sszetett fliggvényre vonatkozo ismereteket ulkulmazzuk:

q [(vf’ 7‘1’) o

°
Ly p Lo
B _p g

Trigonometrikus fiiggvények

46.

Aszinusz- és koszinuszfiiggvények R értelmezési
tartomanyuk minden pontjéban differencidl-
hatdk, és

sin'(x) = cosx,  cos'(x) =—sinx.

Bizonyitas
A bizonyitis sorin felhaszniljuk o harmadik fejezetben megismert
Jim %" =1 nevezetes hatirérték kivetkez formdjat:
im0 h
sint =0
lim

Sziikségiink lesz a kivetkez6 azonos

Xoxp X+
sin.x - sin g = 28in=—=2 - cos—=L.

Tigy ha x = xo € x # xo, akkor mivel a koszinuszfiiggvény mindeniitt
folytonos:

- % X
teciaile POl |

2,
=cos—2
2

cosxp.

13

Ha g pératlan, akkor
X negativ szém is lhet.

szinusz- és koszinusz-
fiiggvény derivaltja




11. tankonyy 186. oldal.

arkusz szinusz
derivétia

A gyok elé azért nem kell
minuszjel, mert az arcsinx
értékkészletén cosx

nem negav

tangensfiggvény
derivéltia

DIFFERENCIALSZAMITAS

Lassuk a szinuszfliggvény inverzet!

Az f(x) = arcsinx fiiggvény Dy= [-1; 1] minden
belsd pontjéban differencislhat6, és

47.

(arcsinx)' = e

Bizonyitas
Az inverz fiiggvény differencidl

i szabilya miatt

mivel az eredet

Tulajdonképpen készen is lennénk, de cos.
. ! 1
ngy=——
cos(aresinD) I sin*(arcsin ) V1- v

4.8. TiTEL

&

(ares

A tangensfiiggvény Dy, = R\{% +kn, ke z}
értelmezési tartomsinya minden pontjdban diffe-
rencidlhaté, és
1g'(x)= e 1+tgix.
costx
Bizonyités .
in

Atgx 2x+cos’x = | azonossigokat, a két fiiggvény hinya-

cosx
dosdra vonatkoz6 derivildsi szabalyt és sin.x, cos.x derivltjat felhasz-
ndlva:

‘g,‘:[ﬂnv] (inY cosx - sinx- (cos )’ _
o5

cos.x-cosx —

cos?x cox’

Bizonyitas Il
A differencidlhinyados definicicja alapjin

sinx

g tgy cosx_cosx
lim EX 185 o0 _
R
= lim =
xo X~ g
. sin(x - x ) 1
i 0 L

£, X=Xo 5ot COSXCOSXg  CONXg



Kihaszniltuk a sin(a— ) =
(uggc»t (115 Kényv 148, oldal. & o kn»zmu\zfuggveny felyons-
sigit.

49.7 Az f(x) = arctgx fiiggvény értelmezési tarto-
minya ;=R minden pontjiban differenci
hat, és

Bizonyitas
4z inverz fiiggvény di iilisi szabilyt, és hogy

3

intervallumon szigordan monoton

:

VeV, valaminta 4 8-as (el
!
I+t arctgy) 1+ x>

arctg’y =

Logaritmus és exponencialis fiiggvények

4.10. TéreL: Az f(x) = Inx fiiggvény enelmemsl

arkusz tangens.
deriviltia

11.-es tankonyy 188, oldal,

© alapi logaritmus-

D;=R* minden pontjiba

Bizonyitss

Hogy a logaritmus értelmez

minden x; € R* esetén a
1 L0 1C)

=0

rtominyin beliil maradjunk, célszer

alakot hmznalm ol -t mindig igy valmzuuk hogy xo+h>0. Ezt
figyelembe ve
ln(x0+h)f In vy

lim
A h
1
g
=timint+ 2] = timn|fts L
) Ry
I

A bizonyitis sorn ebben & sorrendben haszniltuk 4 logaritmus ket
azonossigit: Ina—Inb =In< és ¢ - Ina = In(a°), tovibbi a logaritmus-

fiiggvény folytonossiigt.

Inx az e alapi
ogaritmusfigguény.
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Mivel h =0, % tart a végtelenhez. Utolss kifejezésiink tovibb irhato:

Lo tntim [H
Yo h0

Kovetkezmény: f(x) = log,x (a>0, a# 1, x€ R*) deriviltjit meg-
Kapjuk, ha dtirjuk e alapira

na konstans, igy SN g
Kiemelhet6 a derivaltbol (log, 9= =] =—

, 1
In'x=——.
Ina) " Ina x-Ina

oxpan-ncmhs fagguény 411 Ty * fiiggvény minden x € R = D esetén
derivi haté, &
(a*) =a*-Ina.
Bizonyités
Atrviis 520 a=1 esetén az il
 magtdlértetods"t
s Minden mis esetben a* fiiggvény log,x inverze, és a*#0, ezért
az inverz fiiggvény diﬁemnc zabilya miatt:

1
Tog, (@) T

a*Ina

(@)=

=a* Ina.

log

Nagyon kedves folyominya tételiinknek, hogy létezik figgvény,
amelynek derivaltja Snmaga!
Kovetkezmény: Az f(x) = ¢* minden D= R-beli pontban differen-
cidlhatd, é5

()

“n

Feladatok

1. Fejezziik be a 4.6-0s tételt: azaz igazoljuk, hogy minden valés szimra (cos x)’
at y

Segitség: coser - cosf= ~2sin "L

2. A szinuszfiiggvényhez hasonldan hatirozzuk meg a koszinuszfiiggvény inverzét.

3. Hatirozzuk meg a koszinuszfiiggvény f(x) = arccos x inverzének derivaltfiiggvényet.

4. Hatirozzuk meg az f(x) = ctg x fiiggvény derivilifiggvényét.




5. Kidolgozott derivalasi feladatok

A feladatmegoldis el6segitése érdekében dlljon itt néhiny elemi
fiiggvény deriviltfiggvénye. Az értelmezési tartominyt csak azon
esctekben adjuk meg, ha Dy # D).

")

xa

sinx

tgx

clgr

arcsinx

arccosx

arctgr

arcctgx

)

~sinx
Y
wosx
1
——=—1-otg?x
s .
1
L Ix<1
-2
1
= L Ixl<1
i-x

v.

Vi

Derivalasi szabélyok

[e-fx) =
110 gt =
[0~ gl =
[M]’,
o)
[rew)] =

[ m]’ =

)

f0)=g(x0

71x)- 90 +1(x)-g(x)

10)-g00-1(0)- g'(x)
&)

1(gtx)-g'x)

il
f('w)

17 -




DIFFERENCIALSZAMITAS

it é végzett mi-
velet. A kivetkez6 példikban bemutatjuk, hogyan kell ezt a miveletet
végrehajtani

Kezds feladatmegoldoknak ajinljuk. hogy legyen elatiik z elozs
tablizat (érdemes kiimi ezt egy lapra). El6szor dontsiik el, mely
szabily(oka)t alkalmazzuk. [rjuk fel minden alkalommal, igy hamar
‘megtanuljuk mind! (Hasonl6an a misodfoki egyenlet megoldoképle-
téhez.)

1. pelda N

Hatérozzuk meg az f(x) = 3¢~ 52 + 8 + 4 polinomfiggvény derivalt-
fiiggvényét.

Megoldas
Alkalmazzuk ebben a sorrendben az (/+ g)’ . £ (1) derivalisi
szabilyokat, illetve a konstans- és a hatvinyfiiggvény deriviltjit.
Ennyire részletesen késobb nem sziikséges kifmi
()= (3x% - 5x2 + 8x +4)’
(36 = (55 + B9 + @ = 3(x3) = 5(x?) + 8( +4'=
=3(3x2) - 5(20) +8(1) + 0= 932~ 10x +8.

Tehit a keresett deriviltfiiggvény: f'(x) = 9x% — 10x + 8.

2. példa b
Hatérozzuk meg 2z 1) = "W ésa i) = — 5 giferenciahdnyados
fiiggvényét

Megoldds

Mindkét esctben ajinlott a tértkitevaj alak, majd a hatvinyfiiggvény
derivlisa:

/,m:(ﬁ)':lL. I

3. példa N
Derivéljuk a h(x) = (3x + 1)(2x3 - 5x?) fiiggvényt.

Megoldas |.
Fejtsiik ki a szorzatot, és az 1. példihoz hasonléan jirjunk el:
Hw=[Gx+ n(u‘-s‘2 )] = [m* 133 -5 =
=(60%) = (1363) = (5x2) = 6(x) = 13(x3) = 5(x?) =
= 6(4x3) - 13(3x7) - 5(20) = 24x% - 39x2 - 10x.



Megoldas Il
Kezeljik szorzatként a figavényt, legyen /() = 3u-+ 1 és g(0)
igy h(x) =f()- g(r) I szerint:

1\41)’.(1\» 75x1)+(3vt+l)v(lr —5,@)':
—5x%) +3x + 1) (637 - 10x]
=607~ 1557 +18x% - 24x2 - 10x = 243 - 3027 — 10x.

W=

4.példa N
Hatérozzuk meg a h(x)=x -tgx derivatiiiggvényét
Megoldas
Hasonldan az el6z6 példihoz:
K= (f(0-800) = £ 800+ [(x)- g0 = LI szably,

fo) =27 és gl =tox.

i
g2 (g

Trjuk fel a2 fl) = x-e* e
érintsjének egyenletét.

Megoldas

Az f(x) fiiggvény gorbéjéhez (xo: f(xp)) pontban hizott érint6 mere-
deksége f(v), ahogyan azt kordbban littuk (Leibniz példdja). Az egye-
nes iranytangenses egyenlete - yp = (x — o), igy uz érint6 egyenlete: 7.4

(o) - (x —xo) +/(xp)- Az érints egyenletét
() (= 10) +/(50) tételként is megtanulhatjok!

Mivel

S0 =(xe)=et+xe=et (1 +3), il szabdly
ezért (1) = 2e. Ugyanakkor /(1) = e, tehit uz érint5 egyenlete:
26 (- +e=2ex-e.

y

6. példa - N
e X2 =5x+
Derivaljuk a h(x) ==X figgvényt.
/ ) ooy o0t
Megoldas
o 5 V. szabdly,
ey =[10) 2 L0800 - f)-£) 1) =x2= 5+ 6,
809, £ 9() = #° + cosx.
(2v-5): (% +cosx) - (x? — 5x +6)- (3x? — sinx) Nem fejtettik i a szamiiot,
- (4 cosn)? e mert most csak a derivalést
gyakoroljuk
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v, szaha\y
)=

() = sinx.

DIFFERENCIALSZAMITAS

7. példa )
Derivéuka h(x) LX figgvényt
Megoldds
K= [/N] L0800~ f0 g0 _
(), 220

Vosine = 1 sinxy.

- sin?x
8. példa )

Devaluk a h(x) =<5 lugqvény{

Megoldds

- MJL L0800~ 1008w _

80, &0

e

e
Lo
RG]

A legnehezebbek az dsszetett fiiggvény differenciilisi szabilyira
Vezet feladatok. Ilyen esetben els6 lépésiink mindig 4z, hogy meg-
probiljuk eldanteni, melyik a kiilsd, illetve melyik a belsd fiiggvény.

A it nagyban ety b gyt tstibun vagyunk u miveltek
kive at-

viinyozis és logaritmus), mistészt kuguodunk a zirsjelek pry

Ha valamiért mégis gondot okoz a beazonosi

9. példa
Derivljuk a h(x) = sin®x filggvényt.

Megoldas

Azonmmuk alkiilss, belss fiiggvényeket: /(X) = X? (kiils6 fiiggvény),
800 = sin.x (belsé fiiggvény).

Ekkor:

Ko =[1(g)] = f(s) g 0=

=(3sin?) - (cos.x) = 3sin’x - cos.x.



10. példa N

Derivéuk a h(x) = sin® fiiggvényt.

Megoldas
Az elbbi feladathoz képest megfordul a kiilsd, bels fiiggvény. Most
S(X) =sin X (kiils6 fiiggvény), g(x) = x* (bels6 fiiggvény):

Heo=[f(s)] = £ (s0)- g’ =

= (cosx¥)- (3x2) = 322 cos’,

11. példa N
Hatérozzuk meg a hx) = e5"* fiiggvény derivaltiiggvényét.
Megoldas
AKiISG f(X) = e¥, a bels6 pedig g(x) = sin.x fiiggvény:
Hew=[(zw)] = 1 () ¢
12. példa N

Hatérozzuk meg a hix) = (2x + 1)? fiiggvény derivaltat.
Megolds I.
AKiils6 fiiggvény f(X) = X3, a bels6 pedig g(x) =2x + I:
K =[f(s)] = (s00)- 0 =3x 417
Megoldas Il

6(2x +1)2

Fejtsiik ki ezt a nevezetes szorzatot az
3= a +3a%h + 3ab? +

azonossig alapj
(o

=87+ 12x2+ 6x+ 1) = 2422 4+ 24x + 6.

13. példa N
Differencidljuk a h(x)= arcsinyx fliggvényt.

Megoldas
Ez is kétszeresen dsszetett fiiggvény, f(X) = arcsinX és g(x) = Jx:
0o =[f(s)] = £ (309)- 0=
! 1

a 1

ahol 0 <x<1.

V. szabily

1,1l szabaly
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A
fiigguények derivaist
a2 tn. lincszabillyal
feftik ki

il 2 fiigavények is. pl:
k= f(g(h(v))  esetén k(w\- I (8(h0) - & () ' (0).

14. példa N
Veégill derivaljunk egy tobbszorosen dsszetet figgvényt: k(x)=In yfigx

Megoldas
Alegkiilss fiiggvény f(X) = InX, a kozépso g(X) = VX, a belsd pedig
hx) =tgx. Alkalmazzuk a lineszabilyt, illetve a kétszeres szogek
szinuszira vonatkozo addici6s dsszefiiggést:
5o =[1 (s 0)] = 1 (gbe)- 8 (o) - W' =
1 1

Az aldbbi feladatot eddigi tanulm
sem az exponenclis, sem u hat

a logaritmus maj
asporzat ¢ dnaaetet iggvény derivilist szabilyit akolmazva ki
tudjuk fejezni a deriviltat,

15. példa N
Differenciéljuk a h(x) = (sin2x)°°s* fiiggvényt.

Megoldas
Ekkor

In(h(x)) = In(sin 2x)°s*

Ugyeljiink ri. hogy In(sin2¥) magiban is
fiiggveny. Egyrészt:

[in ()] = [cos.x - In(sin20] =

= cos’x - In(sin2x) + cosx - In"(sin 2x) =
1

= —sinx-In(sin2¥) +cos cos2y-2

sin ¢+ In(sin2x) + 2cos.x - etg 2x,

mistészt , )
AE)) h(x)
In(h Rk
[nrol =55 = Gz
Innen adédik, hogy
K (x) = (sin2x)°™ " [2cos x- ctg 2x — sin.x - In(sin 2.x)].



Feladatok

1

Deriviljuk a kévetkezs hatvinyfiiggvényeket:
a) f(x) =3x* - 4x® — 12x +60; b) g0 = (x+3)2 -
o) h=x; {

b) g = 12tgx;

Deriviljuk az aldbbi
a) flx)=eB;
) h(x

zetett fiiggvényeket:
b) g =t

~/x1+3r+s; d) i) =1n(x?+x)°

Deriviljuk a kbvetkez6 (6bbszorbsen dsszetett fiiggvényeket:

@) J) = sin[cos(2)]: b) g = @I,

. Deriviljuk az alibbi fiiggvényeket

a) flx) =x% b) g(x)
Adjuk meg a kévetkezs fiiggvények o

cos )i,

ott pontbeli érintajénck egyenletet:

@) f=xt -5 44, x,

3 ©) hixy=x>,
d) i) = sinx-cosx, x=

b) ()= sin(2.




Rolle tétele

Micket RoLLe (1652-1719),
francia matematikus.

DIFFERENCIALSZAMITAS

A DIFFERENCIALSZAMITAS
ALKALMAZASAI

6. Kozépértéktételek (kiegészitd anyag)

Az elzekben megismertiink egy ] matematikai miveletet, a deri-
vilist. Lényegiiljink it ismét Bothitharmivi, és kezdjiink el elmel-
Kedni, mire hasznilhat6 ez az ] ismeret.

Ha felfelé megyek a hegyen és szemem sugarit a hegy sicsira vetem,

indiy ik. Ha lefelé yen
éslenézek a villgyben léve pagod cs akkor tekintetem egyenese
mindig ereszkedik. Ha a estcson dllva a litdhatart fiirkészem, akkor
tekintetem egyenese pirhuzamosan mutatja a végelent a patakk:

Matematikai konyhanyelvre lefor jelenti, hogy 4 nvekve
iggvény érintdjénck meredeksége pozitiv, a csokkend fiigg:
érintGjének meredeksége negativ, illetve ha megdllunk a hegy esesin”,
azaz u fiiggvény helyi maximuminil, akkor az ‘meredeksége
éppen zérus (s ama). A figgvények menetét jellemezhetjik az érint6
meredekségével, amit viszont a derivilt ad meg. A pontos megfogal-
mazishoz sziikségiink van tovibbi tételekre

El6szor vizsgaljuk a hegy estesin hizott érintot

4.12. RoLLs

Legyen az f(x) folytonos az [a; b] zért
intervallumon, differencidlhat6 az Ja; b[ nyitott
intervallumon, tovabbi /() =f(6). Ekkor létezik
olyan ¢ € Ja; [ pont, amelyre f'(c) = 0.

ések: Azzal, drt i 3 i
biztositjuk, hogy (a) és [(b) véges valds értékek legyenck
Bizonyitas
A 3.7-e5 Weierstrass-tétel miatt zit inervallumon folytonos figgvény
értekeit. Jeldlie M az f(x) maximumdt és m a mini-

Ha M # m, akkor ezek kozil legalibb iz egyik kiilonbozik /(a) = f(b)-
161, ezt az éntéket f(x) az ]a; b[ nyitott intervallum belsejében veszi fel.
Tegyiik fel, hogy M # f(a)=f(b) és a<c<b olyan pont, amire
(€)= M. @.4ra)

lrjuk fel ¢-ben a bal és jobb oldali differencidlhinyadosokat! Kozelitse
(de ne érje el) x~ alulrél, x* feliilrd] c-t gy, hogy x, x* € Jaz b[.
Mivel a szimlilo és a nevez is negativ, minden bal oldali differencia-

j(r

hanyadosra Sl —L0

seimlileja negtiv, nevezsie pozitiv ezéet mindre -



Ebbal Kovetkezik hutirértékeikre, hogy a bal oldali differencil-

i ped afelictel

» figgueny
P =

. iz : ntban is
differenciilhinyadosa! Ez csak ey teljesilhet, ha /(e

Ha M = m, akkor f(x) konstans [a; b]-on. Mivel konstans figgvény
deriviltja 0, ezért minden ¢ € Jas b[-re f(c) = 0.

A kévetkezs tétel bizonyitisit Rolle tételénck igazolisibol kiolvas-
hatjuk

413, Frrviar tireLe: Legyen az f(x) figgvénynek az x, € Dy
pontban helyi szélsiértéke, éslegyen f(x) differen-
ciilhaté xy-ban. Ekkor f'(xy) = 0.

e
1. Az ételmeats rtominy azon pontlt hol ) ittt & dife
renciilhinyadosa 0, staciondrius pontoknak n

ha
Al hogy egy fiiggvény valahol nem m//mm sdlhatd, még I( et s2dlsi-
értéke. (11.4bra)

Altalinositsuk Rolle tételét!

4.14. Caveny tiree: Ha az f(x) és g(x) fiiggvények folyto-
nosak [a; b]-on, differencilhatéak ]a; b[-on
és barmely x € Ja; b[-re g'(x) 0, akkor létezik
olyan ¢ € Ja; b[, amelyre

SO -fa@) _fe)
20)-g@ g)

Bizonyitas

Rolle tételébdl kvetkezik, hogy g(a) # g(b), vagyis g(x) 4z a é b
pontokban mis értéket vesz fel. (Mert ha g(a) = g(b), akkor lenne oly.m
ceJa:b[, hogy g'(c)=0, de ezt kizirtuk.) A tételt
Rolic telre: eloalitunk cey olyan o) iggvenyt, amelyre el )c\ul-
nek a Rolle-tétel feltéte
Legyen h(x) =f(x) + A g(x), ahol A egy meghatirozands konstans
(Nyilvin a tétel feltételeiben adott intervallumokon a (x) fiiggvény
folytonos és differencidlhatd, hiszen ket ilyen tipusi fiiggvény Ssszege
és konstansszorosa s az.) A konstanst tigy adjuk meg. hogy teljesil-
jenek a 4.12-es tétel feltételei: koveteljik meg, hogy

h(a) = fa)+2-gla), h(b)=[(b)+A-g(b) & h(a)=h(b).

PR O Fernur
(1601-1665),

francia jogész (),

harmadfoki figgvények

vizsgalatakor jott ra erre
az eredményre.

Format tétele

10. dbra

17
) 1)

11. dbra

Cauchy tétele

AuGusTI Louis Cauchy
89-1857),
francia matematikus.




A 2 konstanst Lagrange-
féle multplikétomak
(szorzotényezonek)
S20K44K nevezni.

Lagrange tétele

Joseen Louss Laawice
(1736-1813), olasz
sailetésd francia
matematikus.

A megoldés: teteleinket
Gndlican is, a masik nélkil
igazolhatjuk

12 dbra

a.16. tetel

DIFFERENCIALSZAMITAS

Ekkor utbbit felirva és dtalakitva kifejezhets a keresett konstans:
fay+ A~ gla) = f(B) + A~ g(b),
- g(b) = 2 gla),

Tgy a kvetkez fiiggvényre teljesiil Rolle tétele:

) - fa)
h) = [0~ ().
= sor-gtar
Ezkimondja, hogy van olyan ¢ & Jaz b[. hogy h'(¢) = 0. Induljunk ki
most ez ut6bbibl:

0=H()= ,’(‘.),/(b) S@ .

-8 (o).
8(0) - g(@

Rendezve kapjuk a tétel dllitasit.

Ha most Cauchy tételében g(x) = et helyettesitiink, akkor g
g@=a é gb)=b. gy cl6z6 tércliink cgy hires, sokat haszndlt
Kovetkezményet vezettik le.

4.15. LAGRANGE 1E1ELE: Ha az f(x) folytonos [a; b] intervallu-
‘mon és differencialhaté Ja; b[-on, akkor létezik
olyan ¢ € Ja; b[, amelyre

fot0-te
=

Megjegyzések:

1. HuaLagrunge-dtlfeltikimellet (0 =5, skl /) =0, tehita Role
L

speciilis esete. Viszont Cauchy tételét a Rolle-tétel \egn\egevel blmnw
mllnk Ugy ik hogy a i neg’ngmauja( farkit.

Hogy dolgon: & itségével is g
2ok Canehy lclclc Graborlalag m..mdwuml dulva igazolhatjuk
lincszerdien a bbit.

ALagrange-tétel gmmzmai jelentése: az Ja: b intervallumban van olyan
 pont, amelyre a (c3 () pontban hizott éxintd pathuzamos az (as /(@),
(1) pontokon dtmend szelovel. (12.bra)

Rolle, Cauchy és Lugrange tétele ,cxak” egais
donsigokkal rendelkez6 pont létezését llit
szimirol, sem helyérdl nem adnak felvilige

&

ciarétel. Egy adot tulaj-
ik, azonban sem a pontok
st

A Lugrange-tétel alibbi folyominyit késabb, az todik fejezetben
(integrilszimitis) hasznljuk ki

4.16. Tér

Ha az f(x) fiiggvény folytonos [a; b]-on, differen-
cidlhat6 Ja; b[-on és utébbi pontokban f'(x) =0,
akkor az f(x) fiiggvény konstans az [a; b]-on.



Bizonyitas
Afehﬂelck mcllell a Lagrange-tétel birmely [a; x]-ra teljesiil, ahol

xelah
fo=L@-t@
x-a
Mivel f(c) =0, ezért a szimliléban levé f(x) - f(a) =0, tehit f(x) = f(a).

Teételiinkbsl kovetkezik az integralszamitis alapiétele (késsbb vili-
‘gossi vilik, miért hivjuk igy):

Ha az f(x) és g(x) fiiggvény folytonos [a; b]-on,
differencidlhaté Ja; b[-on és f'(x) = ¢'(x) minden
x €]a; b[-ra, akkor van olyan ¢ konstans, hogy
£(x) =f(x) + ¢ minden x & [a; b]-ra.

Bizonyitas

Mivel /(x) = g'(0), igy g'(0)—"(x) = 0. Akiilonbsé
szabilya miatt [5(9) ~ /(x)] 0 2y 41608 e sl (99 =,
ezért g(x) = f(x) +c.

az integrélszémités
alaptétele




amonotonsag és.
adifferencidlhatosag
kapcsolata

DIFFERENCIALSZAMITAS

7. Monotonitas, szélsdérték, példak

Littuk, hogy a Rolle-tétel gyiimsleseként — ha csak sziikséges feltétel-
Ként s, de ~ komoly lehet6sget kaptunk o hogy vizsgilni tudjuk,
hol lehet egy differenci hmﬁ. y selsoéricke. A Lagrnge-
tétel segit ggvények egy klulajdon 4 monotonsig
és a differenciilhatésig kozotti kapesolatot is vizsgilhatjuk.

4.18.TéreL:  Legyen az f(x) fiiggvény [asb]-on folytonos
és Jas b[-on differencidlhaté.
) Az f(x) fiiggvény pontosan akkor monoton
—nisvé [a; b]-on, ha minden x € Ja; b[-ra
S@20;
— csiikkend [a; b]-on, haminden x € Ja; b[-ra
fws
5) Ha f'(x) >0 minden x & Ja; b[-ra, akkor
f() szigoridan monoton wivd; ha f'(x) <0
‘minden x € a; b[-ra, akkor f(x) szigorian
monoton csikkend.

Bizonyitas (a)
Sziikségesség bizon
hogy () >0.

sz f(x) monoton ndvekedésébdl bizonyitjuk,

Legyen tehit /(x) monoton névekva fiiggvény az [a; b]-on és ¢ € Jas b[.
Ekkorha x & [a; b] é x<c, f(x)~f(c) S0 és x—c <0. Ha xe [a; ]
és x>, akkor f(1)~f(c) 2 0 és x - ¢ >0. Akiilonbségi hinyadosokra

=S 5 0 minden x € [a; 5] () esetén, igy
O =f©)

xoe x—C

VAGELA

mert nemnegativ kilonbségi hinyadosoknak nem lehet negativ hatir-
értéke. Mivel ¢ tetszdleges érték volt, ezért Ja: b minden pontjira
ugyanez teljesiil. Ezzel a sziikségesseg részt igazoltuk.

Az elégségesség bizonyitisa: ha f'(x) > 0, akkor a fiiggvény [a; b]-on
‘monoton névekve.

Legyen f(x) 20 minden x € Ja: b[-re., és legyenek a<x, <x,<b
tetszSleges értékek. Alkalmazzuk Lagrange 4.15-6s tételét [x;; x,.
s o[ intervallumokra: Iétezik c € Jx,; x,[, hogy

o= LD

=%
Mivel a tétel feltételei mellett /() > 0, toviibbd biztosan x, —x, >
ezért f(x) ~/(x7) 20 kell, hogy legyen, uzaz f(xy) >/(x;) Tchul
vény monoton nivekeds.




Bizonyitas (b)
Mivel f(x) >0 minden x € ]a; b[-ra
hasznilt jellések mellett
Fo= LD o
Rgrriy
Ekkor f(x;) —f(x;) > 0. igy f(x,) >f(x,): f(x) szigori monoton.
Megjegyzések:
1. Atétel b) llitisa nem fordithaté meg. Példiul f(x) = x5 fiiggvény
Konjin lithat6, hogy bir mindenhol szigorian monoton névekvé,
¥'=0uaz x=0 pontban.

az a) rész misodik felében

1
Ekk

Sk
Kiveteljik meg a folytonossigot.

1. példa
Vizsgéijuk meg a2 f(x) = x-¢* figgvényt (0 = R) monotonités és szélsd-
értékek szempontjabol.

Megoldas

A 4.18-us tétel szerint képezniink kell az (x) = €' + x- " derivi
fiiggvényt (a L. szabaly alapjin). A fiiggvény értelmezési tartomd-
nyinak azon intervallumait keressiik, ahol /(x) niv6 vagy esokkend.
Atétel miatt ezek azon intervallumok, ahol /'(x) = e*- (x + 1) negativ
vagy nempozitiv, illetve ahol pozitiv vagy nemnegativ. Mivel ¢*
 ezért ['(x) eljelét esak az (x+ 1) tényez6 hati-

minden x-re poz
rozza meg
© x4 1<0, x<-I esetén a fiiggvény szigortian monoton csdkkend,
© X+ 1>0, x> 1 esetén a fiiggvény szigoriian monoton nivekve,

17

Vegyiik észre, hogy f(x) * fiiggvénynek 1 pontbeli differen- Sl
cidlhdnyadosa 0. Fermat tétele miatt it lehet szé El6z6 ket
gondolatunk szerint a fiiggvény misként viselkedik x= -1 eltt Iz
(csbkken) és utin (n6), ezért ebben a pontban a fiiggvénynek =
minimuma van. (13. bra) 13. dbra

in elégséges feltételt adhatunk a széls6-
éntek létezésére.

maximum

4.19.TéreL:  Legyen az f(x) differencidlhaté x, pontban és
nyezetéhen. Ekkor, ha
£(x9) =0, valamint £'(x) 20, ha x,- 8<x <xy
és f(x) S0, ha xo<x <xy+ 8, akkor f(x)}nek
az x, pontban helyi maximuma van.

Bizonyitas

Aﬁ:llcrc! szerint f(x) fiiggvény differencidlhanyadosa %~ & xo]-on
nemnegativ, ezért a 4.18-as tétel szerint a fiiggvény monoton névekvé
ezen az intervallumon. Ezért [(xp) # legnagyobb itt felvett érték.

129

i
.ugng- feltétele

Ot van szélsdérték, ahol
aderivlt

Gjelet vit”.
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14.dbra

€2 egy hiphop fggvény:
elég sokat ugrél
0 Kornyezetében

Birtem k. e e
alekeftt rész

o Pk szzbviny e
focipélya méretének

flel me

DIFFERENCIALSZAMITAS

Az [ 5+ 5[-on f(x) monoton csdkkens, emiatt szintén f(xo) a leg-

nagyobb rték, amit felvesz. Ebbol kévetkezik, hogy az 1o & sugari

Kornyezetében f(xo) legrugyobbérl zazit van figgvény helyi

maximuma (14 ). Hasonloan helyi

Megjegyzés: Az fx) figgvény fm derivilfig venyenek \0 pmuheh elﬁjelr
o

imis.

élssi e
éntékkeészletére 2 < /mu.— Siesl miden 25 phatee Ebkr i ¥ 0
pontban az f(x)-nek nyil wma van, de lehet, ka0 azegyetlen

Sipunhely, shel & Riggvéa difessasilius. Dyen ol » Koveeas Dickbloctil
Higaveny

ool 2 oxeQ

T4 1 xerl

Lissunk néhiny példit szélsdértek meghatiroz:

2.példa N
Hatérozzuk meg az f(x) = x-¢ flgguény szélsGértékett

Megoldas

Mint lituk, & fiiggvénynek xo = -1 pontban minimurma van, és a mi

mum értéke 71 Mis szélséértéket az f'(x) = *- (1 + x) derivilt nem

enged meg.
3. pelda B
Euy hossal el metell ool semerk ekt o ol o
negyob el ettt e stk 220 m oz it
Kertést. Mekkorzk legyenek a i oldalai, ha a keritést tefes egészében
0e|hasznél|uk7

Megoldds

Abetonful melletti mindket oldal legyen x-x méter hosszd, igy  vele
pithuzamos oldal (220 ~ 2x) méter. Akereset teriilet nagysdgat x fiigg-
vényében a kivetkez fiiggvény irja le:
T(x) = x(220 — 2x) = —2x2 + 220x.
it keressiik. A lehetséges szélsGértek:
T'(x)=-4x+220=0 = x=55.
It valban van szélsGérték, ugyanis a linedris 7(x) eldjelet vilt a zérus-
helyén, pozitivhsl negativba. Tehit x,,,, = 55 méer. A keresett téglalap
oldalai 110 m, 55m, 55m, a téglalap ferilete 5500 m’

Ennek ma

3. Azeredmény interpretilisa (a tégla

i oldalainak megadisa),



4. példa N

Avt,erme\és teljs havi x mennyisége 100 és 700 kg Kozé esik, arrk|:lye1
res-
Kedanek.A megallpotés a2 s aramazzs, hogy egy mlugramr:\ aém
eladsi 4ra (36 - 0,03x) eurd. A krémgyartéssal osszefiiggo havi kiadds
(koltség) is fiigg 2 havonta eladott mennyiségtol. A krémgyértéssal
Gsszefiiggo osszes havi Kiaddst (ottséget) a
0,0001x? - 30,12x + 13000
Gsszefiiggés adja meg eurgban
a) Szémitsuk ki, hany kilogramm krém eladésa esetén lesz az eladésbol
sadimizt bev bt ognagyobh Mekors  laghagyobb b

b) o} Hany kg
Krém eladsa esetén val6sul ez meq? (nyereség = bevétel - Kiadds)

Tobb ﬁmgv:nnyel is dolgoznunk kell. Mindegyikre jellemz6, hogy
azel x mennyiségtol (kg) teszi fiigg6vé értékeit. Ertelmezési
tartominyukra igy D = [100; 700]

+ Bevételfiiggvény. Azt mutatja meg, mennyit fizetu kereskedsa kré
‘mértegy honapban, ha x kg kiémet gyartottak. Mivel az elad:
(36-0,03x) €/kg, ezért

B(x) = x-(36 - 0,03x) = ~0,03x% + 36x.
* Kiadisfiiggvény. Ezt a feladat megadta:
K(x) =0,0001x* - 30,12 + 13000.
« Nyereségfiiggvény. A zirdjeles megjegyzésbol tudjuk:
Ny(v) = B - K() =
03 +36x - (0,0001x* - 30,12x + 13000) =
0001x* — 0,03x% + 66,12 — 13 000.

Megoldas (a)
Avilaszhoz keressitk B(x) maximumit:
B/(x)=-0,06x+36=0, ha x=600.

Itt valéban maximum van, hiszen x <600-ra B'(x) >0, x> 600-ra
pedig B(x) <0. Ekkor

B(600)
600 kg kiém eldill
Megoldas (b)
Ny(x) maximumit keressiik

NY'() = ~0,0003x2 — 0,06 + 66,1220,

~0,03-6007 + 36 600 = 10800.
esetén a legnagyobb a bevétel: 10800 €.

amibol
0,06+ /0,067 +4-0,0003-66,12 _ 0,06+0,288
~2-0,0003 ~0,0006

*2=
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2010, oot et s
tiségi 7. feladat.

o arinn's
ab)-te 10 pontot
Tehetett kapni




Hazénkban még nem
nagyon terjedt el

a kaptalista szemlelet:

ha egy termékbol obbet
adunk el, akkor egyseégérét
csokkentjik.

DIFFERENCIALSZAMITAS

Innen x, =-580, 80. Mivel x, € D, vele nem foglulkozunk.
A parabola h:lyzetebol adndlk hngy ha -580 < x <380, akkor
Ny (x)>0, é ha x> 380, <0. Tehit x=380 helyen
Ny(x)-nek maximuma van. A maximum en:ke

Ny(380) = 2306.4.

ad
pedig 2306,4 €.
Megjegyzes: A fenti bevétel lletve kiadis kisziimitisira szolgdl6 képletek tapasz-
talaton Kiszelits jellegiiek. A valosigot modellezik egy (6bbé-kevésbé
pontos maten modelle,

380 kg kiém el6illiti izilodik, még-

5. példa N
Eqy szoba 5 méter széles fala néz az utcéra, Az ablakok és z erkélyajto
miat csak az eqyik falts] 2 méterre helyezhetjik el a mozgasérzékelot.
Aat szeretnénk, hogy (@ + b) a lehets legkisebb legyen.

Do |

—m
Mekkora o szogben allnsuk e szenzort, ha az érzékeld derékszogi
térrészt képes figyelni?

Megoldas

Az dbra alapjin:
a b
3TEOr-a) & Ssua

Jelélje (a+b) a-t6l fiiggs hosszit L(a). igy
Lie)=a+b=2g(90° - a) + 3tga.

Flgyelembe Véve a tangens- és a kotangensfiiggvény kozétti
fiiggésket i

L) = 2etg o+ 3tgar
(Az dbra alapjin Dy = [0°;90°].) Keressiik L szélsoértékét:

_ 3sin%



Itt valban minimum van:
. 2 :
ay<a esetén  tga> 5 = 3sin?a - 2cos’a >0,

az L(a) figgvény novekeds, ugyanakkor ha

B
ay>a, akkor tgla <§ = o~ 2c0s%x <0,
az L(0) figgvény esikkens.

Ekkor a két oldalon a = 2,45 m és b= 2,45 m hosszii falszakasz marad
Grizetleniil”.

Feladatok

1. Vizsgiljuk meg i
a) fxy=x> ) h(x)=x*

. Hatirozzuk meg iz f(1) = In(cos-) fiigevény értelmezesi tartominyit, majd vu\gnljuk meg
‘monotonitis és szélssérickek szempontjibol

Mondjuk ki és bizonyitsuk be a 4.19-es tételt minimumra.

& @

Egy egyenl6 szini hiromszdg alapja 4 cm, magassiga 8 cm. Mekkora a teriilete annak
a legnagyobb téglalapnak, amelynek cgyik oldala a hiromszog alapjin van, misik két
csticsa pedig a hiromszdg szirain?

Egy kip alaki betonépitmény 4 méter scles és 8 méter magas. Legfeljebb mekkora henger
maximil

formiiji, térfogatt lakotér alakithatd ki benne? (A lakoter és a kip alapja egy
sikba esik.)




mésodik
differencidihanyados

magasabb rendi
derivalifiggvény

DIFFERENCIALSZAMITAS

8. Magasabb rendii derivaltak,
szélsGérték njra (kiegészitd anyag)

Haa fiiggvény tovibbi alaki tulajdonsigai és a differencidls kapeso-
lutit akarjok vizsgilni, akkor be kell vezetniink 4 magasibb rendd
derivilt fogalmit. Ha /(1) = * figevényt derivaljuk. ukkor /(v
Az tjabb hatvinyfiiggvényt lnvnbb diterencihatiok, i
deriviltja (f'(xv))" = 20x%. Jeloljiik az egyszer
ez az eredeti f(x) fiiggvény misodik derivltja.

4.6. DEFINICI0: Legyen az f(x) l'uggvony dxrrmnmnma xg pont
valamely kum en. Ha f(x) fiigavény

76

i f(x) fiiggvény xy-beli masodik
differencidlhdnyadosdnak nevezziik, je o
S

Adifferenciilhinyados definiicja szerint
S

[ = Jim

ha utobbi létezik és véges.

47. Dnvicio: Ha az f(x) figgvény birmely A < D halmazon

ifferencidlhaté é ezen halmay, minden pont-

Ihat, akkor az f'(x)

ggvényét f(x) misodik

K nevezziik, s f7(x)-szel jeloljiik

st folytatjuk akér n-szer egymis

utéin (amennyiben Iehet), akkor az f(x) fliggvény

magasabb vagy n-ed rendii derivilifiiggvényét
Kapjuk.

Az n-edik deriviltat f")(x)-szel jeldljiik. Tehit
SO =f0), f”'m = /‘w. SO0 =f"w.

i e, aikor
SO(x) azt jelenti, hogy a fiiggvény a.kalhany«znr differencilhato.

1. példa N
Dervéljuk ahényszor csak lehet a kovetkez6 fiiggvényt:
0 =150-22 +1 (0=

Megoldas
e

Innen kezdve minden >3 € D

5% 4y, f7(x)=90x~
o)




2. példa
Derivaljuk ahényszor csak lehet az alabbi filggvényt:
) =¢* (0,=R).

Megolds
minden n € N*-ra.

FOx

3. példa
Derivaljuk ahényszor csak lehet a kovetkezo flggvényt:
f)=x" (neN*, D;=R)

Megoldas
S@=nxmt o == 1)
F=n-=1)-(r=2)-x53, ... fO)=nt

Azonban f0")(x) = 0 minden m > cgészre.

4. példa
Derivaljuk ahanyszor csak lehet az alébbi fiiggvényt:
1) = sinx (0=
Megoldas
S () = cosx,

Lithato, hogy a fiiggvény magasabb rendd derivaltjai periodikusan

ismétlddnek.

Megjegyzések: Alkalmazzuk a 4. példit egy in. fiiggvényegyenletre! Melyik

fisggvény lehet megoldisa az f”(x) + f(x) = 0 cgyenletnek? A feludat kiilinleges-

ségét uz adja, h meretlen egy fiiggvény, misrészt szerepel az

egyenletben annak misodik derivilta. Az ilyen tipusi flggvényegyenleteket
i Teladatnak o=

mivel —sinx + sinx =

gy tinhe, hogy ¢
ribbek. Példiul tortet derivilva ez ltaliban sajnos nem igy van.
Amagasabb rendd derivaltaknak is vannak miseleti szabilyai. gy pl.

(g =g £ g
A misodrendd derivilt segitségével egy u]abb elégséges feltételt
adhatunk a lokilis széls6érték meghatrozs:

4.20

Legyen az f(x) fiiggvény x, pontban kétszer
derivilhat6. Ha f(xy) = 0, valamint f"(x,) <0
(vagy >0), akkor az f(x) fiiggvénynek x-ban
lokilis maximuma (vagy minimuma) van.

a mésodrendil derivalt
652 lokalis szélsGértok
kapesolata




Bermely tetel
mikodoképességét”
célszert ismert példakon
megyizsgali.

DIFFERENCIALSZAMITAS

5. példa N

A mésodik derivaltseqitségével igazoluk, hogy az () = x-¢* fiiggvénynek
= 1 helyen helyi minimuma van.

Megoldas
Koribban littuk, hogy

S=et @+, igy [(-)=0.
A misodik derivilt:

ST = et (1 +x) +et = e (2+ ).
Az xg=-1 pontban

[ h==>0,

o
tehit ebben a pontban 4 fiiggvénynek valéban helyi minimuma van.

6. példa N
Hatérozzuk meg 2z f(x) = In (sinx) fiiggvény szélsdeértékeit.

Megoldas
E figavény, ezért

en tipusi fiiggvények derivilisa cldit eélszeri megdllaplmm
iggvény értelmezési tartominyt. Esetiinkben:

(k+ z[, ahol keZ.

scosx=ctgx=0, ha
Sinx 2

Fermat étele szerint ittlehet a fiiggvénynek szélsoértéke. Viszont az
- f x
eredeti fiiggvény értelmezési tartominya mitt csak 2. + 247 eseteket

Kell vizsgilnunk, mishol a fiigevény nincs értelmezve. Deriviljunk
misodszor

Mivel
/”[%J»ﬂn):fl <0,

ezért a fiiggvénynek ezeken a helyeken helyi maximuma van.

A maximum értéke:

Insin [%nm]:lnl:u

egyus: Gondoljuk eg: b Rgguéoynek  kapott belyken van el
amelyen a szigortian monoton logaritmusfisggvény nem viltoztat.




Feladatok

Deriviljuk dtszor a kivetkez6 fiiggvényeket:

@) [ =336 b) g0 =204+ dx - 10;
€) hx) = 6x% + 4 d) i(x) =205 =360 + x4,
Deriviljuk néhanyszor az f(x) = cos 8x fiiggvényt (D= R).

. Derivaljuk négyszer az f(x)

x-e* fiiggvényt. Adjunk formulit az n-edik deriv

. Deriviljuk pirszor az /(x) = sinx- cosxx fiiggvényt. Tudndnk formulit adni az n-edik
derivltra?

. Megoldisa az /”(x) +/(x) = 0 differencidlegyenletnek az f(x)
Bizonyitsuk teljes indukeioval, hogy az n-edik derivaltakra (/£ )" = f¢) + g,

os.x figgvény?

. Vizsgiljuk meg a misodik des
akovetkez fiiggvényeknek:
@) f) =3 -3 420+ 1;
) hx)=a2-e".

lt segitségével, mely pontokban van lokilis szélsdérteke
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konvex, konkav
faggvény

A, pontosan akkor"
a2 akkor és csak akkor”
ovidebb forméja.

azinflexiés pont

derivlt kapesolata

Fermat tételét alkalmaztuk
#(x) fiiggvényre.

DIFFERENCIALSZAMITAS

9. Konvexitas, inflexios pont
(kiegészitd anyag)

Afiiggveény tovibbi alaki tulajdonsigainak vizsgalatindl is j
latot tesz a masodik derivlt.

6 szolgi-

421.Térer:  Haaz f(x) fiiggvény a nyitott Ja; b[-on kétszer
differencidlhatd, akkor

) az f(x) fiiggvény pontosan akkor
— konvex ]a; b[-on, ha minden x € Ja; b[-ra

S0 20;
— konkdv Ja; b[-on, ha minden x € Ja; b[-ra
@) <0.

b) Ha f”(x)>0 minden x € Ja; b[ pontban,
akkor a fiigavény szigordan konvex; ha
f”(x) <0 minden x € Ja; b[ pontban, akkor
afiiggvény szigorian konkdv.

Atételnek csak maga az a) része négy kiilin tétel. Bizonyitani kellene
é; avsi é, és elégsé, ztis

kel litni.

Arra gondolhatunk, hogy ha f”(x) nem pozitiv ¥, elGtt és nem negativ
xp utin, akkor a fiiggvény konkivbol konvexre valtozik, vo-ban pedig
inflexi6s pontja van, és nyilvin f (v) = 0. Nezziink meg pontosan egy
zefiiggést!

Ha az f(x) fiiggvénynek xo-ban inflexids pontja
van, és x, valamely kirnyezetében kétszer diffe-
rencidlhatd, akkor £ (x) = 0.

Bizonyitas

Ha x,_inflexi6s pont, és /(x) konvexbsl konkvra viltozik, akkor
o~ 8 xo]-on az f(x) fiiggvény konvex (f(x) > 0), igy f'(x) ezen az
intervallumon monoton novekvd. Nyilvin ekkor [vo: 5o + 8[-on
konkdv (”(x) <0), igy f'(x) ezen az intervallumon monoton csdkkens.
Az f(3) fiiggvénynek helyi maximurma van xo pontban, azaz (%) = 0.
Haa fiiggvény konkavbol viliozik konvexe, a bizonyitds hasonlo.

= ' fiiggvény
P u\helye Kmitt
az eredeti fiiggvénynek nem infle pon ja van, hanem minimuma.
etkez tételben mir egy elégséges feltételt adunk az inflexi6s
pont létezésére.




Ha az f(x) fiiggvény az x, pont egy kirnyeze- azinflexids pont
tében hiromszor differencidlhaté és f”(xy) = 0, 65 2 harmadrendi
de f”(xg) #0, akkor az f(x) fiiggvénynek xo he-
Iyen inflexids pontja van.

<

Fermat tétele é
meghatirozisire szolgilnak. Edckcs Sssacfigeés van a figgvény
Komvexsége, konkivaiga € globilis sz€sek Koudt,

4.4,

Ha az f(x) fiiggvény x, valamely 7 kirnyezeté-

differencialhaté, konvex és f(xg) = 0, akkor
%y globalis minimum /-n (konkiy esetben globi-
1is maximu).

Termeészetesen | akir lehet

1. példa N
Hatérozzuk meg a2 1) = x- ¢* flggueény inflexiés pontt (pontja)

Megoldas I.
Mivel

F@=e2+9=0, ha 2,
itt Iehetséges inflexios pont. Ha x <2, akkor () <O, czéit u fiigg:
vény a ] —eo; ~2[-on szigortan konkav. Ha x> 2, akkor /" (n>o
ezért ]2 w[m konvex. Ebbal kivetkezik, hogy az o = ~2 helyen
 filggvénynek inflexics pontja van

Megoldas Il

Az el6z6 megoldas alapjin lehetséges inflexids pont van x=
Aharmadik derivil segitségével:

=€t G+,

Mivel f”(-2) 0, tehit x=—2 valéban inflexiés pont.

Feladatok

. Bizonyitsuk be a lecke els6 tételénck a) részét konvexségre.

Adjunk példit olyan és g fiiggvényre, amelyekre valamely o pontban teljesil, hogy bt

mindketis
S (%0) =/ (%) = 8" (x0) =" (x0) =0,
mégis esak az egyiknek van inflexids pontja xg-ban.

. Bizonyitsuk be a 4.24. tételt.

-

Vizsgiljuk meg a harmadik derivaltak segitségével, hol lehet inflexi6s pontja az aldbbi
fiiggvényeknek:
a) f

b) g(x) a4+ ) h(x)
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Eztaharmat a fuggvény
‘stimmetriztulgidonsdgainak
is nevezik.

DIFFERENCIALSZAMITAS

10. Teljes fiiggvényvizsgalat

(kiegészitd anyag)
Foglaljuk 6ssze, hogy az eddig megismert fogalmak, tételek segitsé-
gével hogyan térképezhetiink fel egy ismeretlen f(x) fiiggvényt!
Melyek a fiiggvény vizsgdlatinak legfontosabb Iépései?
1. Megillupitjuk a fiiggvény Dy értelmezési tartomanyi.

2. Megillapitjuk a fiiggvény (1) =0

©

Megillapitjuk, hogy & fuggveny piiros, piratlan vagy egyik sem,
kus.

illetve hogy periodiku:

=

Vizsgiljuk, hogy folytonos-e a fiiggvény. Ha valahol nem, akkor
aszakadisi helyeken meghatirozzuk a hatirérieket, lletve a +oo-ben
vett hatirrtékeket, amennyiben léteznek.

Képezziik f/(x) derivilat, ha lehet. Segitségével lehetséges szélss-
onotonitisi intervallumokat hatirozunk meg.
ek fajtajat el is donthetjiik az els6 derivilttal

Ezeket formai vagy alaki 6. Képezziik [ (x)-ct, ha létezik. Segitségével szélsoérteket, konvex-
tulsdonségoknak nevezik ségi viszonyokat lletve inflexic pontot htirozunk meg. Az inflexics
ponthoz hq\znalhur)uk J7(x) harmadik derivaltat is.
7. g afiigevény Ry értekkészletét, megillapitjuk kor-
litossigit
8. Hanem til bonyolult a fiiggvény, dbrizoljuk grafikonjit
25, 6. pontck mgy vonlakbun dszefogllhutegy tiblizatbun,
(Atablizattal figy
SzélsGértéke van
110 2 Kowex  Konkay MRS
maximum minimum
; = 0, és eldjlet vt =
) ® <} 2 N sebttrtde
e® ud O u®
» —0.6
) =0 @ © elojelet valt
) #0

Nézziink a fiiggvényvizsgilatra néhiny példit!

1. példa N
Végezziink részletes filggvényvizsgalatot az f(x) = 2x2 - x* fiigguényen.



Megoldas
Avizsgilatot lépésrol lépésre leirjuk

22 -x3=x2.(2-x)=0, ha x; =
o

0. x,

=) 2+x3¢/m és hasonléan f(—x) # —f(x),
l:ha' a fuggv:ny nem piiros és nem piratlan. A fiiggvény nem perio-
diku semmilyen ines.

=

A ha(vunyﬁn gvények folytonosak, ezért hatirértéket csak oo-ben
Kell viesgilni

5.1 i Ezekben a pontokban lehet

a cataent St ibri
2ok, mivel az; ekl azonnalloolvashais a-monoteritas, letve
aszélsGéntek tipusa. (15 i)

Mivel f'(x) negativ x <O0-ra, ezért f(x) fiiggvény ]-oo; 0[-on

o | VT
szigortian monoton estkkend. Az [ }O.T[J:nn pozitiv, tehit itt

/) szigordan monoton nov.

Hax> % akkor /(x) szigorian monoton csikkend. /(1) = 2+

fiiggvénynek o= 0 helyen helyi minimuma van, értéke f(0) = 0.

4 e, 4
Az x=2 helyen helyi maximuma van, érteke f(=|=2>
3 3/ 7

N

f)=4-6x=0,hax itt lehet inflexios. pnnr Mivel f” (-) #0,

czét ez valGban inflexis pont i. Hu «<—, akkor a fiiggvény

Konvex, ha x> 2 <. akkor u figgvény il

én (mindenhol
j6 szolgilatot tehet az emlitett tablizat. El6szor bontsuk fel D= R-t
a kapott hrom pontndl négy részre, majd jeloljiik, hogyan viselkedik
mdo« intervallumokon és pontokbian az ehs, misodik, harmadik deivilt

(atételek alapjin) figgver

15. dbra

o
1)
0
1)

@ =0
%0
N, konvex

helyimin. 71, konvex

inflexids pont 21, konkay.

helyi max,

S

© 0

N, konkay.

141




DIFFERENCIALSZAMITAS

7. Folytonossigit és £eo-ben vett hatiré
R=R.
A kiszimitott értckeket a koordinita-rendszerben feltii
vizolhatjuk a gorbét. 15 sbra)

rtekeit figyelembe véve

tetve,

2. példa N
Végezziink teljes filggvényvizsgélatot az f(x) = x + sinx fiiggvényen
16. dbra
Megoldas
1. Dy=R. ugyanis mindenhol értelmezett fiiggvények tsszege
2. Zeérushelye x = 0. (Az x+sinx=0 egyenletet peldiul grafikus
iiton oldhatjuk meg.)
Vigydzzunk, két pératian 3. fi-x +sin(~ i (x4 sinx) = —f(0), tehit a fiigg-
egész Osszege pros, vény paratlan. Ezért elegend az x > 0 értelmezési tartominybeli
de ket paratlan fuggvény pontokban vizsgilni.
csszage piretant . "
Mivel iodik il hogy f(x) periodikus-e.
fogaomnal magismeri Azonban az x+p + sin(x + ) = x + sinx egyenlet esak p = 0
aaldnositésa. ben azonossig, tehdt nem periodikus.

4. Mivel f(x) két folytonos fiiggvény dsszege, ezért Dy minden pont-
jaban folytonos, hatirérteket csak” +eo-ben kell vizsglni. Mivel
sinx korlitos:

lim x +sin.x = oo,

. (=1 +cosx. Mivel [(x)20 mindig, a 4.18-as tétel szerint
a fiiggvény monoton nive, ezért a fiiggvénynek sehol nincs széls6-
érteke (nem vilt elgjelet az elss derivalt). Az f(x) fiiggvény mo-
noton novekvé a |—oo; oof -on.

6. / ()= —sinx=0, ha x=0+Ax, k& Z. It lehet inflexi6s pontja
'™

Konnyen megvissgilhatiuk a9

)

Caa ‘ :

17. dbra 18.dbra

Az f(x) fiiggvény a 0 + 2k; 7+ 2kn[ intervallumokon konkiv,
a4 2km; 27+ 2k intervallumokon konvex. Ezért az x = kn
helyeken  fiiggvénynek inflexios pontja van.

7. Ry=R. nem korlitos a fiiggvény.

8. Az érdekes” pontok uz
e en sin(kx)

kn helyek. It a fiiggvényértek is
. (17 atra)




Megjegyds: Az x € D ponto /) iggvény ixpontink nevezi: (0= ¢
Lithut,hogy el ﬁlggv:nyunknek uz £ = helyk a fxpont

e
majd erre /(/m) et, /([(/(\)))'ev s, Kindulva \,,,u bl

+5inl= 1841471 1y = f(x)) =2,805062;
3135276 = f(x) = 3141592,

Tevell

inden it lei
a kiizelités egyre pontosabbi vilik. (19.bra)

Akézelitést felhasznilhatiuk numerikus szimitisokhoz.

3. példa 1 N
Vizsgaljuk meg az f(x)=x -¢ * fiiggvény tulajdonségait.

Megoldas

1. D=R\(0}.

2. Nincs zcnhhclyc Az f()=0 egyenlet megoldisa csuk x=0

lehetne, dm 0 ¢ D,
3. Afiiggvény nem periodikus.
i
S E#f, lletve  f-x)#~f0),
azaz a fiiggvény nem rendelkezik semmilyen paritissal
4. Az f(x) fiiggvény uz x=0 hel
Alkifejezést nem tudjuk egys:
hozni, ezért jobb és bal oldali hatrertekeket kell vizsgalnunk.
Legyen minden n-re x} >0 és x3 — 0, ha n — eo. Ekkor

vételével mindeniitt folyt

Jim e

A jobb oldali hatirérck teht 0
Vnz\gal]uk meg a bal oldali hatirértéket. Legyen minden n-re
G a 1 — oo, Felhasznilva az y,=|x;| jelolést

ddndlk

Az utols6 formuldban mind a szamldl6, mind a nevez6 tart végtelenhez.

Sok mindent tanultunk m:

Z tipusi hatirérték-feladatokrdl, im az

eddigiek alapjin az eredményt nehéz meghatirozni

Az ilyen tipusi feladatok megoldisit kénnyiti meg sz tn. L Hos,
szabily, amely a szimlil6 és nevez6 deriviltjait hasznilja. Egészen
pontosan:

19, dbra

Aa dbrén a piros Kigy
fetekeredik a2
eayenct, e i 4
x=mt

GuiLLAUME DE L'HosPrTAL
(1661-1704),
francia matematikus.




L'Hospital-szabily

Atétet ltalénosabban is
Ki lehet mondani, nem kell
feltenni, hogy g'{xg) # 0.

A sorozat a fliggvény N-re
vl lesziktése.

Sorban hasznaltuk all, V.
és V. szabiyokt,

DIFFERENCIALSZAMITAS

4.25. 1’Hos

szABALY: Legyen az f(x) és a g(x) két olyan
fiiggyény, amely x, valamely / kirnyezetében
értelmezye van és ott derivalhat. Legyen
£/(x)#0 minden I-beli pontra, valamint

L lim f5)=0 & lim g()=0 vagy

im L&

az esetben 2 8)
f@) _ f (x)
xoxy g(x) qu_ K4 (x)

Megjegyzés: A tétel féloldali hatarérték-vizsgilata esetén is igaz és akkor is
legalabb olyan egyszeriien hasznilhaté, mint amilyen nehéznek tinik.
Bizonyitas

Azelss llitistigazoljuk. A feltétel mellett ha xo <.x € I, akkor [xg; x]-ra
teljesiil a Cauchy-féle kozépértékictel minden feltétele. Van olyan
¢ € [; ], hogy

80-8() 5@
Ha x = xq, akkor ¢ = xo, ¢ € [xg; x]. Afeltétel szerint f(x) = g(vq,) o,

ezért:
tim L0 _ iy SO0 _ @ T
.u,,gm ooty 8 — 8(Yg) w3 £(0)  x-xy 8

a letezik a € R, és bimely x¢ a: w[ -t fennillnak 4 tétel
T sdor o lehet végtelen is. (Hasonldan —oo is.)

Tgy mir folytathatjuk a peldt:
i

Az x=0 pontban a bal oldali hatarérték ~co. A jobb és bal oldali
hatirériek nem esik cgybe, ezért x= 0 helyen nincs hatiréricke
ftx)-nek.

Adésak vugyunk még a fiiggvény +eo-ben vett hatirértékeivel:
'

lim x-e *

e lim e ¥ =too- 0= too

o1l

L [ =e ‘-[I +1J,o, amib6l x = —1. Itt lehet a fiiggvénynek
szélsGérteke. Az elsé derivilt pozitiv x < ~l-re, ezért [(x) szigo-
munmnnnmnnnvﬁ]—w ~1[-on. Ha 0> x> 1, akkor /'(x) <0,
tehdt f(x) szigorian monoton csdkkend. Tehit x= -1 pontban




a fiiggvénynek maximuma van, a maximum értéke f(-1) = —e.
Tovibb vizsgilva ¥ lehetséges értékeit, minden 0 < x-re f'(x) > 0.
Végiil f(x) tjra szigorian monoton nivekeds a ]0; e [-on.

#0, igy f(o-nek nines inflexi6s pontja. Minden x> O-ra

/7(x) >0, tehit f(x) konvex ]0; eo[-on. A ]-eo; 0[-on mindenhol

1) <0, tehit it /(x) konkiy (mindkétszer szigordan)

—eJu]oel.

8. Azegyetlen érdekes” a (~1; ~¢) maximumpont. A O-nl a jobb
oldali hatirértek is 0. (20 atra

4. pelda N
Vizsgaliuk meg, hogy az 1, %2, ¥3, 44, ... stb. szamok kozil melyik
a legnagyobb.

Megoldas

Mivel a gykkitevs mindig megegyezik a gyok uli irt értékkel, ezért
logikusnak tinik az f(x) = ¥ fiiggvény (1. Dy= R*) szélsoertékeinek
vizsgilata. A nem létez6 zérushelyek (2.) és az értelmezési tartominy-
b6l ad6ddan a szimmetriatulajdonsgok (3.) sem érdekelnek minket.
Képezziik uz elsd deriviltat (5.) az 5. lecke 15. példija alapjin:

[in(o)] = (st

S | (nx) =
X

[0’ ﬁ e

Akett6t sszevetve kapjuk, hogy

Ennck zérushelyét csak a zirdjeles tényezs adhatju: x=e. S3t, az

/() >0, tehit f(x) szigortian

(%) <0, tehit f(x) szigorian

igy lokilis maximuma van

az A lyen. Mivel 2 <e = 2,718281 <1 ezért a feladat kérdé-

sére sz6ba, Johcm Kétértek a Y2 ésa 3. Koziilik /3 anagyobb, tehit
ez ufel\nmll szdmok kozdtt is a legnagyobb. (1. abra)

MW

i Ittateve-
VL IV,

= [[l] Inx+ Lny

20, dbra

I, V. szabaly

V. szabély

1w

21.dbra




DIFFERENCIALSZAMITAS

2 Temstenen gondolbtni volemasocetokn i Vmgxl)uk aza,
soruea kel A <l ey gt

A g L A, gy

igazolnunk, hogy u sorozat 123 estén

2. fejezet 6. leckéjéhez tartozo feladatokat,

onesnybos iagoco
Készen is vagyunk.

A 2. fejezet 6. lec =47 sorozatival kapesolatos példjinil
i A Ha igazoltuk,
hogy f(x) = ¥/x fiiggvény szigorian monoton csokkend az [e; w[m_ azzal
egyben bizonyitottuk azt is, hogy & sorozat szigorian monoto

532 sssin i somist s Rigevioy <péon iychen vt ek
Tanulsig:  figgvényeknél tanulakit lgyesen alkalmazhituk a sorozatok

vizsgilatira is! Ezt tettik a L Hospital-szabily esetén s

Feladatok

1. Végezziink teljes fiiggvényvizsgilatot az alibbi figgvényeknel:
4132
a) f() =3~ 42 +x+6; b) g(x):"”ﬁ—‘*ss

2. Lehet periodikus é nem periodikus fiiggvény ésszege periodikus? Ha igen, adjunk példit.

o

3. Végezziink teljes vizsgdlatot az f(x) = fiiggvényre.




HATAROZATLAN INTEGRAL

1. A hatarozatlan integral mint a derivalas
inverz miivelete

Kezdjiik a fejezetet egy egyszeri feladattal!

1. példa \
Eqy tégllap alaki telek terlete 510 m?. Az utcaval parhuzamos oldal
hossza 17 méter. Mekkora a telek mésik oldalénak hossza?

Megoldas

Tudjuk, hogy a teriilet a két oldalhossz szorzata, k a szorzat
eredményét: 17-x=510. Az ismeretlen tényezére probilunk vissz-
Kovetkeztetni. Gondolkodisunk elvezet benniinket a szorzis forditott,
inverz miveletéhez, az osztishoz (x=510:17). Az eredmény 30 m.

A legtibb matematikai mévelettel kapesolatban felvetadik a fenti
probléma. Vissza lehe-e kovetkeztetni a mivelet eredményébsl
valamelyik (akir t6bb) mennyiségre, amellyel a miveletet elvégeztiik?
Ha igen, hogyan? Ez nem esak a matematikiban fontos! Fizikai,

i stb, ényebe dbilunk vissza-

Kivonss,

A miive-
letet ismertiink meg. Tegyiik fel a kérdést mclylk ﬁlgg\«cny! derivltuk,

ha ismerjiik
A der
Kordbbi feladatbdl tudjuk, hogy (In x)"

vény derivltjit, példaul f'(x) =

is inverz miveletét kell végrehajtanunk.

B — ilyen fiiggvény?

x

Az bsszeg deriviltjira vonatkoz6 szabily miatt (Inx +¢)’ = = is teljesiil.
x

A keresett fiiggvény igy /()= Inx+¢ (c € R), azaz esak konstans

pontossigdval hatirozhatjuk meg f(x) fiiggvényt. Az Inx+ 5 ugyan-

ligy megoldis, mint Inx ~ 7.

Ha tetszleges /(x) valés fiiggvényrol beszeéliink, akkor olyan F(x)-szel

jelolt fiigavényt keresiink, amely differencidlhaté f(r) értelmezési

tartominyin (vagy annak egy részén), és ot /() = f(x).

5.1. DEFIN

a8 F(x) fiiggvény differencidlhaté minden
x€Ja; b[-on é F'(x) = f(x) minden x € Ja; b[-re,
akkora F(x) figavényt a /(x) figevény primitiv
vagy nevezziik.

Megjegyzés: A misodik elnevezés arra utal, hogy a differencidlds inverz
miveletérd] van 26, Az ntervallum Iehet 7t vagy végtelen i

147

sorzésnak az osatés,
hatvényozsnak
agydkvonés a fordiott
mivelete.

Lésd 4.16. 65 4.17. tételek

primitiv figgvény




HATAROZATLAN INTEGRAL

5.1 A

azi
alaptétele
Bizonyitésdt ésd
24.17-es tetelnél
hatarozatian integrél

Olvasd.
iteqrél ef iksz dé ks

Jroox

1.dbra

Afeladztokban csak olyzn
fiigguények szerepelnek,
melyeknek létezi
hatérozatian integrélj

Aki nem taldja, keresse:
tovabb lelkesen!

INTEGRALSZAMITAS ALAPTETELE: Ha F(x) prlmlllvﬁlgg—
vénye f(x)-nek, akkor f(r) s primitiv
Niggeénye F(e) & alak; ol ¢ €R-

iggvénynek van o figgvénye, akdorwégelen sok
mitiy fnggvenyc van és ezek csak konstansban émek el egym:

5.2 DEFIN

b: Az f(x) fiiggvény bsszes primitiv fiiggvényeinek
halmazit az f(x) l'uggvcny hatdirozatlan integrl-
jdnak* neverziik, és [ f(x)dx-szel jeliljik.

z integrilisi viltozot nem irjuk ki, akkor a rovidebb [/ je
hasznljuk. Az integriliel utin fiiggvényt integrandusnak,az x \'ulm.
26t integrdcids vdliousnak nevezziik (x helyén dllhat 1, u stb. jeldlés is).
Megjegyzések:

1

jelsorozat arra kér bemniinke, hogy hatérozzuk meg azt az ismeretlen
ilvinst, el s o sAroalie

Az elnyuum‘ S beti a szumma qu. utal, s Leibniz461 szirmzik

¢ jelz6 arra utal, hogy a keresett figgvényt exak ¢ konstans
hammu(lunmggnl tudjuk m:gddm

-

i s

5. Az f(x) fiiggvény primitiv fiigevényeinek gorbéit (ha léteznek) umwl
s oiasuit, e grath ot seyens Ringse . 1 4k}
6. A definici6bol é az inverz miveletek sajitossigaibel kv etkenk, hﬂgy

(Jrwa)=ro, e [Fwdr=Fose.

Sajnos mlc“lu]m]nval nehczebb mint derivilni. N¢m hmemnk dlta-
linosan Sot, annak sem e
snert, hogy egy fuggvénynek egyaltaldn van-e primitiv figgvénye.
Az alibbi fiiggvényeknek nines elemi primitiv figgvénye

2 J+5 Jeosx

tehit nem oldhaté meg a F/(x)= ¢~ stb. fiiggvényegyenlet. Késdbb
litjuk, hogy az integrandus folytonossiga elégséges felictele a primitiv
fiiggvény Iétezésének. Azonban a folytonossig nem sziikséges felté-
tel: biraz ¢~ fiiggvény minden x € R pontban folytonos, mégsem
tudjuk elemi fiiggvények segitségével integrilni.

Akévetkez6 példiban mutatunk ey olyan fiiggvényt, melynck bizo-
nyitottan nines primitiv fiigzvénye.

2.példa
Igazoljuk, hogy az alébbi fiiggvénynek nincs primitv fiiggvénye:

0, ha x<0,
"”’{1, ha x20.



Megoldas
Indirekt iton bizonyitjuk, hogy  fiiggvénynek nines primitiv fiigg-
vénye.

Teételezziik fel, hogy mégis van ilyen F(x) fiiggvény.
Ekkor x <0 esetén F'(x) =0, ezés =ceR (4.16-0s étel).
Ha x>0, akkor F'(x) = 1. fgy Flyy=x+d, deR.

Ha d'= -t vilasztjuk, akkor F(x) fiiggvény a O pontban folytonossi
vilik

Am mivel

I-‘[\) F(O)
i =0,
0
ezért F nem dlﬁ":ltncmlham az x
primitiv fiiggvés

#5350
0 pontban, vagyis f(x)-nek nincs
Megjegyzés: Hasonlgan viselkedik u kovetkezs fiiggvény is:

L ha xefo].
“1 b xel-tiol

=

Kesithetink "
alkalmazht a fenti gondolatmenet. Minden Iépesés fiiggvénnyel gond van,
de czck nem i elemi figgvényck

Az5.1.és

<

"
F,

T
2. dbra

2. definiciokat figyelembe véve azt
a differencidli i

szabilyokat kapunk. Smjnn\ ez nem igy van. Ha példiul /() = x é
800 =5, akkor (/+)/(¥) = 1. Am ha csak azt tudjuk, hogy [0 =
& U= 1, Ao 800 birmilyen konstans lehet.

Ahogy a 4. fejezetben a deriviltakat megadiuk, a kévetkezs oldalon
atejewég igénye nélkil megadjuk néliny clemi fuggveny hatiro-
zatlan inegrilit. D
helyességerdl. (A der i cgyezni kell az xn!cgrmndn~ml ) Ahol
Kilbancm et fe,  figgyények énelmeséd artominya s valds
szimok halm;

Megjegyzés: A 3. pontban az abszolit érték nem elhagyhatd, x <0 exetén:

[in-)]"

tehit ¥ <0-ra az In(-) derivilta a reciprok figgvény bal oldali dga.
Vissont ln (c>0) desivili ugyaeren reciprk fggvény job ol

az eredmény:
InG-0+e, ha x<0,

ksl i 2o0 AR

Olyan,
eltaznénk a Balatonra
és uténa vissza akarnink
toletni Budzpesre.
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Alapintegralok (c € R)
[kdx=kx+o (xeR)

Ix"dx—

‘+c (a#-1aeR)
]’x"nx=jldx=|n|x\+c (x#0)
X
[ —

Jeosxdr=sinx+c

jmnx—mxﬂ
dx=—ctgx +

[ dr=clorte
e

Jodx=Trtc @>0.021)
Ina

Jerdr=er+c

| 1 ix=arcsinx+c (H1<x<1)
-2

(-cosx +¢) =

1 .
7 X =arctgx +0=—aructgx + ¢

Ellendrzese derivalassal

(kv +c) =k-1+0=k
[x"“ +c]:("*” e
at i

zo]
(lxl+0) =1

(sinx +c) = cosx

(tgx-+of =

cas?x

(~etgx +c)

) ik

sin?x | sin?x

ar L A L e ar

[HM] @)=t ha=a
(€ +c) = e

o il
(aretgx +cf = ——
(e 7

o
sy e of =




2. A hatarozatlan integral tulajdonsagai.
Integralasi eljarasok I.
Ahogy az eddig megismert sszes fliggvénynek, a hatirozatlan integri-

Lisnak is megvannak a sajitos tulajdonsdgai. Eldszor lassunk ket
miveleti tulajdonsigot.

52.Téren:  Ha az f(x)
primitiy fiiggvénye valamely / intervallumon,
akkor [ /(x) + g(x)] é k-f(x) (k #0 €R) valés
fiiggvényeknek is van primitiv fiiggvénye I-n, és
O [kf@dr=k[fx)dx;

@ [(f)+ g = [ fwydx+ [geodx.

s a g(x) fiiggvényeknek Iétezik

Bizonyitas (1)
Ha F'(x) = f(x), akkor
[k FY = k- F'0 = k- fo).

lgy egyrészt

jk f0dx=k-F()+¢;,
masrészt

ke[ =k [Fa) + o).
Mivel ¢, és k-c, tetszleges valésak, ezért

[k fodx=k-[ 1 dx.
Bizonyitas (2)
Ha F(x) = f(x) és G'(x) = g(x), akkor
[F) + Gl = F'(0) + G') = (x) + 8().
Tehit egyrészt
[0+ seo)dr=[F + Geol + .

misrészt
[fdv=Fo+e, & [adx=Gw+ey
Ezért
I/(\)dx+Jg(\')dr:F(r)+(i(r)+:|+

=F)+GW+c= J’(/m +g(x)dx.
Megjegyzések:
1. A tétel feltételei mellett:
(- gw)dx = dx - g

Ugyanis az f() - g0 = [() + (1) 8(3) formulira kihasznlhatjuk a tétel
mindket részet

primitiv figgveny
konstansszorosa,
ssszege

Vigyézzunk!
Ha k =0, akkor
[o-fayox=1
(vagy bérmi més
valos szdm), de
0-[f(xdx=o.
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2. Teljes indukeioval ketténél 6bb figgvényre i bizonyithatd a b)
Peldiul hirom fiiggvényre rovi
[oegem=[r+fe+n
Minden hatvinyfiiggvénynek létezik primitiv figevénye, mivel az el6z6
megjegyzés alapjin
(o xta,xr e a)dx=
= [, xdx fa, e fagde.

Lissunk az 5.2. tétel alkalmazasira néhny példat!

1. példa
Hatérozzuk meg az [ (3x7 +5x* +¢* +2)dx hatérozatlan integralt.

Megaldas
G745t et 4 2dx= [357dx+ [seddar [erdus [2dx=

©
S e

2.pelda
Hatérozzuk meg az [- # dt hatérozatian integrét.

Megaldas
3. példa
2
Hatérozzuk meg az ZX——‘/[ﬂdx hatérozatian integrat,
X

Megoldas

,j[zﬁfns.")d

Akivetkezkben néhany egyszertbb integrilasi szabily
ezek azonban j6l alkalmazhatok kiilonbiszo feladatokndl. Példiul
tortes integrandus esetén mindig érdemes megprobilkozni az aldbbi
fogssal.




Magyarizata, hogy ésszetett fiiggvényként derivilva:
4 1 .
Inl /|| =—— /.
[in] rc01] 5!
Példik:

3
o f2a=d [

Inl3x+1]+¢;

o[22 a0

o) [rgxdx

I j - frdy=L—2

Magyarizata, hogy

al, "
{g} e 5 T = T
a+l

-+l

Példik:

©) [sin2vdy=[2sinx-cosxdx

sinx
= +c=
2

[eosx-sin'xd=

inx +ec.

Ha F'(x) = f(x) egy intervallumon, akkor

1L J/((:x+l))dx Flax+b)+

a

Elobbi peldink némelyike ezzel a modszerrel is megoldhato, &
" et




HATAROZATLAN INTEGRAL

b) [sin2vdx = [sin(2x +0)dx

cos2
COS(2x+0) 0=

(a=2.b=0, fX)=sinX);

o)
V. = .
1 ]" i dx = aretg[ f(v)] + ¢

Ez azért van igy, mert

[arrgl o] + ]

1+ 29

Példik:
<o

a) [-22X_,

[ L+ sin?x

1 ! V5
$ m[mdmﬁ.[W :

Ha g(x) derivilhaté I-n é F/(x) = f(x) minden x € g(I)-re, akkor

dx = aretg(sinx) + ¢;

wretg(5) +c

V. [£(g)- g @dx=F(g0) +c

Ugyanis ,
[Fe)] = F(g09)- 8’ = f(g0) - £
Példik:

$ a) [erdx==[(D-etdv=—ere;

) [Br2 4ot idr = i

Megjegyzés: ENGbbi formuldink altalinositisa az in. helyettesitéses integrdl
a viltozd helyére cgy figavényt helyettesitve jutunk cgyseerdbb feladuthoz.

Nehéz megtalilni a megfelel figgvényt,
Legyen F) az (o) primiti figgvénye:
Fo=f viey [fods

aviltoze helyére beirhatunk.

F+c.




B belyre G vllats, differencll () Sggvényt belycteiik &
ent 15 bszetet figgvényt, deriviljuk, akkor
[f(w)] =F(30)- 8 0= £(30)-£ .
fgy F(x) fiigavény egy i viltozs fiiggvénye. Ha F primitiv fiiggvény, akkor

Flg(r) is primitiv figgvény lesz, ezért:
Fe)+c=[f(20) - 0ar
Foglahuk e e o gt
1Az f() '
de invertilhato g(1) l‘uggv:ny\ hclymmmnk
2. Ekkor dx helyére g'(1) d keriil. A kapott egyszerdbb integril ki
3. Az eredménybe visszahelyettesitjiik g(1) fiiggvény inverzét.

4. el N

Ida
Hatarozzuk meg az ]‘ - dx hatérozatian integréit

T+

Megoldas
Beugratds a feladat. A TV, szabily nem alkalmazhat6, mert
(1462 =262 2 26"

ek z e = helytesiést A 1 folytono,eigorton monoton figgvénynck
vam inverze, Ha ¢* = , akkor x=Ini & dx==dr. fgy:

I3

T 7

= 2urctg )+ = 2arctg () .

5. példa N
Hatérozzukmeg az 1= x2 dx hatérozatan ntegrét.

Megoldas

Legyen it v=sin, ekkor d=cou .y

Osszeadva, illetve kivonva a két sort adédik:
1+cosi

2

e

AL szabilytalkalmazva:
Joowttar =[R2 gy [Lary 22 gLy B2
2 3

Mivel 1= aresiny, igy visszahelyettesités uti
1, sin2r_1
Ly W02,
27

'

Fekee, ooy 1)
imezve van,

Aaért linearizalo”, mert
‘mésodfok kifejezést
elsdfokiva alaki.
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Feladatok

1. Az5.2-es tétel segits

vel hatirozzuk meg a kivetkez6 figgvények hatdrozatlan integriljit:

3
b) j[.\-i +x7 4)dr;

@ [(@-3x2+5-

>
uj%d\.

5
2. Integriljuk az 1. szabily szerint:
a) J’mgx dx; b) j

dx;
xlnx

Integriljuk a 1L szabily szerint:
@) [eosx-sinxdx; b) Jer s 27y d
4. Bizonyitsuk be u IIL. inte
JHax+ byax

si szabillyt:

(ax+b)+e, ha F

a) Tgazoljuk a kivetkezs cgyenlseget:

(sinx + p)’ = [~ +q) (P.q€eR).

b) Mi a kapesolat p és ¢ kozott, ha
cos2x

i 2
sin2x+ p +q
I 5+

Integriljuk a I1L. szabily szerint:
a) eosdx = mdx; b) [VTox=3dx; o) Jetrsax,

7. Integriljuk a IV. szabily szerint:
@ [~ dx b [—=d
')J.Helv : ”Izm\* )

8. Integraljuk az V. szabily szerint
a) [x-eax; b) fer' i+ dx.

9. Bizonyitsuk be, hogy

cosaresinx = sinarccos.




3. Integralasi eljarasok II.
Parcialis integralas, racionalis tortek
(kiegészitd anyag)

Parcialis integralas

Ha az integrandus két fiiggvény [/(0)- g(dx szorzata, akkor —ellen-

tétben a differencidlisndl litottakkal —ennek megoldsdra nem tudunk

iltalinos szabilyt adni. Aznnb‘m egyes esetekben visszavezethetjiik
n képesek vagyunk elvégezni. Az eljirds

Felérclerzil hogy mind a ket tényeznek, mmd

és integraljuk
L0 g0l = /00~ g0+ J0 - 8o,
[l gl dx=[(F- g0+ 1) g @)dx,
f)- 800 = [ /(90 dx+ [ f)- g

Rendezve, roviden felirva:

Hm... Elso rénézésre
fosszabbnak tink,
mint 2z eredeti...

r

Egys ilji isik K
integrilra vezettiik vissza. Hogyan alkalmazzuk? Az integrandust két

Hio s formulibsl kdpon Gj integril
akorprbiljnk e [ és g szerepét feleserélr
redményre.)

zeriibb az eredetinel,
Sajnos ez sem vezet

ine minds i ¢ i

1. példa
Hatérozzuk meg az [ x -¢* dx hatérozatlan integrat

Megoldas
It célszertiaz f(x) = %, g(x) = x vilusztis, mivel /= ¢, g'= 1. Az j
szorzat egyszeribb:
L g g 7
Jervdv=etoxfer ldx=re et bezet (o be

A parcilis integrilis modszerét kétszer (vagy n-szer) is alkalmaz-
hatjuk

157
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2. példa
Hatérozzuk meg az [ X2 -sinx dx_hatdrozatian integrét.

Megoldas
Legyen f'=sinx, g =2 gy g’ egyszeribbé vilik a kitevé esokke-
nésével (g'=2x):

‘ e ;¥
xex2dv=—cosx- x>~ [—cosx-2vdx=

2 -cosx+2: [eosx-xdx

ntegrallal kell foglalkoznunk. Ekkor legyen

I ® ¢
Jeosx-xdv=sinx-x - [sinx-1dy=

X+cosx+e
Az eredményt a misodik integril eredményének visszahelyettesité-
s6b61 kapjuk meg

I

Littuk, hogy az alapintegrilok kézétt nem szerepel a logaritmus-
fiiggvény integrlja. Nem véletleniil! A logaritmust parcidlisan lehet
a legegyszeribben integrilni.

inx v = -2 - cosx 4 2(x-sinx 4 cosx +0).

N

3. példa
Hatérozzuk meg az [Inx dx hatérozatlan integrt

Megoldas
Afogd t érdekes, ugyani dlunk semmit. De azt milyen
igyesen! |
0 Soe o S
1
Ilnxdr=x-Inx - [x-—dy=xnx-[1dr=
I [= f

=x-nx-x+e=xinx-1+c

4.példa
Hatérozzuk meg az [ arctgx dx hatérozatlan integrélt.

Megoldas
Ujraa

bevilt fogist
N

IR

x-aretgx - [

&
~arctgxd

I+x



Eredeti feladatunk megoldis

jamg.d.: x-aretgx = =Inl1+ 32| +¢

5. példa N

Hatérozzuk meg az [¥ -cos x dx hatérozalan integrélt

Megoldas

Ennél a feladatndl tetsz6legesen valaszthatunk, hogy melyik fiiggvény
legyen f é melyik g. Barmelyikbl is indulunk ki, két és fél lépésben
célhoz ériink:

fer-cosxdr=e
Jer-
Visszahelyetiesitve:

Jer-cosxdr=

“cosx+ [esinxdy,

xdx=et

inx - [et-cosxdx.

Tecosx et siny — [e - cosx dx.

Visszakaptuk az eredeti integrilt, de a misik oldalon és ellenkezé
eljellel! Folytassuk tigy, mintha cgyenletet oldanink meg. amelyben
ismeretlen a keresett integril (ez az utols6 fél 1épés):
A=e"-cosx+e'-sinx - A,
2A=¢"-cosx+e* -

-cos et
A=

>

Tehit az eredeti feladatunk megoldis

[er-cosxdx=er

2
Racionalis Iurﬁuggvenyek
Akét felis Kiilon
elmélete van. Littunk mdr rdjuk pclddl
VIL j —dv=  Infgx + 1|+,
a

dr=arctgx+e.

J.H-

E ket tipusra nagyon sok racionilis ortfiiggvény integraljit vissza-
vezethetjiik. Anélkill, hogy elméletben foglalkoznink a feladattipussal,
ket peldiin keresziiil mutatjuk be 4 hasznilt fogisokat.
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Leset: A szimllo fokszima nagyobb, mint a nevezs fokszima. Ekkor

nilis tort dtalakithato ket olyan integrilfeladatot tartalmazé

peldiv, ol az gy cey polinomiigevény. u misik gy olyan ucio-

amelyben a szimlilo fokszima kisebb

A nevers legmagasabb fokzamingl. Urébbt valamelyik Koribban
litott médszerrel probiljuk megoldani.

N

6. példa
Hatérozzuk meg az +_ dx hatérozetian integra.

Megoldds

L eset: Ha s nevezo fokszima nagyobb, akkor megprabiljuk szorzatti
alakitani, majd elemi tortek Gsszegekeént felimi, és ezeket integrilva
megoldani 4 feladatot.

7. példa _— N
Hatrozzuk meg az [ 4 ;' 5 O hatrozatan integrt.
Megoldas

Anevez6 zérushelyei ¥, =

Tx+10 _ 7x+10

2o5x+6 (x-2)x-3)

J6l emléksziink a toriekkel végzett miveletekre? Ha it két tort bsszeget

A nevezdk egyenlok. A ket tort értéke egyenls, ha a szamlalok is
egyenldk. Osszevetve a szamlilokat, ez pontosan a kisvetkez6 egyenlet-
rendszer megoldasaira teljesiil:
A+B=7
3/\423:40}'



A megoldisok pedig A =24, B=31. gy
Tx+10 2

241n|x—2]+31nlx -3l +¢

a parcidlis téirtekre bontds

Feladatok

1. Hatirozzuk meg pay

ilis integrilissal a kovetkezoket:
@ fxsineds b [dOanxdn o) [edn
2. Integriljuk uz ismert modokon  tértes integrandust:

af 2 dE h)j%dr

5v
2+4x

) [26 - cos(x?)dx.

161




1. dbra

12.-e5 konyv 82. oldal

FeLx HAUSDORFF
(1868-1942) német,
Steean Banaci
(1892-1945) lengyel
matematikus.

HATAROZOTT INTEGRAL
HATAROZOTT INTEGRAL

1. A hatérozott integral fogalmanak
eldkészitése

Jelen fejezetben az in. hatirozott integrillal foglalkozunk. Altuliban

nyv ezt egy f(x) korlitos vagy

b cgyencsck & az x tengely iltl
k zd

mxervnllnmnn , mivel a 3.6. relel ‘miatt
birmely zirt intervallumon folytonos fnggveny Korlitos. Az ilyen
terilletmeghatirozist az /(x) fiiggvénygorbe alatti teriilet meghatiro-
zisinak is szoktik nevezni. (1. abra)

Aldnyvek zbme elohozakodik szl u atstalan nyel bogy mir
rogok is” foglalkoztak nem egyenes szakaszokkal hatdrolt
»‘kldomnk teriileténck meghatirozisival (clsdsorbun Eudoxoszt és
ik emliten). ész eljirisa a kvetkez6 voll:

ésazidom behqebe is téglalapokat rajzolt beit téglalapok). Ha uz

Kisebb oldAlhnnz' sigs beirt é koriilrt téglalapok sszegei — kilon
Gsszegezte a kori a beirt téglalapok terileteit — ugyannhh(\z
a sziamhoz Ial\ﬂ"dk akkm ezt a szimot nevezte a sikidom teriileténck.

Kitére:
I

Igazi ént” még meg is ma ik azzal, ék riértek

i bzolgik.

Egy=~ tudominykutat6k a mal:mnulm XX. szizadi robbunisszerti fejlodésct

porzi k segitségével

ety papenitiel roummaatbssok dls aalith & sl sivEg st
forditott id6 rovidiil.

Mi ugyan timaszkodunk a fenti modszer clén nem igy jirunk el
ket ok miatt. Egyrést a hatirozot integil ,zml b terilleick meg-
hatirozsindl, ez csak egy specilis esete. Misrészt kérdés, hogy
létezikce egyiltalin 1z 136) gorbe slat ertlet? Megmaradmlce
ateriilet sokszogeknél vizsgilt tulajdonsigai? Ezek kozill a tulajdon-
sigok kozil a teriiletes bevezetési mod kihasznilja, hogy ha A és B
két egymist nem feds halmaz (A 0 B =) és teriileteik T, és Ty
akkor A U B teriiletére fennill, hogy T} = T + 7. Az additiv tulaj-
donsiig nagyon fontos 4 terilefes bevezetési médnl hasznilt bizo-
nyitisokban. A probléma bonyolultsigit jelzi, hogy esak a XX. szizad
Kézepén sikerilt igazolni az additiy tlajdonsigot Stefn Banachnak

azt, hogy a
nosithatd tgy. hogy  sik minden halmazinak legyen lelule(e és
rvényben maradjon peldiul a fenti tulajdonsig is. Ugyanez a térben mir
nem igaz (Hausdorff igazolta 1914-ben). Nem Iétezik a térfogat fogal-
‘manak olyan kiterjesztése, hogy minden haromdimenzi6s halmaznak




legyen lélfngm« és érvényben maradjon az additiv tulajdonsig
(Vi Vi + Vi sok exctben). Példiul egy egységeombot szet lehet
vigni \eg:\ sok durabra gy, hogy ezeket KilénKilin elmozgatva
atérben, Kapjunk (Banach-Tarsk . 1924).

Akisvetkezokben a hatirozott integrlok koziil mi a lcucgy«umbbc(
vezetjiik be. Ebben az esetben mindig olyan f(x) fiiggvényre kell
gondolnunk, amely egy [a; b] minden pontjiban értelmezve van
és korlitos. Jelekkel:

[f|<KeR minden x e [a; b]-ra.

6.1. DEFINICIO: Az [a3 b]-ot n részintervallumra osztjuk olyan
(n+1) elemet tartalmazé F, = {xg; x3 ...5 %,
ponthalmazzal, amelynek elemeire fennill,
hogy a =xo <X, <X, <... <x,=b. Ekkor Ft
az [a; 5] jelasmi.\'a'nak, [i13 x;]-ot i-edik rész-
intervallumnak, az x; pontot pedig i-edik osztds-
pontnak i =0,1,2, ..., n) nevezziik. .t

Vegyiik észre, hogy cgy intervallumot hitom ponttal két részre osztunk
(a végpontokat is belecrtve). Atovbbiakban az i index mindig az 1.2,

3, .... n egész szimokon fut végig. Ha nem, azt kiilon jeloljiik
6.2 DEFINiCI0: Az F, felosatis maximilis hosszisigt részinter-
inak hosszat a felosztis
nevezziik. Jelekkel (1 Si S m):
max[d(x;_; x)] = max (x; - xi_,) =A.

tervallum egy F, felosztisa finomabb £, felosztisinl,

Az [a;b]
ha A <A

Egy intervallum felosztésainak Fy, B, ..., F,,
sorozatit minden hatéron til finomoddalk mond-
juk, ha a hozzdjuk (artozé Ay, Ay, oory A, ...
Tinomsigok sorozata 0-hoz tart:

lim A,

A 63-as definicié azt jelenti, hogy a leghosszabb részintervallum
hossza is nullihoz tart. Gondoljuk meg: ez atto] még nem kovetkezik be,
ha az osztdpontok szima végtelenhez zen Iehet, hogy iz oxz16-
pontok az intervallum egyik felében torlédnak. Egy feloszids finomitd-
s ltaliban azt éntjik, hogy az adott felosztis meglév6 osztispontjaihoz
] oszt6pontokat vesziink.

Akorlitossig aztjelenti, hogy minden [x;_:.x] részintervallumban Iéte-
zik a fiiggvényértékeknek alsd és felsd hatira.

AusRED TaRSK!

(1901-1983),
lengyel matematikus.

Komolyabb elméletek.
salikseéges feltételeként
bizonyiték.

folosztés,

osztéspont

2.4bra

a felosztés finomsaga

minden hataron tl
finomods felosztas.
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Jean GASTON DaRgoUx
(1842-1917)
francia matematikus

Riemann-dsszeg

BerARD Ricwa
(1826-1966),
német matematikus.

HATAROZOTT INTEGRAL

6.4. DEFIN¢

Legyen az f(x) az [a; b]-on értelmezett korlitos
fiiggvény és m; =inf[f(x)] az alsé, M, = sup[f(x)]
afelsé hatira, ha x € [x;_; x;]. Az [a; b] inter-
vallum F, felosztisshoz tartozé

= g (5 = Xg) oo e (5= )+

e (= Xyp)= gm,.- (=)

sszeget alsd dsszegnek, a
=My (xy = Xg) # oot My (-

et
i‘Mn(x,Ax;,.)

sszeget felsd sszegnek neverziik.

+ My (5, - %,

Megjegyzés: A szakirodulomban ezeket Darboux-féle als6 és felss kizelits
Gsszegnek is nevezi

DEFINicio: Ha az f(x) fiiggvény az [a; b]-on mindenhol értel-
mezye van és az F, felosztis minden [x;_;; ]
réssintervallumébal kivélasatunk egy tetsafleges
¢; pontot, akkor az
L= f(ey) - (xy = xg) e+ £(6) (6 = ;) + ot

+fen) (5=, 0) = 2/ CROEE)

sszegetaz. F, relosmshm ése ponwklmz tar-
(076 Riemann-iisszegnek neve:

Megjegyzés: Még Komolyabb elmeletek azt sem kovetelik meg. hogy az f(x)
figeveny a2 [a:b] minden ponjdban rtclmezve legyen. Pontosabln meg-
engedik,

< pontbun u ggvény nines értelmezve, akkor J(c)-nek egy tetszdleges valds
stimot neveziink meg.

Azelobb bevezetett §sszegeknek szemléletes geometriai jelentése van.
dn az [a; b] intervallum ugyanazon felosztisit litjuk:

0

e




Az dbra bal oldalin a fiiggvény menetébol adédéan:
[\q x,]-on my = f(xg)s
(x

[o-ixdon — my=f(x,_1)-
Az szeg nem mis, mint a jelzett é beitt piros téglalapok
lcrulclcm:k Gsszege.

részén a fiiggvény menetébol adéddan:
[xoixi]-on My =1(x).
[rixlon  My=f(x%), abol x; <% <x
[oivlon  My=f(x),

Az ibra kiszépss

[o-rixl-on M, =f(x)-
Az S, felsd dsszeg nem ms, mint a korilit kek téglalapok teriieteinek
Bsszege.

Az ibra jobb oldalin a részintervallumokon tetszlegesen vilasztott
ey € [xg:x ] -ra ().
€2 € [x 2] fe2),

€ [rix]a fes)s

€ [xnori xy Sew)
magas z0ld téglalapokat kapunk. Az I, Riemann-tsszeg a z61d tégla-
lapok ertleteinek dxszege

Megjegyzés: Abrii v os A defni
ftossi etéie,)

(Gondoljunk




azalss, felsG.
ésszegsorozatok
monotonitasa

HATAROZOTT INTEGRAL

2. Also és felsé kozelitd dsszegek
viselkedése, a Riemann-integral

Felmeriil a kérdés: hogyan viltoznak az als6 és felsd dsszegek az [a; b]
egyre finomods felosztisa esetén?

6.1.T¥;

Az [a; b] birmely felosztisinak finomitésival
az f(x) ezen intervallumon értelmezett korlitos
fiiggyény alsé dsszegei nem esikkennek, felss
sszegei nem nivekednek.

Bizonyitas

Elegend a tételt az als6 ésszegekre belitni, felsd dsszegekre a gon-
dolutmenet ugyanez. S6t,clég esak egy adott felosztisnik egy Gj oszto-
pontjit venni, mert ha erre belitjuk az llitist, akkor ezt akirhinyszor
megismételhetjiik. Tekintsiik tehdt [a; b] intervallum F, felosztisdnak
iedik részintervallumit, essen ezen részintervallumba az x* osziopont,
iy <37 < Az iedik itervallum sagtesik az [ 5 ] é [x% 5]

e et K ok giments vallum o, also hut
&5 m? jeldli (1) als6 hatirdt [x;_; 3] és [x¥:.x] mz.me.wuumnn.
akkor my*>m; é m* > m; igy

e (58— xp_y) gt (=) 2,
iy (3= X% % —
Akapott egyenldtlenség minden ] osztépontra igaz, ezért az ij felosz-
tishoz tartoze als6 Gsszeg legaldbb akkora, mint az eredeti felosztishoz
tartoz6 als6 dsszeg.

Megjegyzés: H

it és folytonos /(0 dlunk az [
2.6 osatGpont bevezetésckor i piros tésszel ng az dwszeg. (.4
’ 10 i 0
NG
A = T T
4ibra

A tétel szerint az als6 dsszegek a felosztis finom monoton
néinek, & fels6 dsszegek monoton esokkennek. Ha be tudnink litni,
hogy ezen Gsszegek tagjaibal képezett sorozatok korlitosak is, akkor
4 2.6-05 tétel alapjin konvergensck. Ehhez egész egyszerien ¢
hasonlitunk egy also és egy felsd éxszeget.




62.T) Az [a; b]-on értelmezett korlitos f(x) fiiggvény
[a; b] birmely felosztisahoz tartozé minden
als6 sszege nem nagyobb birmely - akér mésik

felosztishoz tartozé — fels6 sszegnél.

Bizonyitss

Az ugyanazon felosztishoz tartoz6 als6, illetve felsd dsszegekre az dlli-
tis az Gxszegek definiciojibol kovetkezik.

Legyen most az [a: b] intervallum két felosztissorozata kiilénbisze.
Az egyikhez tartoz6 als6 sszeget jelolie s, a masikhoz tartoz6 fels6
Gswzeget pedig S, Ha a két felosatis osstopontjainek » halmazit
3 dkét felosztisnak finomitisa

6 felosztisok miatt legaldbb egy j osztdpontot egyik
felosztisnil a mir meglévok koz iktatunk). Ha az egyesitett fel-
156 sel, i fels dszeget S-sel jeloljik.

akkor a 6.1-¢s tétel miatt 5, <5< S <,

5ji

Kk
6: a figgvény-

Megie

oxszege.

A 615 és 6.2-¢s tételek nagyon fontos kbvetkezménye, hogy egy
minden hatiron til finomods felosztissorozathoz tartoz alss (fels)
osszegek sorozatai
tokhoz tartoz6 minden als6 (fels6) Gxszeg ugyanoda tart?

Legyen az f(x) az [a; b]-on értelmezett korlitos
fiiggyény. Az alsd (fels6) dsszegek sorozatinak
hatiirértéke figgetlen az intervallum F, felosztis-
sorozaténak megvalasztisitol.

Bizonyitas
Szokis

zerint a tételt az als6 és fels oxszegek kozil esak az egyikre

bizonyitjuk. Legyen {F,,} és {F;,-} [a: b]-nak minden hatdron til fino-
mods felosztisai, {s,,} s {s,,-) a hozzjuk tartoz6 als6 6xszegek soro-

zatai,

tételezziik fel, hogy s,, — s. Ha a két felosztist mint pont-
halmazt egyesijik, akkor a kapott ponthalmaz mint felosztis is minden
hatdron tal finomodik, tehit a hozzd tartoz6 s, is konvergens. Mivel
konvergens sorozatnak csak egy hatiréricke lehet, ezért s, - s.
Am akkor s, — 5 szintén, hiszen részsorozata s,-nek.

A 63-as tétel alapjin minden korlitos fiiggvény esetén léteznek
a Jims, é lim S, hatirérickek — bir. mint ini fogjuk. nem mindig

egyenlok.
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egyik als6 Ssszeg
sem nagyobb semelyik
felsd Gsszegy

Mondhatndnk, hogy
trvilis, &m s2ép emIékil
elodeinkre tekintettel
nem tesszik.

A26-05 tétel miatt
monoton és orlétos
sorozat konvergens.

az alsd (fels6) Gsszegek
konvergainak

beonyimils o0
s és 2.7-es tteleket

hasznahuk fel




Riemann szerinti
integrals,

hatarozott integral,
als6 és felsd hatar

Hangosan Kiolvasve:
integrél atol beig
ef sz dé ksz”.

medy met, 1)
3 T
5.dbra
Ex egpheeicaszemiéete!
a2 1és(b-
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6.6. DEFINICIO: Ha az [a; b]-on értelmezett Korlitos f(x) fiigg-
vénynek birmely, minden hatsiron til finomodd
felosztissorozatihoz tartozs alsé és felsd bssze-
gei sorozatinake kivzs hatarértcke van, roviden:

lims, = lim$,

akkor az f(x) az [a; b]-on Riemann szerint integ-
rillaté. Erta kivis hatrértéket az.(x) figavény
[a; b]-on il hatdrozott integraljanak* nevezzi

Jelolése: J’ [flx)dx.

ARiemann-integrilt réviden R-integrilnak nevezzii

Ajelblésekben a hatirozatlan és a hatdrozott integral kbzétt a hatirok
mcgﬁlcrmc tesz kiilonbséget. Fogalmilag a hatdrozatlan integrdl a diffe-
renciilds inverz mivelete, a hatirozott integril pedig a fiiggvény als6
és felss ékénck a drozisa (ha van). Tsmét

é oz
hogy amig a integril egy
addig a hatirozott integril gy konkrét szdm, innen a  hatdrozoit” clnevez:

1. példa
Hatérozzuk meg 2z (x) = 1 flggvény als6 és felsd Gsszeget tetszoleges
[a: b] intervallumra.

Megoldds
Tetszéleges
minden /-1

{a=xg<x <... <x,=b) felosztista (m;=M;= 1

S opensten

5,2 (0 =a) # 1 (ry=x) + oot 1 (b,

8,2 (=) + 1-(5y =) oo 4 (b3,

Ssbengsten

Tgy barmely, minden hatdron til finomods felosztdsra:
lims,, = limS,=b-a.

2. példa i
Hatérozzuk meg f(x) = x hatérozott A-integréljét tetszoleges [a; b]-on.

Megoldas
A szemléletre timaszkodva tigy litjuk, egy trapéz teriiletét kell meg-
hatiroznunk. Eddigi tapasztalataink szerint 1étezik ez u terilet, &

bta_b-a?

a

T=(b-a)——



Tetszoleges F, = {a=x<x, <... <x,=b] felosztis esetén a fiiggvény
»zlgnnun monoton ndvekvs, ezért az i-cdik részintervallumon

).

=) ey N e R

i 3 (5=x,))-

Mivel a teriet Iétezik, gy lim s, = lim S, egyenloségnek teljesilni
Kell. A 6.3-as tétel miatt clegends eg
vilasztanunk: [a; b]-ot n egyenls ré:

=5 (x-a) +x

—x) oot be(b=x, )

/ speciilis F, felosztissorozatot
re osztjuk. Ekkor
b-a

0
birmely részintervalluma, és az i. oszt6pont:

b-a .
a+ =i
n

irjuk fel a megfeleld als és fels oxszegeket, akkor
"

[rdx=

oot S, 00 ) b 3,

n -

P-a?

8-

b-da)_(b-a(b+a)
2. 2

=atb

(I;;;)v n(u;l) = D [“

2
s

(= -
n

i szerepl6 eredeti 5, é 5, dszegeket,

poa o

é

Si-= 2;(7

Megjegyzés: Ha osszeadjuk a feladarl

akkor az teleszkopikus lesz, és 212 Ez azonban nem garant

azt, hogy lim s, = lim S,

3. példa N
Vizsgaljuk meg az alébbi Dirichlet-fée fiigguény hatérozott ntegréljat:
_[1 ha xeQ
()= {2, e R0 xefo1].
Megoldas

Barmely F,={a=xy<x <...<x,=b)} felmzn.;smmm mellett az
S fiiggvény minden részintervallumon felvesz: 2 értékeket,
mivel a szimegyenes tetszleges Kicsiny részén is van racionilis
& imraciondlis szim.

¥ 0=x,
o 3

¥ 109=x,
o 3
R

6.4bra




Henm Léon LepesGue
(1875-1941),
francia matematikus,

Feladatok

1. Vizsgiljuk meg az alibbi fiiggvények also és felss kozeli

HATAROZOTT INTEGRAL

fgy m;=1, M;=2 minden i-re. Ezért
=Y -x)=1, 3,,:21-@,7;,,.):2

Mivel 5, és S, értékea felosztistdl fiiggetlen, ezértaz f(+) figevény-
nek a [0 1]-on nines Riemann-integrilj:
lims,=1#2=limS,.

Mwmzmk
- A példn mutain, hogy u fligvény korltossiga nem cégatgos el
Teladatot meg-
ol Leb
mkhnz‘-z tin. Lebesgue-mérteket rendelte (pl. o halmaz 0 mérték).

integril 0 1

e n.g,ve.‘y Lebesgue szerint is integrlhatd, & 4z integralok ériéke

‘megegyezik. A kiterjesztéskor, hasonldan a szim, illetve 4 hatviny fogal-

mina iejesatséhes,  pemanencia-cot o sem el

2 AR i al in
nemesak az [a: h] -ot osztjuk fel e
monoton néveks figgvény értékkészleté
 kortitos [a; b-on amonolor
a Reintegrilnak megfeleld jelolésck):

L
\, hanem egy (x)
o & "ot viges v

Ha birmely, minden hat

a.kkor cata hatiérteket /() fiiggvény o) meni Riemann—Stieltes-
iljin lése:

nevezziik. Jeld]

If(v)dw{r)

. akkor a Riemann-integralt kapjuk vissza.

Gsszegeinek hat

az [a; b] intervallumon:

a) fix

3

b) [

(e valés)

2. Hatirozzuk meg, ha létezik:
1 !

@ [rdx
°

b) [ty dx.
o



3. Oszcillacios dsszegek (kiegészitd anyag)

Mi a R integrdl fogalmat a Darb K
mondtuk ki. Riemann, akirdl az integrildsi eljirist elnevezték, még
misként tette ezt meg. 1854-ben a gottingeni egyetemen tartott hires
habiliticiés elgadis 5-65 definicidban megadott Riemann-
sszegekkel vezette be a hatérozott integrdl fogalmt.

6.7. DEFNiCIO: Ha az f(x) fiiggvény az [a; b] minden hatiron

Riomann-integral

til finomodé birmely F,
és ¢; pontokhoz tartoz6 Riemann-dsszegeinck
{1,} sorozata konvergens, akkor az {,} hatar-
értékét az f(x) fiiggvény [a; b]-on vett Riemann-
integraljdnak nevezziik.

Ugyaniigy, mint a 6.6-05 definicionil, belithatjuk. hogy a minden
hatiron tdl finomodd o

sorozatinak hatiréricke nem fiige {F,}-46l, és attl sem, hnﬂyan
vilasztjuk meg az egyes részintervallumokban a ¢; pontokat.

K, akkor ,n,k bizonyitani,

s Haegy fogalmat hbfeieképpen definil

Megie
hogya
Hi 0 integrillit [ bl-on 6,605 defincid seeint,azaz lim 5,

ms,

akborbimely [ L om () My a5, <1, 5, minden 1. gy
az 1.8-as rendérelv miat

lim 5, = lim

itott it belii f) [ b] felett
(Vegyilk évre, hogy a 6.7-edefinicban nem mendiuk ki hogy /(1) figavény
i Komoly,

i
Kényvekben megtalilhat6), ezért nem részletezziik.

Koribbi példinkban littuk, hogy nem minden korlitos fiiggvénynek van
Ricmann-integrilja. A kdvetkezkben néhiny felttelt ismertetink, me-
Iyek biztosan lesz hatirozott integralja.

6.8. DEFINICIO: Legyen az f(x) az [a; b]-on értelmezett korlitos
fiiggvény, az F, az [a; b] egy felosztisa,
m; a korabban bevezetett jeldlések. Az

0;=M;=m;20
Kilonbséget az /(x) figgvény i-edik részinterval-
lumhoz tartoz6 oszeilldcigjanak nevezziik. Az
Su=54= 2,0, (5= %i1)

isszeget az f(x) figgvény [a; b]-hoz tartozé F,
felosztéis mellett oszcilldcids isszegénck nevezziik.
Jelilése: Oy, .-

=

®

oszcilécio,
oszcillcids Gsszeg




Korlatos fliggvény
integrélhatésiga

zért intervallumon
monoton fliggvény
integralhatd

Tételink 2 korltossdgot
nem tartaimazza, mivel
2z a monotonitésbol
adodik.

HATAROZOTT INTEGRAL

6.4. Tér

Az [a; b]-on korltos f(x) fiiggvény ezen az inter-

ha az [a; b]-hoz tartozé oszcilliciés dsszegek
sorozata minden hataron til finomod feloszts
mellett 0-hoz tart.

Bizonyitas
I. Ha f(x) R-integrilhat6 az [a: b]-on. akkor §,=lims,.
Kiilonbségikre ezért: Lo
lim$, - lim s, = lim (5, - 5,) = lim 0, =0.

2. Ha 0,0, ukkor:
0=lim0,=

Ezt a tételt sokszor a kovetkezs modositott formaban szoktuk alkal-
‘mazni.

Térei: Az [a;b]-on korlitos f(x) fiiggvény akkor és
esak akkor R-integralhatd, ha birmely pozitiv

e-hoz megadhats olyan felos s, amelyhes tar-

liciGs dsszeg kisebb endl: Oy, f, <e.

Megjegyzések:

z
§
3

aza Konnyités”, hogy tetszoleges e-hoz elég
amelyhes tartozd oszeilicios oavzcg Kinebb,

0, (mz,:gxﬁl ket kell(:ne)

skt et e ko o cmk e tipusi tételszerkezetek. Inukahn

Kivetkezmény: A fentick fontos hozadéka, hogy amennyiben /()
az [a; b]-on korlitos és R-integrilhat6, akkor [a; ] birmely zirt rész-
intervallumn is R-integralhaté. (Ha az oszcilldcios dsszeg Kisebb
e-nil, akkor ez [a; b] részintervallumin is kisebb, mint .)

6.6. Térin:  Ha az f(x) fiiggvény monoton az [a; b]-on,
akkor R-integralhaté is [a; 5]-on.

Bizonyités

A it végezniink ané é iggve:

t, szokis & mi csak 4 monoton névekvd fiiggvényckre
1ga1.oljuk atételt.




-gyen F, <X <...<x,=b] tetszdleges felosztis, ennek
finomsdga pcdle Ahozzi turtoz oszcillicios osszeg:

0= 2050 30,8,28, 3¢
= b= =

=4, Y (M~ m).
A fiiggvény monoton nvekedése miat tetsz6leges i-edik részinter-
vllamea () =M, f(3;-1) = Tey
Ay Z(M —m)=4,- 2(/( )= i)
Az utols6 szumma jel utin f(xo) = f(a) és f(x,) =f(b) kivételével
minden tag kiesik. fgy
02 0y 1 <8, (/D) = fla).

Mivel /(b) — (@) konstans, igy ha An — 0, akkor O, 5, 0. A 6.4-es
tetel miatt igaz az it
1. példa N

Vizsgéliuk meg a 6.6-0s tétel segitségével az f(x) = x- [x] fliggény tetsz6-
leges [a; b]-on valo R-integralnatosagat. ([x] az x egészrészét jelenti.)

Megoldas

Ha 0<.a < b, akkor a fiiggvény monoton nvekvs, az elobbi tétel miatt
Reintegrilhaté. Ha a <b < 1. akkor a fiiggvény monoton cstikke
azaz Rintegralhat6. Ha viszont a <0 és 1 < b, akkor célszerd olyan
részekre bontani [a: umelyeken mér monoton a fiiggvény és gy
megvizsgalni az egyes részeket

tani [a; b]-

A d.1-es tételben littuk, hogy a folytonossig a differencidlhat6sig
sziikséges, de nem elégséges feltétele. Vizsgiljuk meg a folytonossig
és 4 Riemann-integrilhatosig kapesolatit!

6.7. Tér Ha az f(x) fiiggvény az [a; b]-on folytonos, vagy
Korliitos és véges szimi pont ivételével folyto-

nos, akkor R-integrilhaté ezen az intervallumon.

Atétel iguzsigit a zit intervallumon folytonos figgvény cgy speci

bizonyit-
atnink: erre, lltve a 1 vonatkozo tételre alkalmazzuk a 6565 ttelt
s a entck miat hosszabb elSkésaletet igényelre, uni

Konyviink
clégséges, de nem ~zuk\¢we\'elxelcle mnuk hogy f(x) [a; b]-on R-i mrcg.
rilhat6 legyen. Van olyan fiiggvény. amely nem folytonos [a; b]-

de integralhaté — ilyen pl. f(x) = x - [x] vagy f(x) = [] az [1:6,2] felen

173

az [0; b]-on majdnem
mindenhol folytonos
figguény integralhato




6.8. tetel
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Megjegyzés: Még egy technikai jellegd tételt emlitink meg

68T

Ha az f(x) fiiggvény R-integrlhaté az [a; b]-on, akkor
o 5 AT

amennyiben g(x) figgvény az f(x)-bol tigy keletezik,
hogy az [a; b]-on f(x) értékeit véges sok helyen meg-
viltoztatjuk. Ekkor

Kivetkezméy

v Ha az f(x) fiiggvény véges sok helyen nines értelmezve
wz [a: bJ-on, de D kibovithets gy, hogy uz igy keletkezs (o) fiigevény
az [a; bl-on Reintegrilhats legyen, akkor f(x) is Reintegrilhatd, é integri
megegyezik g(x) Reintegraljival




4. A Riemann-integral tulajdonsagai

69.TéreL:  Ha az f(x) [a b]-on R-i mlcgralhal() é ceR
- :

hatérozott integrél

et c-fx) isR:
G

5 5
e fwdx = [edx.

Bizonyitas
F, legyen az [a; b] egy felosztisa. Ekkor ¢ f(x) Riemann-tsszege:

fﬁi( BORCRMPENS Y RO

Tehit ¢-f(x) R ge /(x) megfelels Ri !
caszerese. Mivel /(x) Riemann- mlcgmlhnl(t ezértaz (1,,) sorozatnak
van hatirértéke, és

jim =

col,=c liml,.
gy a hatirérték konstansszorosdra vonatkoz6 tétel miatt ¢ f(x)
integralhatd, illetve integralja a tételben kimondott formula.

1. példa b N
Hatérozzuk meg az [ dx Riemann-integrélt
a

Megoldas
5

5
fedv=c-[1ax=c-0-a.
2. példa
Hatérozzuk meg az [ 5xdx Riemann-integrélt.

o

Megoldas ,
[sxdx=5-[rdr=5

Ha az f(x) és a g(x) Rei
akkor f(x) +g(x) is

tegrilhatok [a; b]-on,
tegralhaté [a; b]-on, é

5 b
J(ﬂx) +g())dx= [j(x)dx + jg(x)dx.
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Konyhai" széhasznslatal

akonstansszorzg
Kiemelhet6
az integriel le

&sszeg hatérozott
integrélia




Abizonytést telies
indukciéval végezhetiok.
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Bizonyitas
Az [u b] egy F, felosztisihoz tartoz6 f(x) + g(x) fiiggvény Riemann-

=S s

=)+ 80)- (=10 + (e ¥ (62) (a1 +.

M) 8(e0-0)- =509 () +5(6) 51
= - (1m0t ()G )
B S R
S0 Gros0Ester6nod

Tehit /(1) +8() tetszdleges Riemunn-sszege f é g figevények
Riemann-sszegeiként 4l el6. A hatirérickek osszegére vonatkozo
tetel felhasznilisival kapjuk az dllitist.

Atétel szerint sszeget tagonként integralhatunk, b

az 6sszegben sze-
repl6 fiiggvények kiilon-kiilon mind R-integ:

Ihatok [a: b]-on.

Kvetkezmények:

. Ha fés g Reintegrilhaték [a: b]-on, akkor f(x) - g(x) is R-integ-
ralhatd itt, és

7 i
[0 w)as= [ - fewas

2. Ha fj(x) fiiggvények az [a; b]-on R-integrilhatdk és ¢; € R tetszd-

leges konstansok, akkora 'c; - fi(x) is R-integrlhat6 [a; b]-on, és
i

5
@ fiw+er fo+.. e,

5" b 3
=[er fodx+ e fu@dx .t [, f0dx.

3. példa %
Hatérozzuk meg az j’ (x~1)dx Riemann-integrét.
Megoldas

J’(\ |)dr.j;dp]’|d =

a-b.




Az aldbbi ket tétel technikai jellegd, bizonyitisaikkal nem foglalkozunk.

6.11. TéTeL:  Haaz f(x) ruggvmy Reintegrélhat6 az [a; b]-on
& a<c<h, akkor

j/(xmx: jf(x)ax + [/(xmx.
Ha a<c<b ésaz f(x) figgvény integralhaté

az [a; ] és a [e; b] intervallumokon, akkor
az f(x) az [a; b]-on is integralhatd, és

. 5
Jr@ax+ [fedx=[fwax.

N

4.példa
Hatérozzuk meg az j Ixldx Riemann-integrélt.
5

Megoldas
J‘IA\dr—fj‘\d\fj\d =

Kovetkezménye
© A tétel ismételt alkalm.

dsival a<ey<...<c,<b esetén, ha
Iéteznek az aldbbi mlcvmlnk akdor el

hngy

j/(nd x+ r/(\)dx 2 jﬂ\)dx *J‘/(\ydx

2. Ha f(x) fiiggvény R-integrilhat6 az [u, b]-on, akkor
o y o

[fodr=0 &

3. A6.12-es tétel ukkor is érvényes, ha a, b, ¢ € R tetsz6leges sz-
mok. Hu példiul a <b <c, ukkor

[/mdw[fmdv—]mm

Ugyanakkor
) . . . 5
[rwdx=[fwdx - [ fodx=[foode+ [fodx.
a a b A ;

A hatérozott integril tirgyalisa sorin mar 8 definicioig és 12 tételig
Sutotunk. Asonben Rismann it darab feladatban
hatiroztunk meg. Ennek okiira a kévetkezs feladat ad magyarizatot.

integracis intervallum
folosztés

integrécios
intervallumok
egyesitése
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5. példa N

Szamitsuk ki 2 4 cm oldald négyzetbe it parabola ital
bekerftett, az 2brén vilagoszolddel el teriletet

Megoldas

Tckmm.k a 9. dbrit. Mivel a parabola mmmemkm & szimme
tengelye
letet m:ghalamzm Akonnyebb kezelhetGség \edvean helyezziik el
utébbit

ia-

9.dbra

Az in. paraboliks
héromsz6g teriletét mér
Arkhimédész is
meghatérozta

Ha a parabolaiv alatti piros teriilet kétszeresét kivonjuk  négyzet terii-
letébdl, megkupjuk a feladat megoldisit. Az iv alatti teriletet R-integril
adja meg

Fiiggvényiink tehdt f(x) = 12, a zirt intervallum pedig a [0; 2]. Mivel
J(x) itt szigordan monoton, riadasul folytonos, ezért van Riemann-
integrilja.

Osszuk fel [0:2]-ot n egyenls részre. gy az i-edik rész hossza:
2

2
xo=0=
L

Afiiggvény szigorian monoton névekva, igy

m= [ﬁ -1
E

magas téglalapok terii-

B 2\
w0 {d-

[;]3v é(r =12

2
Azals6 Ssszegben = szélességd, ((i -1
7

letének Gsszegét hatirozzuk meg

2 (27 2)
+1V[ZJ+ +— i-17? (1J+..
n
3
:[*]v[OfH»...*(ufl)Z]
n

dukeiondl mir belittuk, hogy:
¢ ik + 12k +1)




Haaz F, sorozat minden hatiron til finomodik, akkor finomsiga:
Mivel tudjuk, hogy létezik
a2 iegrdl, ezért a felst
‘sszeget csak a gyakorlds
kedveért hatérozzuk meg.
n 6 -
{i +l].[z . ')
n n
igy !
Jims, _1.m— (H ) (2+7) ms,
n) 3 noe
Tehit f(x) = [0; _]m vett R-integrilja:
]' dx
Az eredeti feladat m:gw]dma N
16 -
Feladatok
1. Szimitsuk ki a kovetkezo R-integralok értéket:
H 3 0
@ [2dx b) [3dx o) [3rdx ) [2xdr.
i H 2 3

2. Bizonyitsuk be preeizen, hogy amennyiben / és g R-integrilhatok [a; b]-on, akkor

S - g0 is R-mlcgni!halé [a: b]-on, és
freo- scopas —j/mdw

3. Szamitsuk ki uz alibbi R-integrilok enteéts

a) I(l\ ~3)dx; b) I(J 2v)dx.

& Szdmitsuk ki a kovetkezs Reintegrdl éneket:

I(Sx+1)dx+J(l+5\)d\75 J[\+ ]




6.13. tetel

E2t haszndiuk i /() >0
filgguények alatt terllet
vizsgalatakor is.

6.14. tetel

az integrélszamitas
ols6 kbzépértéktétolo

HATAROZOTT INTEGRAL

5. Az integralszamitas kozépértékiételei
(kiegészitd anyag)
1 mutata, hngy mé; g, egyszert figgvény

is elé
»egxhegevzl (esetleg el sem végezhetd).

Az el6at lecke wiolso pldija

A probléma kezelése érdekében az ilyen feladatok
eljirist kerestek. Ezen elji

hattuk ~ tovibb crcfeszi

a amitis kiszépértéktételeiként emlegetik &

Ha az f(x) fiiggvény az [a; b]-on R-integrilhat6
és f(x) 20 minden x € [a; b]-ra, akkor

)
Jwdx>0.

Bizonyitas

Mivel a felosztisokhoz tartoz6 Riemann-tsszegek a feltételek szerint
nemnegativok, igy a minden hatdron tal finomod felosztissorozathoz
tartoz6 Riemann-6sszegek sem azok.

6.14. Téren:  Haar f(x) és g(v) figgvénycknek Iéterik Reinteg-
réljaaz [a; b]-on és f(x) 2 g(x), akkor

s 5
j [fx)dx> jg(x)dx.

Bizonyitas
Mivel f(x) > g(x), ezért f(x) — g(x) > 0, igy az el6z6 és a 6.10-es tétel
miatt

mdx—j () - g()dx

vagyis a tétel dllitisa uuml
A I S O -
nevezni.

Ha az f(x) fiiggvény Riemann-integralhatd az
[a; b]-on ésals6 hatira m = inf[f(0)], felsd hatara
M = sup|[f(x)] minden x & [a; b] esetén, akkor

b
m-(b-a)< [f)dx< M-b-a).



Bizonyitas
M-etés m-et tekinthetjiik vigy, mint konstans fiiggvényeket az [a: b]
Mivel m<f(x) <M minden [a:b]-beli x-re, igy a 6.14-es tétel
Ketszeres alkalmazisival:

5 5 "
[maxs[reodv<[max

A69-es el wn o8 phld ulapjnn

IrndA =m-(b-a), JMd\ =M-(b-a).

Ezekbol adodik a tétel dllitisa.

' ilvin f(v) fiiggveny [a: Bleges als6 (k)

uia i igaz (ekkor nem kivzépértekiételnek hivjuk, mert nem

.szorosan” fogja kozre az R-integrilt). Ha példiul az f(x) figgvény folytonos

T b)-on, skkor a tétel szemiéletesjelentését a 10. ibra mutatia (az egyre vili-
20s0d6 teriiletek takarjik egymist)

AG 1506 sl 2 Rl et b a1l PAGAL ]’ drre
a kovetkezd becslést kapjul

|ox:4-33ij’dx54-73:1372.
3

Persze ez a beeslés elég durva, hiszen a pontos érték 580. Az integril

becsléséhez hasznilhatjuk a kivetkez6 dll

Ha f(x) R-integralhat6 az [a: b]-on, akkor | f(x)] is az [a: b]-on, és

" )
‘I/(x)dx S“,/(,\’)\dr.

Igazolisiit az abszolit ériékre és a 6.14-cs tételre & |heljuk.

Afeltételt dgra szikitve a tétel

Haaz f(x) fiiggvény folytonos az [a; b]-on, akkor
van olyan ¢ € [a; b], amelyre

P
Jf@ax= @)@ -a).

Bizonyitas
A 67<~ tétel miatt [a b]- -on folytonos fiiggvény R-integrlhat6.

fe!vm. M maximumit é m minimumi. lgy a 6 x5 -5 tétel miatt:

[/mh

y
meb-a)< [fdvSM-b-a) = M M
b—a

181

10. dbra

az els6 kozépértéktétel
Kbvetkezménye
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A 3.8 Bolzano-tétel miatt a zirt intervallumon folytonos fiigavény
aszélscértékei kozott minden értéket felvesz, ezért van olyan
ce [a:b]. hogy

5

) (b-a).

Megjegycések
1. A tétel bizonyitasiban jol lithatd a matematikai bizonyitisok egymisra
épilése. A bizonyitis sorin & 3.7-¢s, 3.8-as, 6.7-¢s, 6.15-0s tételek ered-
ményeét haszniltuk kozvetleniil. De peldul a 6.15-5s tételt a 6. 14-essel
364t 3w sepiuépéve itk besib, Yo anyilfurknyi étclben
afelsorolt b hat, dltalunk is ismert
talilluté meg. Tobbek Ciate e & i bizonyitisok nehézsége:

2. Miért hivjik az integrilis kozépértektételénck? A szimtn
Kzepeknél szoktuk emlegetni, hogy ezek azért kiszépérteh
Kicserel

e a tagokat, tényezoket stb.,  megfeleld dtlag nem
viltozik. Pl

Ha [a; b]-on mindenit f(c) lenne a iggvényéték, akkor a tétel szerint ezen
Konstans figgvény f(c) - (b - a) Reintegrilja ugyanakkora lenne, mint
az credeti Reintegral. Az elnevezést ezen analoy lja.

. Afolytonossig feltétele nélkil  6.16-0s tétel nem igaz. Példiul a szignum
fiiggvényre meghutirozva u megfelel s, éx 5, dwzegek hatirértekeit

Jsenvde=ba, ha a<o<h

Hamost «

Azonban
(2-1)- fo), amibdl ficr

Cuakhogy 4 fiiggvény nem tartalmazza ezt az értéket! Ezért nem igaz ri
a fenti tétl

(A szignumfiiggvény dltaldban arra szokott példa lenni, hogy nem kell
s Wggeinymal o yomosnak ot by gy oxzon B mis )




6. A Newton—Leibniz-tétel

Az eddigi néhiny példibl littuk, hogy az Reintegril meghutirozisa
g viszonylag egyszer feladatoknil sem konnyd — lisd pl. f(x) = x,
e fnggv:nyekcl Sok gondot okoz uz uls6, felsd. esetleg
Riemann-dsszegek meghatirozisa, nem is beszélve az ezt kovetd
hatiérkespimolisoksdl Mis it ell kereunink.

A G.S-m mel kovetkezménye miatt, ha az /() ﬁlggvc‘ny az [a: h] -on
ikkor ennek birmel; ril-
mm L.egyen xe [a:b] tetszdleges valés szim. Az elﬁbbnek \z.enm
[x) fiiggvény R-integralhat6 [a; x]-on (a < x < b). Mivel az integral
Fels hatira v, uz integrandusban mas betdt kel frmunk, példul -t

[/mm

Tgy egy uj fiiggvényt hnzunk létre: minden x € [a; b]-hoz egy valés
szamot, [ fiigavény [a; x]-on vett R-integriljit rendeljiik. Ez a fiigg-

vény uz [a; b]-on van értelmezve. Azt s régeitsik, hogy i iggve-
nyiink az integrilisi viltozok kivziil  felsd hatir fiiggvénye. Hasonloan
Iehetne az als hatir fiiggvénye

6.9. DEFINiCIO: Ha az f(x) fiiggvény R-integralhaté az [a; b]-on,
akkor a F(x)= J f@)de-t integrdlfiiggvénynek*

nevezzitk (v  [a; b]).

Angol nyelvtcilten triletmérd iggsénynck isnevezik F(xyet mivel
az 3] fe éréhoci ahozik. (1. o)

tegrilfiggvény szoros kapesolatot teremt a differencidlszimitis
gril, valamint a hatirozatlan integril kézott, ezzel utat
nyitva a hatirozott integril kénnyebb kiszimitasa felé.

Haaz f(x) fiiggvény R-integralhaté az [a; b]-on,
akkora F(x)= j f(H)dt integralfiiggvény [a; 5]

minden pontjban folytonos (a-ban jobbrél,
b-ben pedig balrél). Tovibbs minden olyan
x €[a; b] pontban, ahol f(x) folytonos, ott F(x)
integrilfiiggvény differencidlhatd, és F/(x) =/(x).

Bizonyitas
Elészor a igot igazoljuk. Az R-integrilhatésig sziikséges

feltétele a korlatossag, ezért f(x) [a; b]-on korlitos: van olyan
0<KeR, hogy | /(1) < K minden 1€ [a; b-ra.

@

T rorob Y

11, dbra

integraltiiggvény

az integralfiggvény
folytonosséga




A6 12-es tétel

2. kovetkezményét,
26.12-es ételt
6526.15-05 tétel uténi
becslést haszndltuk fe,

Newton-Leibniz formula

HATAROZOTT INTEGRAL

Birmely x, # x € [a: b]

[Fe) - Fxo)|=|f e - [ ran| =

j./(/)d: +T find

<j’\/(n\a:<fka:
Y 5

Innen tetszSleges Ane [a: b] pontbeli folytonossig azonnal adédik,
mert ha x > xo, al

lim | F(x) ~ F(xg)| < lim K-[x -

j/md:

K- (=)

L lim F(x) = F(xp).

Ez pedig u fiiggvény xo pontbeli folytonossiginak a definicidja
Annak bizonyitisira, hogy F(x) a tétel feltételei mellett differencilhato
egy tetszoleges x € Ja; b[ pontban, irjuk fel a differencidlhanyadost
akovetkez6 alakban (felhaszniljuk a 6.16-0s tételt):

cr o
Fa+h)-Fx _1
= [ Jroar mea:]:

“ih
:% {f(nd::% e flo)= fio).

Ha most & — 0, akkor ¢ — x, mivel ¢ az x és x +h kozétt van. gy
(€)= f(x), mivel f(x) fiiggvény x pontban folytonos. Tehit F(x) x-beli
deriviltja f(v).

Az a és b pontbeli féloldali differencidlhatosig az x=a és
vilasztis mellett analog modon lithat6 be

Ugy is megfogalmazhatnink, hogy ha f(x) fiiggvény folytonos [a: b]-on,
akkor F(x) integrilfiiggvény primitiv fiiggvénye f(x)-nek az [a; b]-on,
hiszen F/(x) = (x). Ezek alapjin a hatirozatlan integralra is tehetiink
egy fontos megillapitist: ha f(x) [a; b]-on folytonos fiiggvény, akkor
ezen az intervallumon van primitiy fiiggvénye.

A tétel segitségével f(x) hatirozott integrilja sokkal egyszeribben
Kiszimithat6, mint eddig littuk — csak az sziikséges, hogy létezzen
primitiv fiiggvénye.

5.18. NEwron-Le Ha az f(x) Ri 2
rélhaté az [as b] -on és f-nek létezik F primitiv
fiiggvénye ezen az intervallumon, akkor

y

Jfedx=Fb) - F@.



Bizonyitas
Legyen [a: b] egy tetszdleges felosztisa £, = {a = <x, <
Abbol a ténybo, hogy F(x) primitiv fliggvénye f(-nek (F' (x
kévetkezik, hogy F(x) folytonos [a; b]-on, illetve ennck tets:
részintervallumain. Irjuk fel az F, felosztishoz tartozo Riemann-
sszegeket gy, hogy [x;_y: x]-on azta ¢; énéket vilusatjuk kizbiils6
érteknek, amelyre 1565 Lagrange-féle
Kozépertektétel feltetele, tehit
F6) = Fio) = F/(e) - (-

Ezért az aldbbi Riemann-dsszeg:
= ;/(“.) (=)= XF ) (- xi)=

=) 5= F5) () = FO - Foy

i) =M(6) - (=)

ARiemann-sszeg tetsz6leges minden hatdron tal finomods F, felosz-
tissorozatra clkészithetd gy, hogy eredménye F(b) ~ F(a). Az f(x)
fiiggvény [a: b]-on vett R-integriljaa ¢; helyektsl fiiggetleniil is csak
F(b) - F(a) lehet (feltettiik, hogy R-integrilhato!).

Szokisos jelolések:

i
Jfeodx = [Fel) = Fooll.

Megje
1. A fenti tételt a Reintegril tulajdonsigaira hivatkozva Kissé egyszertbben,
e , < s - SEYimna,

Ha f(rnek G(x) primity figevénye, akkmmml czek cxik Konstansban

G =FW+c. értelme-

2ése miatt

jfmd x=Gb)= F(b) +c,
s Kord megillapisank it
o= fdr=Gw=Farre ity o=
Knv:lk:zé\képp::n

Jrwdr=6)=Fiy -,

5 v i e G
vitit, Ennek Kiikonis adaléka, hogy egyikitk sem volt az els6. A hat
integrlszimitissal 1630-16] sok tudos foglalkozot, pl. Fermat (1630),
Cavalieri (1635), Gregory (1667), Barrow (1668).

A Newton-Leibniz-tétel szerint ha ismerjiik f(x) primitiv fiiggvényét,
akkor az f(x) fiiggvény [a: b]-on vett Riemann-integralja mdr kénnyen
meghatirozhato.

PR D Feraur
(1601-1665),
francia jogész,

BONAVENTURA CAVALER
(1598-1647) olasz,
Janes GREGORY
(1638-1675) skot,
1SMG BARROW
(1630-1677) angol
matematkus.
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N
1. példa )
Hatérozzuk meg az [ cdx Riemann-integrét.
2
Megoldas
<
2. példa 5

Hatérozzuk meg ez [ x dx Riemann-integrélt.
1

Megoldds

3. példa 2
Hatérozzuk meg ez [ x?dx Riemann-integral.
o

Megoldas

4. példa

Hatérozzuk meg az jsinx dx Riemann-integralt.
]

Megoldas

[sinxdx=
o

cos ] = (~cosm) — (—~cos0) =1 - (-1

5. példa
Hatérozzuk meg az _[ Inx dx Riemann-integratt.
1

Megoldas
[inxax
i

[x-(nx=D]j=e-(ne-1)~1-(nl -1




6. példa 2 N
Hatérozzuk meg az J‘ dx Riemann-integralt.
o

T+

Megolds

El6szér a helyettesitéses integrilds és parci
reivel hatirozzuk meg a primitiv fiiggvényt:

1 1 1 1
jﬁd‘ v ,dr:J(Tfm]dr:Jlef

=tnt|-Inft+1]+c = In[—
1+e*

s tortre bontis médsze-

+e

majd a kapott primitiv fiiggvénnyel irjuk fel a Newton—Leibni

2 in2 2
! n 4
[=—=dx=|in In|—— |~ |in|-=—5||= 2.
L+et L+et 1+ehn? l+eﬂ 3
13 o
Megigyuts: A 2 lecke égén megudtk e Stles g

jSrery tegilra, illetve a Newton-} zabilyra. Tegyik fel, hogy 0(x)
monoton ndvekvé, §'() R l:gmllmé e 7o Koritos foggvény L bl.om
Ekkor f(x) akkor és csak akkor Riemann-Sticltes integralhats.[as b]-on, hu

S0 9" R |m=g|allmm [z b)-on. Ekkor:

J/mdwm :J/m- #dx

A é intG, sem a spec
ik, b elé et o o ényét ki
inegrilissal ¥ i Leib

Feladatok

1. Mennyivel mond tébbet a 6.17-es tétel anndl, mintha a folytonossdgra a differencidl-
hat6sigbol kivetkeztetnénk?

2. Hatirozzuk meg u Newton—Leibniz-tétel segi

sével u kovetkez6 hatirozott integrilokat:

z

7
u;]'(ntzndydv: I;)J.id\‘
1 E

x 3
o [sin2e+ cos0d; @) [esrax
o 2
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12, dbra

13 dbra

Ahatérozott inegrél
atengely alati teriilet
ellentetjét adja meg

HATAROZOTT INTEGRAL

7. A hatarozott integral alkalmazasai I.
Teriiletszamitas

Terilletszamitas

ElGszor a Rieman domok ek meghatiroi
Kozt kuponolatra mutatunk nehiny példit, A7 eddigs szomleletes
cometri talisokbal ithut (rint ejzet cejen b, hogy ha /()

Reintegrilhat6 [a; b]-on és f(x) > 0 itt, akkor j/mdx azon sikidom

teriletének mérGszdmit jelenti, amelyet /(x) grafikonja, x = a és
egyenesek, valamint az ¥ tengely hatirolnak. Utaltunk rd, hogy s mkl(.k
ezt az f(x) fiiggvénygorbe alatti teriiletnek, uz gy kapott sikidomot
pedig girbe vonalii irapénak is nevezni. (12 ara)

1. példa i N
Hatérozzuk meg az [sinx dx értékét
0

Megoldas

Mivel mindkét hatiron O a figgvényerték, a kérdezett érték az eldbbick

szerint a sinx fiiggvény grafikonju és az x tengely [0; 271] intervalluma

dltal hatrolt teriilet. ittin a gyaniitlan k:zdﬁk nagyon meg-

Griilnek. Hoho, a szinuszfiiggvénynek ismerem a v fiiggvényét!

Ez (—cosx). Mir csak a Newton-— zabilyt kell alksima
ehit

zre, hogy a fiiggvény az adott intervallumon
keket is felvesz é [7; 27r] intervallumon a Riemann-osszey
nem nagyobb nullindl, amikor felrajzolja a feladatnak megfelels dbrat.
(13. 4bra)

lgy rdjon arra — és remélhetdleg egy életre meg is jegyzi - hogy

jf(x)dw <0 abban az esetben, ha /(x) fiiggvény [a; b]-on nempozitiv

értekeket vesz fel. Ezért ilyenkor, hogy a terilet fogalminak meg-
feleljiink, az R-integril eredményét ~1-gyel kell szoroznunk:
5

Ha tehit f(x) fiiggvény R-integrilhaté [a: b]-on és vegyesen vesz itt fel
negativ és pozitiv :nekckel .;kkm [a: b]-ot olyan részintervallumokra



kell osztanunk, ahol f(x) tartja az clflét 1 . Egen esintr.
vallumokon Kiszimitjuk 4z R-integrlok ériekét, majd dsszegezziik
ket tigy, hogy a negativ muken az integril ~1-szeresét vessziik.
A részintervallumokat az f(x) =0 egyenlet megoldsaiként kapjuk.
A primitiv fiiggvényt elég esak egyszer meghatiroznunk.

Fenti példink esctében a teriilet tehit: 14.4bra

2
nvdi- [sinxdr=2+2=4.

2.példa
Szamitsuk ki az r sugard kor teriletét.

Wegoldss

uz origd kizépponta ki cayenlete (11.-es kinyv) a koordinitu rerssarben
x4+ y7 =12 (birmely mis Kozépponti, r sugari kr az orig6ba tolhat6), ele-

gond 5k negyediiriap ebires meghathsomn. (16 v

Kifejezve y=r?—x2et és feltéve, hogy v e [0: 7], f(v)=y fiiggvényt

Kapunk. A terilet: : 15. dbra
i = N5 (2] ax
ok NG Maga a kornem figgvény.
V— = = . X Ha-r<x<r,
iv fiiggvényét uz eldzs fejezetben tirgyaltak alapjin az akkor x-hez ket kilonbdzo
helyettesitéssel hatirozhatjuk meg. Formlisan szimolva: ’ y érték tartoz
xeresing dr=recosdi, x PR
fgy a hatirozatlan integrl:
] ‘_[’ d= [VI=5in?1 - r-cost di 2 apr6 betds
- helyettestéses inegréit
oy, [/ 4 S haszndlok!
2 22
Anegyedkir terileténck négyszerese a teljes K terilte, azaz.
Akivetkez példa elétt dllapitsunk meg egy egyszerd tényt. Ha f(x) 16.dbra

és g(x) fiiggvény is folytonos [az b]-on, f(a) = g(a). f(b) = g(b) és
J@)> g(x) Ja: b[-on, akkor a ket fiiggvény grafikonja dltal hatrolt
sikidom terilete (16 atra):

) ) )
7= [fwdx - fsodx=[ (0 - go)dx




2010 okigberében vott
emelt saint éretiségi
feladat 16 pontért

17.4bra
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3. példa N
‘Szamitsuk kiaz f(x) = X2, g(x) = v fliggvények 4ital kozrefogott terilletet.

Megoldas
Hatirozzok meg ket figgvény metszspon j
)= g(x); Vx(ex 1) = 0, x,=1.
Afiiggvények u (0 0) és (1 1) pontokban mets: kegymaq Mivel V&
az adoit intervallumon nagyobb, mint %, igy a keresett feriilet:
'

4. példa N
Az x? = 2y egyenletl parabola az x* + y? <8 eqyenletdl korlapot két
részre végja. Mekkora a konvex rész terilete? Ne hasznéliuk 7 Kozelits
értékét!

Megoldds

Akbreikk teriiletét fel (’udjukl
szoget, Hizzunk hit a
Akereset féler el ének, valamis gye,,.
letd i '

2
Thnbotodais = J[
.

Akeresett ter

v . 4
=2 (et + piotata) = 2745

Megjegyzések:

1 f\ dx helyett kisz

ithatjuk 4 kis hiromszdg terileté

Iz
elég [Zdx
o 0?2
integrilt meghatirozni.

2. Ha ok helyetetéoe negriln oz ozt eenet 2 leckéinck végo,
akkor sz akibbi modon is eljirhatur



A Korlapot hatirol6 korvonal dthalad a (+2; £2) pontokon. Ezek koziil
@ (-2:2) é (2:2) pontokon u parabola is dtmegy (18 dbra). Az ibra
simmetikus 1z tengelye, clég cupin a2 1, sknegycdbe 6 réat
Kizil . 2[-on 4 krvonal a ps

18, dbra

[m

fey  felterilete addik N
L
et 32743

amib6l a keresett terilet:

Ivhossz-szamités (kiegészitd anyag)

Mir az ltaldnos iskola 6. osztalydban megi iink a kor ket
tével, de a keérdés azota is fennll; hogyan ha
Ha a sikidom sokszg, akkor a keriilet a hatirol6 oldalak hosszainal

. Akbit azonban nem egyenes szakaszok hatdroljdk. Persze ezt s
Iehet mérmi, ha Pl cgy vékony cémaszilat ritekerink a krvonalra,
és lemérjiik a cémaszal hosszit. Ez volt eleinte a kovetett eljirds.

Mit értiink egy olyan sikgrbe hosszin, amelyet nem csak egyenes
szakaszok alkotnak? Legyen az egyszertség kedvéért a sikgorbe olyan,
amely megegyezik valamely [a: b]-on folytonos fiiggvény grafikon-
javal. (Ha nem ilyen, akkor dltaliban felbonthats ilyen tipusd részekre.)

Legyen £, = {a= 5o <x, <... <x,= b} ezenintervallum egy felosztisa, '} A

Jelolie P (x;: /(x7)) a grafikonon lev pontokat. A PoPy, PPy, ..., P, P, Py J

szakaszok egyiitt egy, a 19. dbrin is uumo fordttvonalat alkotnak. N

Ezta é nevezzik. 5 |

A trottvonal hosszit a Py, P, ..., P, ponlnkal Gsszckotd szakaszok | 0 M 4 ik
hosszinak dsszege hatirozza meg: 19.dbra

0,23t )
191




20, dbra

fiiggvénygorbe
ivhossza

Ha f'(x) folytonos, akkor
fix)-et siménak nevezzik.

simul” a
) fnggv:ny [a: b] feletti gmfkon]ahnz Haaz F, felosz

HATAROZOTT INTEGRAL

trdttvonal
rozatot

126 O, dsszegsorozat eg;
1cm lckmuuk az [a: b

Minél tbb az osztépont, annl jobban .

‘minden hatdron tal finomitjuk. s a hozz tart
véges hat kkor ezt a hati
feletti f(x) fiiggvénygorbe ivhosszinak.
Megjegyeés: Nem minden folytonos figgvénynek van ivhossza egy adot infer-
vallumon. Minden valds pontban folytonos iz

o= 1

de f(x)-nek a [0; 1]-on nincs ivhossza. (20. abra)

6.19. Térer:  Haaz f(x) fiiggvény az [a; b]-on differencidlhaté
& f'(x) folytonos ezen az intervallumon, akkor
az f(x) figgvény [a; b]-hoz tartozé grafikon-
janak ivhossza:

:—j‘/n (f@)?

Bimnyilés

gye Xp<x;<...<x,=b} az [azb] egy felosztisa.
Ekbor ftlmclck eecint s Blosmsitos titcss, tetitsonal bosest
Jelélje

ahol
AP = (5= 0+ (06) - S0
igy

0,23t —w 0+ () - ./(x,,o)?
A 6.15-6s Lay féle dif i i étel alkal-

mazhato a fenti 6xszeg misodik tagjaira, mivel rel]:»ulmk i a tétel
feltételei. Ezért van olyan ¢; € ]x; hoy

S) =f@i0) =L (@) (5= x50)-

igy kiemelve (x; - x;_;)2-et:
AP == 5P+ () (@) =

s+ (@)

r),,:i(‘,f X)L+ (f
=

amibol




Mivel /'(x) folytonos [a: b]-on. \[1 +(f(c))” fiiggveény is az. A6.7-es

tétel sacinta foytonos figgvény Rrintgrilhtd. Viszont fent 0,

ge: az O,nek birmely, minden

hatiron 16l finomods felosztissorozat mellett egy véges hatiréricke

van, és ez
73
..:j, i+ (/o) dx

Ennyi elokéscziilet utin ekilithatunk 7 sugars Kivkerilt meghati-
rozisinak. Nyilvin a keriilet meghatirozisinl litottakhoz hasonldan
az origé kézépponta, r sugar kér keriletet célszeri vizsgilnunk.

5. példa
Hatérozzuk meg az r sugar kor Keriletét.

Megoldas
Kordbbi megallapitisaink alapjdn ¥
fiiggvénye x-nek. Bevezetve az y = /(x) J: lést:

ahol y folytonos

Fo és
Azivhossz:
¥z
] < r-fusin
o

21.4bra
Az egész ki keriilete ennek nyoleszorosa: K = 2rm.

Feladatok

1. Hatirozzuk meg gyakorlisképpen integril.
é és itfogGjinak hosszit. (Helyezzi

la 3 és 4 befogdji derékszdgi haromszdg
i dkalmas koordinita-rendszerbe.)

2 Asmlcy et i it dielviti e
Adisz szélessége 80 em, magassiga 20 em, gyakor-
6 fél paraboladarabbol van ésszellitva. Hiny
e it o A

(A szélén pint fut, azt nem kell lefesteniink.)

3. Lissuk be, hogy a kévetkezé fiiggvénynek [0; 1]-on nincs ivhossza:

Fide \-cns[%]. ha x#0,
0, ha x=0.




22.4bra

forgastest térfogata
4 Q

23.dbra

HATAROZOTT INTEGRAL

8. A hatarozott integral alkalmazasai Il.
Térfogat- és felszinszamitas
(kiegészité anyag)

Forgastest térfogata

Azemelt szinti kényvben csik az tn. forgdstestek térfogatinak kisz:
iival foglalkozunk.

Mit értiink forgastesten? Ha egy, az [a: b]-on folytonos f(x) > 0 fiiggvény
grafikonjit megforgatjuk a koordindta-rendszer ~ dltaliban - x tengelye
Keriil, akkor forgstestet kapunk. Példiul a 22. dbrin lithat6 /(x) fiigg-
vényt [a: ] folétt, egy i Jjutunk.

Atérfogatot is  Riemann-integril segitségével hatirozzuk meg.

6.20.

Ha az f(x) figgvény az [a; b]-on folytonos és
fx) 20, akkor az f(x) fiiggvény grafikonjinak
a2 x tengel ‘megforgatiisival keletkezett
forgastest (¢rfogata:

V=r-[f2(x)dx.

Bizonyitas

Legyen F, = {a=xo<x, < ... <x,=b} az [a; b] egy felosztisa, és
x€ [343.5]. Mivel f(x) folytonos az [x,_; x;]-on, ezért a 3.7-es
Weierstrass-tétel szerint itt felveszi minimumat és maximumat.
Ha x € [x;_;; x;], akkor m; = min[f(x)], M; = max[f(x)].
Afeloszts sordn keletkez6 beirt és korilirt téglalapokat a fiiggvénnyel
egyiitt megforgatjuk az x tengely koril. A keletkez6 belsG és kiils
hengerek térfogatai kozrefogjik az f(x) grafikonja dltal létrehozott
forgastest térfogatit (23 ara). A hengerek térfogata:

mpew (vi-xi) € MPom(v-xi_),

2.7 (- X ).

ezért P 5
Views = 22 (= %) & Vig

i

Ezek a forgistest belsejében levG és az abbol kilogs ,elemi
Bsszegek. Mivel a fenti dsszegek a - f2(x) folytonos fiiggvénynek
[a; b]-on vett alsé és felsé ssszegei, igy a folytonossig miatt ezen
az intervallumon - 2(x)-nek létezik R-integrilja, ez pedig

)

7 [P
igy F, minden hatiron til finomods felosztissorozat mellett:
\

im Vi = fim Vi = 7 [Pwdr=v.



1. példa

Hatérozzuk meg az r sugar gomb térfogatét.
Megoldas
Az [ =7 —x? fiiggvény [0: #]-on folytonos. Ha megforgatjuk
az x tengely kiill egy felgombot kapunk, melynek uz eldbbiek szerint
térfogata:

Vitgomb =7 .j(, 2_2)dx=n {,’

o
gy a gomb térfogata ennck a duplija:

2. példa

térfogatét,

Megoldas
Tekintsiik tigy az r sugart gmb m magassiigd szeletét, hogy tengelye
az x tengelyen fekszik (24 stra. Ekkor az integricios intervallum és

Dyis [r=m;r], abol fin=

32— (r 7"1)2]
r—my =
( ) 3
202+ 2m — mz]7

2.3
==+ m-n)-
F D 3

(203 +2r2m + 20m> —

— 273 2r%m 4+ m?)
=r-
N 3

3m? - m® m?n
=n| T Gr—m)

Forgastest felszine

Hanem siklapokkal hatirolt testrdl van sz6, akkor a felszin fogalminak
megh s igen nehéz. Zirt poliéder felszinéhez a hatarol siklapok
teriile ziik. Henger és kip, valamint csonkakip felszinét gy
atiroszulk meg, hogy gondolatban feviguk Oket. e sz astalr kit
ittt szabdsminta” darabjait Ssszegezziik (pal mlmplap fedolap).
Mia helyzet a gombhoz husonl testek esctén, melyeket akithogy is
darabolunk £l nem tudjuk kiterfon; a skon? Konver testeknel gy

195

24, dbra




E2 egy nagyon pontatizn
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Jirunkel, oy uesbe olyun konvex poliddeeket ik, umelyekack
Iszinét hatirolo feliileten vannak. Az ilyen

ainak szimit noveljiik gy, hogy
ziniik cgyre mbb«n Mk § oyes el e, Bz

afelsain fogalméra, nem is
definicionak szantuk

12.-es konyv 106. oldal

1) .elég 6", ha foytonosan

orlitos konvex
Hesbe beir poliéderck felsznsorozatinak el hatirit  Konsex test
felszinének nevezziik.
Ez hd\(\!\]ll az R-integril als6 dsszegeinek ~omz¢luhnz de beszélhetiink
Iszinérol is.
Ugy velherjik.hogy sz Rentgril segithettese Felsnének meghuti
in. Forgistest palistjdnak felszinét az sszegzett csonkakiip-
palasmk batircpckeként ha rozhatjuk meg.

25.dbra

Ha megforgatjuk a 25. dbrin lithat6 f(x) [a; b]-on értelmezett foly-
tonos fiiggvényt, egy forgistestet kapunk. Az dbra jobb oldali része
az [a;b) F,= {a=xy<x, < ... <x, =D} felosztishoz tartoz6 [x;_;x;]
Koriil keletkez esonkakip kiteritett palistjit szemlltet

A palist teriiletét megkapjuk az ismert képlet alapjin:
P=hyere(f(5) + )

Ha f() ,elég j6" fiiggvény [a: b)-on, akkora /; szakasz h

(derivta foytonos)

lehet alkilmazn a 4.15-5s Lagrange-fele ko

tételt.

Jelolje ; nemesak a szakaszt, hanem a hosszit is, akkor a 6.19-es
tételnl litottak alapjin:

P+ (1) - 1
= =51+ (1)

fgy a beirt kozelits esonkakipok felszinének osszege F, felosztis-
sorozat esetén:

A= S (1) )=

in (5= %) (JGi) + )1+ (7 @)



Mivel f(x) minden [x;_; x;]-on folytonos, a 3.8-as Bolzano-tétel miatt
van olyan 7€ [x;_y:.x. hogy

i) + 1)

= f(r).

Ezt kihasznilva:
=203 16 (- )T+ (@)
Mivel az elébb feltettiik, hogy f(x) .elég j6” fiiggvény, ezért
foo i+ (r oy
folytonos ﬁnzgv:ny az [a: 1;]m igy létezik R-integrlja. Ha F;, m'ind‘en

hatiron ti akkor 4, atir-
értéke a forgastest felszine:

5
A= 2 [0 i+ (£ ) d

Ha a forgistest teljes felszinét akarjuk meghatdrozni, akkor a kapott
palisthoz hozzi kell adnunk az alaplap é a fed6lap teriiletét is.

3. példa N

Hatérozzuk meg a 15 cm mages egyenes csonkagila alaki, aulrS nytott
Iémpabura kills6 felszinét, ha fedokre 5 cm, alapkére 10 cm sugaru.

Megoldas

A fenti test forgastest, palistjara alkalmazhatjuk j appardtusunkat.
Helyezziik el megfelel6 koordinita-rendszerben (.fektessik” el, legyen
5 em egy egység). Ekkor az alkot6 egyenlete

Aterilletegység 25 cm?, ezért a paldst 7573/10 cm? A megoldishoz
adjuk hozzi a fedokort:
A=P+251=75m/10 + 257 cm?

és: A bura felszinét a szokisos modszeriinkkel is meghatdrozhatjuk,
tjuk az alkotGjit:

A=l e ®era]ealst 1045 T =

=257+ 75710 em”.

Zart intervalumon
folytonos fiiggvény
aszélsdértékel kozott
minden értéket
felvesz.

Levezetésiink

nem bizonyités, ugyanis
Kozben hagyatkoztunk
Szent Agostonra

(nem pontosan a Riemann-
sszeget adtuk meg,
hanem egy oda tart6Y).
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Feladatok

1. Gyakorlisképp sziimitsuk ki hatirozott integrillal a 20 cm dmérja, 15 em magas forgiskiip

térfogatit és felszinét.

2.Azy parabola [0; 3] feletti részének y tengely koriili forgatisib6l kaptunk egy

i, ha kitessziik az esdre? Mekkora

a vizzel

3. Aforgistest felszinének képletében szerepel a garbe ivhossz
magyardzata?

il litott kifejezés. Mi ennek




9. Improprius integral (kiegészitd anyag)
Aleckét kezdjiik egy viszonylag egyszeri R-integrillal.

1. példa 2 N
Hatérozzuk meg az j Jz—dx értékeét.
U7

Megoldas
Mivel x~2 primitiv fiiggvénye —x~! + ¢, a feladatot kénnyen elvégez-
hetjik: 3

Viltoztassuk most az integral fels6 hatrdt 10-re, 1000-re, 100-ndl
nagyobb tetszleges b értekre.

2. példa N
Hatérozzuk meg a kovetkezo hatérozott integrlok értékét:
10 1w b
a)J;X—ZdX, b) j"?dx, a){?dx
Megoldas
10

Ugy tiinik, hogy ha az integral fels6 hatirit egyre nagyobbra vilasztjuk,
akkor iz eredmény egyre kozelebb keril 1-hez:

lim (1 - i] =1
el
Ugyanezen a médon az R-integrlnak adhatunk egy konkret értéket:
5
dx=lim jl,d.‘ = lim [l-i]
el TSRS

ladatot oldottunk meg, amelynek integric
kel szemben nem véges, hanem végtelen

gy olyan integrili ids
intervalluma az edd

értek
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3. példa i N
Hatérozzuk meg az dx értéket.
0

st

Megoldas
Mivel az integrandus primitiv fiiggvénye 2V + ¢, ezért:

—=dx=[2Vx.

Legyen ezutin az integrild 2
tetszleges pozitiv valos érték. 64
4.példa >
Htérozuk meg a Koveez hatroztintegrll it
a)IAdx D}I—dx, cjj—dx
Meqnldis
a) j —dr A["J'

b j—d‘—[x/'

-+l

Vegyiik észre, hogy az f(x) ﬁxggveny nem korltos a J0; 1]-on,

56ta.0 tinik
nem R-integrilhat6 fiiggvény i ik étchet i

e 1,'11%4‘11"1(-”«9

Kihaszniltuk kbzben azt a tényt, hogy a keét fiiggvény birmely konkrét
részintervallumon R-integrilhato.




A fenti Két tipusba tartozo inegedlokat impropris ntegrdloknak
nevezziik (van egy harmadik tip: az Reintegril legegyszeri
Kiterjesztése olyan esetekre, 4m:ly:kbcn 4 fiiggvény nem korlalo\.
Vagy az integraci6s tartomdny nem véges.

Fogalmazak meg lalingssgtun s fent ettt Hasz /09 figghény

Az improprius ati 26,
Magyar, rem tidon
céppeni™,,nem eedet
éne!emben vett"et jeent.
Jelen esetben oz eredeli
Riemann szefint értelme-

az [u oo mmd:n [a: b] re: 6 és létezik

avéges lim J/(r)dv hatrértek, akkor ezt uz f(x) fiiggvény [a; o[ -on

vett lmpmpnm dljinak nevezziik. Ugyanig, juk meg

= 5
j/(ud\, lim j/(ud\ és j/md\ im jjmdx
- - ey
improprius integrdlokat, ahol a hatirok eo-be tartanak.
A misik tipus a végpontjaiban nem korlitos fliggvényre valé ltali-
Akkor haszniljuk, ha f(x) fiiggvény az [a: b] végpontjainak
valamely kémyezetében nem korlitos, de minden [1; 5] (a <1<b)

nosi

b
intervallumban R-integrilhat6 és ltezik a lim j/(nd x véges hatir-

rljinak nevezzik. Ny

5. példa 0
Hatérozzuk meg az [e* dx értéket.

Megoldas
Felhaszniljuk, hogy ¢* fiiggvény 0-hoz tart, ha x — —o
o )

6. példa = N
Hatérozzuk meg az

Megoldds

Felhaszniljuk, hogy az aretg x figgvény eo-ben vett hatirérteke =

—eo-ben vett hatirértéke pedig 2

ulimwjl:){? = lim furtg

b

= lim (arctgh — arctga) = g, [’%J =x
e - k:
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improprius integral




HATAROZOTT INTEGRAL

7. példa
Hatérozzuk meg az j dx érigkét.

Megoldas
Azimproprius integril nem Iétezik, ugyanis a keresett hatirérték nem
Véges (In.x — oo, ha x — O);

h |
J‘ldul.mjidr:hm[ln. ! =lim(Inl-Ina)=
Rt VPR =)

8. példa
Hatérozzuk meg az [ dx értekat.

Megoldas

Ittis az el6z6. pmblc’mn‘vul taldlkozunk (Inx — e, ha x — co):

d,\~ |xmun«]:¥

m(Inb—Inl)=co—0=co.

Akét utols6 példabol lithato, hogy sok fiiggvénynek nines improprius
integrlja.

ilt oz egyetemi tankéinyvek 4 valdszintség-

Az improprius inte
leginkibl

Feladatok

. Szimitsuk ki a kévetkez6 improprius integrilokat, amennyiben léteznek:

@ [Lax b [Lar @>3neN).
e I
2 Hatirozzuk meg uz libi mpropios ntgrokat amennyiben eeznck
\
1
i) = b) [—=d. >3, neN)
I;J' x ”lu/? x (n>3, neN)
3. Szimitsuk ki a kivetkezd improprius integrilt, amennyiben létezik:
o

fer-cosxar.




VALOSZINGSEG-SZAMITAS
1. Bevezetés — Ismétlés

A alak it istenek tszanak ofyan seamgitckor, amelybal az egész
univerzum kirakhad.
Le Corbusier

Az utols fejezet azéit keriil az alapvetden analizissel fnglalknz(\ e
viink végére, hogy kiegészitse a valésziniiség-szimi
tankényvekben szereplo anyagt.

10. évfolyamon megismertiik az clemi esemény, eseménytér, esemény
fogalmit. Osszeadtunk, smoroatunk csemenyeket, vtk xemények

i, Megadiuk cgy ssemény elath Eyukorisiginak é Valdszing.
ségénck fogalmit,illetve a Kolmogorov-féle axiomarendszert. Felirtuk
a Klasszikus” képletet.

Megjegyeds: Legyen I eseménytérben tetszdleges A < I esemény. Kolmogorov.
axiomii  kévetkezok:

L P()20;
1L P =1;
L Ha A-B =, akkor P(A +B) = P(A) + P(B).

11. évfolyamon ki
letve il két exemény Esszepénck valészinisdgét, Atekintltik
a visszatevéses €s a visszatevés nélkiili mintavételeket.

hat6.

2. évfolyamon szimoltunk geometriai valésziniiséget és v
éntéket.

re tehit megismerkedtiink « valoszinségnek nevezett véletlen
tmegjelenségekhez rendelt mértékkel. A 1 eseménytér bizonyos A C H
részhalmazain bevezettiink gy P(A)-val jelolt fiigevényt. A fiiggvény
<1 volt, mivel a valészintséget
vissza. Azt mondtuk,

hogy a relativ gvabvmuguk egy értdk kil ingadoznak, és ez nevezziik
az esemény valiszi

Megjegyeés:
v elm:lenleg ugyanolyan knmhmnyek Koz, veglelen sokszor

inden cgyes hizis utin vivszutesszik  Kvett ukatiészt. Ay
tlet, ha kimenetelét nem tudjuk el6re pontosan meghatirozni,

A fenticket vegiggondolvafurcsaéraéslink ehet, ugyanis cllntmondis

relativ ingadozisa” kozt.
A kl\cxklckbﬁl hogyan| kxwexkcz(:ounk apontos Vulﬁ\zmnwgl:”megu
eza - objektiv
clméleténck. Peldaul feldnblunk 1200-sz0r cgy hagyominyos Kockit,
majdezta ‘még négyszer
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10.-65 Konyvben
230. oldaltl

1.-es Konyvben
266. oldaltl.

2.-es konyvben
122. oldatél.
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Azt tapasztaltuk, hogy az 5-6s szim dobisinak relativ gyakorisigai

217 194 240 , 20

1200°120071200 ~ 1200

tetink, hogy a relativ gyakorisig 1
1200

A megismert elméletbol arra kovetkez-
% éntek koiil ingadozik,
indiségénck.

és ezt tekintjiik az 5-6s dobisok valés

Rengeteg kérdés meriil fel ezzel kapesolatban.

) g 215 . _—
Miéit thagt, —--at tekintjik a. 3
1200

Egyiltalin van-e olyan [0; 1]-on beliili érték, amely kdriil a relativ

gyakorisig ingadozik? Van-e szabilyos kocka?
Aklasszikus
o kedvez6 elemi események szima
esemény

Bsszes elemi események szama

Képletexak akkor érvényes még véges e\emenyl:rben is, ha az elemi
eseményel

ceeményiér? Mekkordt tvedink. s valonzmiségek meghatirorisakon
ha u Klasszikus modellt nem teljesen szabilyos kocka esetén alkal-
mazzuk? Mi van az egyszeri, azonos kiriilmények kozott meg nem
ismételhets jelenségekkel? A kiznyelv ilyenkor is azt kérdezi: mennyi
avaldsziniisége?




2. A valésziniiség-szamitas uj megkozelitése:
valdsziniiségi valtozo

1. példa N
Aléversenyen harom 6 indul: Almos (), Botiébi (B) és Cumi (C). Az egyik
fogado z elozetes eredmények alapjan nqy véli, hogy Amnak és B-nek
ugyanolyan esélye van a gyGzelemre, de A vagy B kétszer olyan esélyes,
mint C, hogy megnyerje aMamm Mekkora az egyes lovak esélye a gy5-
zelemre?

Megoldas

Nyilvin itt uz cxcmcny(crunkc( azon események alkotjik, hogy melyik
16 nyeri a futamot: H = {A: B; C} (A= Almos gydz stb.) Rendeljiink
méitéket A-hoz, B-hez, C-hez. Ha C mértéke x € [05 1], akkora fogadd
szerint:

204204 = x=l
5
Innen Almos, Botlibi é&s Cumi nyerési esélye:
2
PA) = :, P(B)= PC) :é

Annak a valészi

isége. hogy Almos vagy Cumi gynz
P(Almos vagy Cumi gy62) =

Az ilyen szimitisokat, melyck credmé éntsl
. » g (hogyun dllpits meg uz cgyes lovak nyeresi xélye

k. Részletesen

nem foglalkozunk az ilyen feladatok megold:
elmélettel. Am mivel errd] viszonylag keveset olvashatunk
sitjuk kicsit az elobbi feladatot.

Tegyitk fel, hogy egy 16 0 < p < | valoszintiséggel nyeri meg a futamit,
és hogy ezt uz esélyt helyesen illapitottik meg (pl. a , Turf Magazin®
alapjin). Erre a 16ra fogad valaki. Ha veszit, R eurt fizet ki (a Iora
tett étet), ha pedig nyer, S eurd u nyereménye. Hatrozzuk meg
dltaldban a p feletel mellet, milyen K S értekek mellettigazsigos
a fogadis!

azt jelenti, hogy a jaiékosok dlagos nyereménye 0.
Ha a lovat elég sokszor (n-szer) futtatjik a versenyen, akkor kériilbeliil
n-p esetben nyer és n- (1 - p) esetben veszit. Az egy fogadasra es6
itlagos nyereménye:
nep-S—n-(1-p)-R
n

=p-S-(-p)-R
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A fogadiis akkor igazsigos mindkét fél részérél, ha uz dtlagos nyere-
mény 0. Kepletiinkbol:
p-S=(l-p)R wmz BB

Nyilvin ez a fogadiisi tétek arinyit (0dds) adja meg, ezekkel szimol-
nak a fogaddirodikban (no és persze a koltségeikkel és hasznukkal),
A feladatbeli Almos odds-a;

vagy 2:3.

55

K az objekiiv i issal és a relativ
gyakorisigok egy adott szim kériili ingadozisdnak problémdjaval
foglalkozunk. Ahhoz, hogy a hozzi kapesol6ds valésziniiség-defini
igazolhassuk, be kell vezetniink néhiny fogalmat.

Egy szokisos hétkiznapi kockival dobunk. Ha arra vagyunk kiviin-
esiak, hogy az egyes értekek milyen valoszintséggel fordulnak elG,
akkor eseményteriink /= {132; 3; 4; 5;6) hatelemd halmaz. Itt é
gyakorlatilag minden eddig vizsgilt esetben /1 halmaz véges. Azonban
az eseményteret nemesak véges sok elemi esemény alkothatja, hanem
megszimlilhatéan végtelen sok is!

2. példa N
A spanyol armada egyik hajojét Dark kapitény dgyija lovi. Mi NATO meg-
figyeloként arra koncentrélunk, hogy a kaloz hanyadik lovésre taléla el
aspanyol hajot.

P Adiuk meg a kisérletet leir6 eseményteret.

b) Ha 0<p <1 valosziniséggel talél minden Idvése, akkor mennyi

a vabsxmuséqe hogy a k-adik lovése talalja el eloszor a galyat?

Megoldas (a)
ényterii végtelen szimossig lesz:
H={ s
(Az is el6fordulhat, hogy Dark sohasem talilja el a gilyit — tetelezzik
fel, hogy végtelen sok golydja van.)

Megoldas (b)

& 1). lovés nem taldl (1-p)*~! valésziniséggel,
de a k-adik mar taldl p valészintséggel:
P(Dark k-adikra taldl) = (1 = p)* =" p.

Az eseményt

szamossiga még ennél is nagyobb lehet. Ha 17 ese-
az dprilis elsején GrténG homeérseklet

2010-ben H = [3° 17°]. Nyilvin 5 °C-

ahomérd, a viltozis folytonosan megy végbe. Ekkor I/ kontinuum
végtelen.




Tér Junk vissza a kockadobisra. Legyen az eseménytér a kvetkezs
: I egész szimok.

e simokbal . 1 = {pares: piran).
ot kérdezziik, mlly:n val6-

a v
ot dobunke zcseménytr
Hasonldan, ha pénzérmét dobunk fel és
szintséggel
szimok alkotjik az e\em:nykem\‘ H" : fej)
A nem szdm tipusi” ekben a megi
apparitust nem tudjuk alkdlmdzm A probléma elke;

ismert matematikai
dekeében

k. A paritis

rendeljiink 0-t a .piros” és 1-ct 4 piratlan” eseményekhez (de biir-
mely tetszéleges érteket rendelhetiink hozzdjuk, akir —1-ct is). (P1. ha
piros dobis esetén az egyik jitékos | egységet kap, piratlan dobis
esetén pedig | egységet fizet, akkor ez lehet 4 célravezets hoz
rendelés.) Hogy milyen szdmot érdemes rendelniink a vizsglt ese-
ményhez, az mindig a jelenségial fiigg. A szimra azon esemény
valosziniiségét veszi fel a P fiiggvény, amelyhez a szimot rendeltiik.

x a kockavetés eredménye és a ,piratlan szimhoz” az -t
rendeltiik, akkor P(x=1) =

5.

Altalinosit

k az eddig leirtakat!

7.1. DEFINiC1O: Egy Kisérlethez tartozé H értel

meziink egy valds értéki & fiiggvényt gy, hogy
minden A € H eseményhez hozzrendeliink egy
&(A) valés szamof lm afiggvényt valdsziniiségi
viltozinak never,

Megjegyaések:
1A Gl ényt ltali itissal ud Kockival
imok négyzete al6szindvég viltozonk

va & j
éntekkazlete (1:4; ..; 36)
A valészintségi viltozs — mint figgvény — nem biztos, hogy kélestndsen
cprérem: Kt kockivaldobva € elense u dobott sk tszegé
Ekkora (2:4), u 5 (33) exménye € éréke egyformin 6.
S 4 hogy & éné i valészing-
tozonik

viltozok tipusait:
véges: kocka, pénz;
megsaimlilhatian vigielen: igy;

Kontinuun vigielen: homérséklet

Ha két (vagy t6bb) kockival dobunk, akkor a valészintségi viltoz6 — mint
figgvény — nem cgy-, hanem két- vagy 13bbyiltozos. Ezek azonbun nem
témii Konyviinknek.

A véges vagy megszimlilhatéan végtelen sok értéki valosziniségi
viltozokat disckrét valdsziniiségi valtozdknak nevezziik. Tgy kiilonboz-
tetjiik meg Gket a folytonos valdsziniiségi viltozkicl. Mi a tovibbiak-
ban esak diszkrét valtozokkal foglalkozunk.

207

A & (khsz) a gorog dbécé
14. betije.




valosziniiségi véltozo.
eloszlasa

Sok nyelven
a_valbsziniség"
kezdabettie P

Latinul: probabiltas,
angolu: probabilty,
francidul: probabilte,
spanyolul: probabilidad,
laszul:probabilta

PE=x)
o

£
£
tmll

1.4bra
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7.2. DEFINiC

Legyenck egy

valésziniiségi Kisérlethez rendelt
& valéeintitelviltond ekl =,z

Ha P(E=x;) azon valészintisig

amellyel a valészindiségi viltozs az x, ériéket

felveszi, és
SrE=x)=1,

akkor

szimokat a £ valsziniiségi

Shlicss elu!déxﬂnak nevezziik.

Megiegyzések
I Az eloszkis
4 valosziniségi

2. Hauz eseménytér véges, akkor a valoszindségi valtoze is véges sok értéket

vesz fel.

3. Az eddigick miatt természetesen teljesil, hogy 0 P(E= 1) < | minden
=12 ot

3. példa N

Tekintsik a kovetkezo kisérletet: harom Kilonbozo érmét feldobva azt
figyeljik, hény fejet dobtunk. Abrézoljuk oszlopdiagramon a kiséret val6-
szindség-eloszlését

Megoldds
£ jelentse a fej dobisok szimit:
E={n=0x

3
PE=1 PE=2)=2, PE=3
@ H (E=2) 5 (&
Osszegilk 1, vagy tombren frva:
4
D PE=x)=1
=
4. példa N

A2. példénal & valdsziniségi vltozo jelentse azt, hogy hnyadik lovésre
taldjuk el eloszor a spanyol galyét (= k,k = 1,2,3, ..). Vajon & valt-
saintiségi eloszlést hatéroz meg?

Megoldas
Koribban Littuk, hogy P(E=K) = (1 - p)*~1-p, uhol k= 1,2, ... Hogy
ezen szimok valdban val6szindségi eloszlist adjanak, két dolognak kell
teljesiilni.

Egyrészt minden k-ra 0 < P(:
amibol adodik 0<1-p <1

K< 1. Ez teljesiil, hiszen 0<p <1,




Masodszor livsuk z Gwszeget
ZP(E k)_z(l pEtp=p- 2('*/’)‘

A végtelen mértani somak a 2.14-es tétel miatt Ssszege:
1
pr——=l
1=(=p)
ascal-eloseldsnak nevezziik.
haszndlatos, hiszen a fenti sor
aramétere.

Feladatok

1. Az 0,2 annak a 1. Valaki 300 dolldrt tesz.
Speeder gydzelmére. Mennyi pénzt fizessen k. a fngadmrod.n ' fogads gy6zelme esctén,

hogy iguzsigos legyen a fogadis?
2 Két Kockival dobunk, é figyeljik a dobottszimokit. Legyen 4= {legalibb cgy prim).
B={ . C= {minden mi ény).

a) Hiny elemi az eseménytér?

b) Adjuk meg A, B, C események valoszintségeit.

¢) Készitsiink az A, B, illetve C eseményeken értelmezett &, &y, & valészi
viltozokat.

i

. @) Adjuk meg a val6s
dobunk elszér hatost.
b) Abrizoljuk oszlopdiagramon az elobbi esemény valszintségeit, ha eldszor k-adik
dobisra dobunk hatost (k = 1, 2, 3,4, 5).

ségét annak, hogy egy kockit tibbszér elvetve, negyedikre




12.-85 tankonyv
128, oldl.

varhatd érték

A & varhato érteket
E(E)-vel s jelolk
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3. A valdsziniiségi valtozo varhato értéke

Ak 6 példiban a virhatd étéh gismert fogalmit eleve-
nitjiik fel, melyre aztin pontos definici6t is adunk.
1. példa o]

Eqy olyan térsasjétékot jatszunk, amelynél mindig annyit lépink elore
atéblén, amennyit egy hagyoményos kockéval dobunk. Ha n-szer dobjuk
el a kockat, dobésonként dtlagosan hény épést haladunk elore?

Megoldas

.2,....,6 a dobottérteket. Ha y-szer dobunk 1-est,
. HgeSzOr 605t é5 1y 41y + .. + g =, akkor az dtlag

+6-ng

oo

n
+2:24 4622,
n

n n
ahol ”—' az les, "—’ a 2-es stb. dobasok relativ gyakorisigai. Ha 1 clég

nugy e»nkl\m]ﬂ\nmzuml (jitekon) mbbszm' J.,Muk akkorezek aelutiv
az illets doznak. A bevezetett

L6 a P(E=x)

valésziniiség-fogalom miatt - helyett (i = |

valészintiségeket irhatjuk. A tort értéke az
1deadiadigdis el
6776 6 e e
énték koriil ingadozik. Ennyi hit az egy dobasra jut dtlagos elméleti
elbrehaladis.

3,5

7.3. DEFNICIO: Legyenek a & diszkrét valésziniiségi viltozé

(6an végtelen sok (vagy véges sok) érték, amelye-
Ketrendrea P(E=x,) (n=1,2, ...) valGsziniisé-
gekkel veszfel. A & valGsziniiségi viltozd virhatd
értékén* az

ME=3 5 PE=x)

végtelen sort (azaz. véges dsszeget) értjiik, ha

a Y|y - P(§=x,) végtelen sor konvergens.
i

Megjegyeé
1. Ha & véges valosziniségi viltozo, azaz &= (xjs vy

x,). akkora véges

M@= 35, P(E = x) owszeg mindig létezik. Veges eeménytérben a vir-
haté énék a silyozott tlag.




2. Avirhato éné , mind az M Eaz expecied
value (magyarol elvi 2ép) angol szavak

Keadbet, lctve M a mediam i 526 (E26p) kewﬁb:uue is.

azt Gt szimszert formiba, Lvirund
ek Kisélet evégzése clot A, hogy ez memngie s
Kisérletben feltett kérdéstol.

Az 1. példibun gyakorlatilug meghatiroztuk u kockudobis virhut6
értéket, ami 3,5-nek adédott. Természetesen ezt az értéket senki sem
vija a kocka eldobisakor. A tirsasjiték nyelvén jobban hangzik: sok
Jitékot jitszva az elérehalads mérteke dobasonként 3,5 mezs.

2. példa N

Hatérozzuk meg z el6z6 lecke 3. példéjaban vizsgalt elosziés vérhato
értékat.

Megoldds

1 3 3
ME=0-=+1-242.243.
(©=0gtlianeg

a pemn

az 6sszes 226 Vot Az
cég akdvetkezo hivatalos adatokat adta msn egy izzd az 1. év sorén 0,05;
a2, év sorén 0.2; a 3. év sordn 0,6; a 4. év sordn 0,15 valoszindséggel
megy tonkre (az izzok élettartama 4 év) Mikorra itemezze az épillet iize-
meltetdje az izzok cseréjét?

Megoldas

Legyen u £ val6sziniiségi viltozo az, hogy melyik évben megy tonkre
egy izz6. Ekkor &= {x; = I;x, = 2:x3 = 3; x, = 4}. Ahozzijuk tartozé
valésziniségek:

P(E=1)=0,05;

(E=3)=0,

Ezek valoban eloszlist alkotnak: 0,05 +0.2+06+0,15= 1. Akér-

déses id6pontot & virhatd értéke adja meg:
M(&)=1-005+2:02+3-0,6+4-0,15 = 2,85,

Tehit valamivel a harmadik év okiGbere eldi érdemes az izzokat eserélni.

4. példa N

Hatérozzuk meg z eldz6 lecke 4. példjsban megismert p paraméter
Pascal-eloszlés vérhato értéket.

Megoldas
£ lehetséges értékei {1
séget g-val:

ME=Yk-p-g*'=p-k-¢*'=p-(1+29+3¢7+
= =

;... Jeldljikk az (1 - p) valés;

Nem baj,
hahignyérzetink van.
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Feltessziik, hogy 0<q < I, ezért a2.13-as tétel alapjin:

l+g+q*+...

Bevezetve uz §= 1 +2¢ +3¢7 + .. jelolést, azt kapjuk, hogy:

Sf; (A+2g+3¢%+..)-(+q+q> +.
-

=q+22 43¢0+

q-(1+2g+3¢2+..)=Sq.

Vegyiik az el6z6 sor elejét és végét, majd rendezziik it, emeljiink ki,
és osszunk:

S-8g=

= S(-q

)
Tgy a keresett virhat6 értek:

M&=p-

-2 p
i viltoz6 virhat6 érték

Minden Pascal-eloszlisra vezets.
p reciproka.

Feladatok

1. Adjuk meg a pénzfeldobas virhatd értekét, ha a fejhez 3, az irishoz —1 értéket rendeljik.

(Nem cinkelt érmével jitszunk.)

. Egy kiilonleges hatoldald in az egyes dobisok iisége killé
allithat (természetesen a valos ck dszege mindig 1) Jelenleg iz 1-es
4d-cs dobis valészintsége egyardnt 0,1 s dobis
val6sziniséget, ha uzt akarjuk, hogy ezzel a kockaval a dobis virhatd értéke 4.2 legyen?

Fél eurdba keriil6 sorsjegyet visdroltunk, amelynek a hitdra a kivetkez6t irtdk:
500 sorsjegybél 1 nyer I eurst
1000 sorsjegybsl 1 nyer 10 eurét
10000 sorsjegybsl 1 nyer 100 eurdt
50000 sorsjegybol 1 nyer 1000 curdt
Az is kideri

1, hogy 50000 sorsjegyet nyomtattak. Hiny curds hasznot”

asorsjegybol?




4. A valésziniiségi valtozo szérasa

A viithat6 érték nem jellemzi
Példiul nem nugyon tudunk mit keaden a Kockadab
értekevel (2. lecke 1. példa). Vagy a 2. lecke 3. példijiban s
irodhizbun nyilvin nem cgy csapsra, pontosan a harmadik év okisbe-
rében fognak tonkremenni az izz6k. Sokkal val6szindbb, hogy vannak
hatirok, melyek kozétt nagy szimban mennek tnkie, viszont eléite
és utina ritkibban. (Gondoljunk a mikrohullimi siitében pattogatott
kukoricira: a beillitott idé elején és végén csak ritkan hallunk pat-
togist. Van egy j6l behatrolhaté tol-ig idsintervallum, amikor viszont
nagy ropogis hallatszik a mikrohullimi siit6bol.) Most egy olyan
fogalmat vezetink be, amely azt mutatja meg. hogy £ értckei milyen
_szorosan” vagy lazin” tmérilnek a virhat6 értek koril.

74 DEricio: A & val viltozs szirdsdn® a §-M(&)

kébil vont négyzetgyi

D) = M[(E-M&R],

amennyiben &nek é (§- M(€)P-nek van virhat6
értéke.

Megjegyzések
1A D bt a latin diszperzid (angolul dispersion”) kezdbetje.

2. D)t variancidnak is neve Val6szintiségi viltoz6 variane

D& =YL~ MET - P(x).

Keaenfekutnek tGmne u vlészndggi viltoat & vinhutétéke kilentné-

génel

értek 1. és 3. tulajdonsi
M(E- M

miatt 0, hiszen
M(E) — M(M(&)) = M(E) - M(E) =O.

Msik dtlet az itlagtol valo eltérésre az MIE ~ M(E)| Kifejezés lehetne. Ezt
nem haszniljuk: oz ubszolit értek matematikailag nehezen kezelhets.

in.c

A7.ds defin a2 i ”kapcmlnd.
nak. Az alibbi tétel cgyszeris

dltozénak Iétezik varhaté
értéke és szérasa, akkor

D(§)=M(8) - M*(§).

7.1. T

Haa & valdsziniisé

Bizonyités
Egyszert szamitissal, illetve a virhaté érték tulajdonsigaibel adodik
D& = M{E - MEP] = M[E> = 2-&-M(E) + M) =
= M(&2) - 2M(&)- M(E) + M) = M(E?) - M2(8).
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sz6rés.

Avaloszinisegi valtozd

varhato értékével
szémolunk

Magyerul szérésnégyzet.

Az gt lefel,
iletve flfelé val6 eltérések
Kiol2k egymést.

avarhaté érték és.
a sz6rés kaposolata




11.-es tankonyv

y
o
o
4 .. o)
3
2
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1. példa N
‘Szémitsuk ki a kockadobés sz6rését.

Megoldas
Aszérishoz sziikséges:

M(gz)—%vu+4+9+m+25+3m:"_;

M*&)=35%
Ekkor
p@=2-2 29167,
amibol
D(&) = 1,7078.
2. példa R

ke 3. izz6k élettarta-

leck
ménak szorését.

Megoldas
Aszérishoz szikséges:
M(E) =12.005+22:02+32-0,6 +42-0,15 = 8,65;
) M2(£)=2,85%=8,1225.
Tgy
D(&) = M(E?) - M?(&) = 8,65 — 8,1225 = 0,5275;
ahonnan a sz6érisra
D(&)=0,7263.
Vizsgiljuk meg ij fogalmaink segitségével a 11.-es tankényvben
szerepld un. visszatevéses mintavetelt.

Oldjunk meg konkreét szimok nélkil, ltalinosan egy feladatot.

A3 és 4. példa azért ‘

érdekes a vallalatnak, mert 3. példa

igy egy kisebb minta e ity szt ovts o s .
ente. ogy kozil-

i 0 5 ploti

oo mivagice: L1 5 GEiify seletes (nem, vagy rosszu ). Ha hetente

ha a kapott értékektol n akkor mia i

iagyon enér a vizsgdlat hogy k darab selejtes processzor van  heti mintaban?

eredménye, akkor hivni kell
aszenvit
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Megoldas

A feladat szovege feltételezi, hogy k<n, S<N. A visszatevés azt
jelenti, hogy kivesziink egy processzort, megvizsgljuk, majd a tobbi
kozé tesszi



A & valészindségi viltozot a kovetkezo szoveges utas
meg: & jelentse a mmmban elnfmdul(\ selejtes alkatrés

lehetséges ertékei {0; 1 ’

Kimondatlanul hA\znulJllk, hogy minden hiziskor 4z N alkatrész

Kozl ugyanolyan valoszindséggel vilasztunk ki egyet — esak ez

a feliétel biztositja a ,klasszikus™ képlet hasznilhatésigit.

Mivel minden hiizis
hiizunk, akkor &

or N processzorbol vilaszthatunk, igy ha n-szer
sen N Iehetségiink van.

A kedvez6 esetek meghatirozisihoz vy azt az egyszert esetet,
hogy az elsé & hiziskor rossz, a maradék (n k) esetben pedig
J6 processzort vesziink ki az alkatrészhalmazbol. Jelolje a rossz alkat-
részeket 1, a jokat j. Igy

ererjie g
e
Egy ilyen huzist
Sk v-sy"
Kiilonbszs médon bonyolithatunk le (ismétléses varidcio). Am a selej-
tescket tetszdleges sorrendben kihiizhatjuk. Mégpedig unny:fele-
képpen, ahdnyféleképpen k darab r betités (n -k
rendbe tudunk dllitani. Akdr ismét
nélkiili kombindciéra gondolunk, szimuk:

nt 7[,.)
K-kt W)
Kedvezé eseteink szima igy

() 500

Az n elemii mintdban levé k darab selejes processzor valds
(d k. (N = Syr-k
(k) SKA(N -5y

g

PE=ky=

G

s exetén jelentkezs selejt valdsz

= p jeloleést. Tgy 1~ % =1- p=g aj6 alkatrész hizisinak a valé-
szintsége, p+q = 1. Ezekkel felirva

PE=h= () PEea-pyh=
RS




binomialis eloszlas

A (1-p) &
legtobbszor H val Jelolik.
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ladat egy valosziniiségi eloszlist eredményez, hiszen a bino-

tétel miatt:
$ (0 -
z[;() PEgnek
i

Ezt az eloszlist binomid

P+a=1.

s eloszldsnak* nevezik.

7.5. DEFINICIO:

A & valdsziniiségi viltozst binomidiis closcldsinak

nevezziik, ha & lehetséges értékei {0; 1; ...; n) és
PE=k= (k] Pk--prk,

ahol k=0,1,...,n3 0<p<1.

A p szim az eloszlis paramétere.
4. példa N
Hatérozzuk meg a p paraméterd binomidlis eloszlés varhato értékét.
Megoldas
ME)= ZA Pe=k= ZA ( ] phughth,

(Az &

Haszniljuk ki a binomid

szeg k=0 ériékhez tartozd tagia 0).

s egyitthatok azon tulajdonsigit, hogy

(-G

a

igy B
ME=Yn (‘k'::] Phogh=
“
- (=T k=1, gn-1-(k=1)
_,.,,.2( _).,, - 1
Al
A binomidlis tételbsl adédik, hogy u szumma jel mogotti Ssszeg
G+a=1,igy
M(E) = np.
Megjegyzés: Kimutathat, hogy a binomilis eloszlis szorisa
SENITS
lisel i

is closslis Bernowi- eloszldsnak is nevezi a nyugati szakiro-
dmlnm\



5. példa N

Bernoulli-Kisérlet. Végezziink egy val Kisérletet, és

legyen A c H ey esemény. A kisélet sorén csak z érdekel benninket.

hogy A bekvetkezik-e, vagy sem. Szémunkra két esemény létezik: A 65 A.

Jelolje valészindségeiket P(4) = p, iletve P(A)=1-p = g.

Ismételjiik meg n-szer a kisérletet!

M\ a valﬁsllnusége annak, hogy a kisérletek kozill k esetben fordul eld
ny (k=0,...,n)? Mennyi a vérhato értéke, szérdsa?

Megoldas
A 4. példa terminolgidjaval élve A esemény
7 pedig az Bsszes 6bbi. Természetesen a Bernoul

() e

Feladatok

1. Egy szabilyos érmét egyszer feldobunk,  valosziniségi viltozo a fejhez 0, az irishoz
I értéket rendel. Adjuk meg a viltoz6 varhat6 értéket éx szorisit.

2. Egy diszkrét valészindségi viltozo egy hatoldali dobékockaval dobett szimhoz mint
eseményhez annak négyzetét rendeli. Hatdrozzuk meg a valészintiségi viltozs virhato
érteket éx szorisit.

3 By szerepjitékhoz hasenilt 12 oldali dobkocka olda

A kocka” szabilyos, Keril felilre. A kock
jiték sorin 136-szor iy Adjuk meg az A= {prim dobis) esemény elfordul
virhat6 értéket és szorisit.

1-461 12-ig vannak sz

“a Gycl: Gybrgy Gyufugyir gyGri gyakorlotelepén gyirtott napi 10000 gyufuszil Kozl
faliban elreped (ez normilis, a hibisak itkeriinek  Fige Ferene Fogijo-
mintit. Adjuk meg a repedt
szorisit! Mit javaslunk, ilyen
akor gyanakodjunk a gyufagyir

gyufak mintabeli darabsziminak virhaté értéket
mintuvétel excién hiny repedt gyufu megtaldl
gyirtésorinak hibis mikodésére?




Persze a Kiosiség” relati.

Csebisev tétele

PAFNUTY LyoVIS Csasey
(1821-1894),
or0sz matemalikus.

Ao (szigma) a gorog
abécé 18. betje.
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5. A Csebisev-tétel és a Bernoulli-féle
nagy szamok gyenge torvénye

Aszbrisa viltoz6 virhatd értek koriili
fel ddban az igaz, hogy a szérishoz viszonyitott nagy-

mértéki ingadoziisoknak kicsi  val6szintsége.

Létezzen a & valésziniiségi viltors

&) =m virhat6 értéke és D(E) = o szérasa.
Ekkor annak a valdsziniisége, hogy € valészini
ségi viltoz az m virhatd értékidl legalibb
annyira eltér, mint a o széris A-szorosa, nem

el naeyobbimmt % (AeRY.

Jelekkel: P(I&-m| 2 20) S %

Bizonyitas

esetre

A
vegezzik.

Azért ez a becslés
elég dunva.

Legyen & diszknét valoszindségi viltozo, &= {xy;
juk tartoz6 valészindsegek py. ..y . (& a2 x; e p; vl
séggel veszi fel.) A szdrisnégyzet a szoris defin

S-mpop 2 3 @-mtop 2
= B

[ |x-nf2 2o

Az dszeget jobbrol balra haladva fokozatosan esokkenjik. Eldszor

¥ i viltoz6 nem minden értékére végezziik el,
hanem esak azokra, amelyekre & virhat6 értekt6l vald eltérése nagyobb,
mint a szérds A-szorosa, vagyis melyekre |x; —m| > 2. Akivetkez6
Iépésben (x;—m)? helyett a nila nem nagyobb A%c2-et irtuk. Figyel-

jiik meg, hogy a sor végén dllo ) p; azon eseményekhez tartozé.
|v-n]2z0

valészintségek dsszege, amelyekre [~ m| > Ao Tekints

elejét éx végét, majd osszuk le a pozitiv A20%-tel

22

ik most a sor

Y
oo

p; = P(|g-m|>20).
i

Megjegyzés
I

Kiiban becsilni tudjuk.



2. Legtibbszin ivinesiak, hogy a & valdsziniségi vl

memeset A Eronin
P(&-m|< 20)=Pon- 20 <x<m+ Aoy 21 ,%

Bz aemléleesen annalk 1 valgvinisge, hogy € érekei legaldbb 1~

K a 3. dbrin

3 Ha0<A<l, 1, ami mindig tel
1. példa
Tegyuk fel, hogy a & valészinségi véitozonak valzhonnan lpéldénl meg:

figyelésbo) tudjuk a vérhato érteket és a szorasat: M(E) =
D(&) = 0= 1,6. Adjunk becslésta P(0.8 < & < 5.6) valﬁsxlnuséwe

Megoldas

Elészor hatirozzuk meg i-t:

32-2-16 = A=15.
Ugyanezt kaptuk volna, ha a fels6 hatirbol indulunk kiz
216 = A=15

Csebisev tételét alkalmazva:

P(3,271,5-1‘6<§<3,’.’+L5-l,6i217%=0,56.

Ez azt jelenti, hogy 100 megfigyelésbal dtlagosan 56 eredménye esik
a ]0.8;5,6[ intervallumba.

«Cupin ez 4 néhiny dolog saikséges ubhoz, hogy iguzolok u gy
szimok gyenge (6rvényét. A gyenge Brvény biztositja, hogy egy
letetcgyre tabbszii elvégezve a megfigyelt esemény relativ gyakor

3 é4 siggal megkozeliti

Jasszikus képlettel kiszimolt valoszintséget. Ez pedig
azt jclcnu, hogy helyes a valésziniiség koribban kimondott Klasszikus
definic

s jelolje k a fej

Példul dobjunk fel egy szal
b 2 végtelenhez is

lyos pénaérmet sz
dobiisok szimit. A do vel

el (n el

tarthat) a i dobisok X reltiv gyakorisiga egyre nagyobb valé:
"

séggel egyre pontosabban megkizeliti a fej dobisok 0.5 valoszi

Agyenge tirvény uz ArsConjectunds ( taldlgatis mivésere
Kényvben jelent me ny
a valﬁ\zmuwg-\zamlla ban alapvetd minek szimit. Jacob Bemoulli
irta, a szimos Bemoulli egyike.

i
v

Megjegyzés: A Bemoulli calid ok t
matikival.
fia. Ke bb)nhannnnnkaja,wAM~

ja foglalkozott magas szinten mate-
ibbi Johannak hirom, Jacobnak egy
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Vannzk erds torvények i.

Jacos BERNOULLI
(1654-1705),
‘svéjci matematikus.




Bernoull-féle
nagy szamok
gyenge torvénye

Atétel6val ovidebben is
Kimondhat6, az érthetdség
reményében véttunk
sadszatyérrd
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6.3. A BERNOULLI-FELE NAGY SZAMOK GYENGE TORVENY)
gyen egy kisérlethez tartozé H eseménytér
A eseményének valésziniisége P(A) =p.
Viégezziik
e

1a kisérletet n-szer egymiistél figget-
1, és kidvetkezzen beaz A esemény & alka-

lommal,igy = sz esemény relativ gyakorisiga.
n

N

S relatiy gyakorisig eltérése a p valészinii-
n

ségt6l biirmely kiesi pozitiy értéknél kisehbre
csikkenthetd 1-hez tetszdlegesen kizeli valé-
szintiséggel, ha n-t elegendé nagyra novelj

Bérmely pozitiv kicsi € és & valés szamokhoz
megadhatd olyan n, kiiszobindex, amelyre ha
n>ny, akkor

<3]21-6.

Bizonyitas

Mivel a kiscrletek sorin esak arra figyeliink, hogy 1 esetbél az A ese-

mény hinyszor fordul el6 - azaz esak az érdekel minket, hogy A beki-
féle kisérletsorozatrol van sz6. Ez

azonban, mint azt az el6z6 lecke 5. ban littuk, binomialis

eloszlis az ott kiszimitott M(&) = np virhaté értékkel és D(E)»‘/n[_ﬁ(

seériissal.

dljuk 4 6.2-es Csebise tlensé

1 egyenlotlenséget, azt
Bemoulli nem hasznilhatta. Mi a bizonyitis egyszeriiitése miat folyamodunk
ehhez a tételhez

Atételben kimondott tlensé; P(
a7.2-es Csebisev-tétel miatt:

P&~ np| > 2fmpq ) < 12 (A>0).
Ha a zir6jelben levs abszoliit éntékes |& —np| > Afupq egyenltlen-

séget n-nel osztjuk, akkor a kévetkezs vele ekvivalens egyenlot-
lenséghez jutunk:

Trjuk ezt be a Csebisev-egyenlétlenségbe:

d ,>/1'”‘] %
n) 2

P

n



Utdbbi it 0-hoz tart hclég magy -t vilasztunk, mert lim
e

gy u jobb oldli klfejczc~ tetsz6legesen kicsi > 0 szimnil is ki
lesz, ami a tétel anis a zirjelben >t kicserélve <,
az eddig szerepls c\cmcny komplementerét kapjuk, melynek val6-

sziniisége (1 - 6)-ndl nagyobb. A keresett kiisz6b pedig g = ’—’2

Megjegyzések
1

6pé
ek b nD o V10 fuggvenynekA
bt amelynek 2 ételneads oy o: 1]. Derivalt £ = 1 -2

25

ek a p=05 helyen van maximunma. A maximum értéke f(0,5)
Eaina L9 <L
e
£ !
Pl[e-pl2els
i e
2 2 3 i tanulokat, hogy

1 i mir sokszon
et uz éme s oldlis, kkor Svénysses, hogy mugyobb sz
dobisok valésziniisége. Ha sokszor feldobjuk sz érmét, csak igy lehet
knmlbelu| cayenld afj s iris dmmk szima”
1 minden ell

emenielezik um hogy milr melyvk olduliruesi. gy ] é i lé-

ugyanaz: 0.5. Hol szakipar
% m\korh:lyle\enul h.nzn

uk kiilonbsége igen kicsi. Am Bemoulli torvénye nem a o
3 oy !

viszonyitott arényirel s26l, ez kizelit -hez. Nem a fej-irds darabszimok

Kiilonbsége, hanem lo
matematikus, Erdos
dol

musaik Kilombsége tart 0-hoz! Két nagy magyar

& Rényi Alfréd dliakinosan is bebizonyitottik,

esetén nagy valosziniséggel el kell fordulnia
e .

Ezért ismét hangsilyozzuk, hogy u 7.3-us tétel cxak” azt illta, hogy az
é A exemény relativ gyakorisiginak
egymistol val6 nagy eltérése nagyon valészintlen.
4,4 oot theloek sxémos lslisonos Wizl 12 ey lolimerety
tette lehet6ve a valGszintiség-szi

Kozzdk szegény
Eemoulm ha egyatalén

udjsk, hogy milyen
lewényve hivatkozlak.

Enocs PAL (1913-1996),
Rén Ausaéo (1921-1970).

Budamuinycs megiliposist "ne 6 nevehes 3250 o, vl v
ismert valészindség-szi rendszer is 1933-b6l. Kolmogorov
iy AP O

Bir Bernoulli torvénye elmeleti jellegd, feladatok megoldasindl is joI
hasznilhat6.

221

Ao N
Kouocoro (1903-1987),
‘orosz matematikus.
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2. példa N

200 lovést Ataldlat
valészinisége minden lovésnél 0.4. Milyen hatérok kozé esik legalébb
90%-0s valszindséggel a talélatok szdma?

I. megoldas
Alkalmazzuk a 7.3-as tételt, ebben az esetben 1 = 200, p=04, ¢ = 0,6.
Igy
P[Mﬂ- £ <o,4ﬂ] >0,9=1-24:06
n 20062

A jobb oldalbdl £= 0,11, ezért
0205t

051, igy S8<&<io

200
Tehit Iegmhbb 59-szer, legfeljebb 101-szer talil a kaléz 90%-os
iséggel.

valosz
Il megoldas

Két exctink van: vagy talil Fekete Szakill, vagy nem. ¢ jelentse
a talilatok 15 .1 200

binomidlis eloszlis. Mint ilyen, a virhat6 érteke (a taldlatok szima):
M(Z)=200-0.4 =80,
D(&)=1/200-0,4-0,6 = 6,93.
A médositott Csebisev-egyenldtlenséget alkalmazva:
P(80—2-6,93<& <80+ 1-6,93) >0,

szbrisa:

2
Innen 2= /10 és 80— 4:6,93 = 58,08, valamint 80+ 2-6,93 = 101,91
Amegoldas ugyanaz.

Feladatok

1. Egy valésziniségi viltozé vnrh.n(» éntcke 14, és ~z(\m~m 5 C\eb isev tételével beesiil-
jiik meg, hogy ‘mekors vald séggel terel & a
a) jobban, mint 8; b) kevésbé, mint 7.

2. 0,02 annak a valészindsége. hogy cgy telefonhivis téves. 1100 darab hivis kirzil milyen
hatirok keze esik legalibb 80%-os valdsziniiséggel a felrement hivaisok szima? (Alkal-
‘mazzuk a nagy szimok gyenge tor




6. Feltételes valdsziniiség, Bayes tétele.
Fiiggetlen események

Igen figyelemre méltd, I

tanudminyozdsdval kexdddin, az emberi /mlm lt‘&/nummbb alkat-
részévé vilt

égek analitikai eln

te, 1812

ABemoulli-ele tételalitimasztja uz Onik iltal eddig hasznilt objektiv

s elméleténck helyességét. Azaz, ha egy val6-

et lehetséges kimeneteleit a 1/ eseménytér

ijaleés A H, valamint e eseménytérre igaz a Kolmogorov-féle

akkor P(A) elvileg 6. Sok esetben fel-

meriil a kérdés, hogy amennyiben B esemény is eleme az esemény-

témek és kémeink jelentik, hogy B esemény u kisérlet sorin bekivet-

kezett, akkor ez az informicid mennyiben befolyisolju A esemény

é? Az ilyen jellegi ké azeredeti

leszikitjiik azon események halmazira, melyekben a B esemény

bekovetkezik.

Tételezzik fel ehit, hogy B :\:mm\y beknmkeun Ekkor A-nik c«ak
azon eseteit

PLCE
(1749-1827),
francia matematikus.

Az eseményeket mint
el etk

A B+, vagy a 10. mmlym,
Az ilyen tipusi éi
AlB-vel fogjuk jelalni (kiolv
valoszinisegiket ped

Jeliételes valdszin

tekintjiik.

asva: A, feltéve ha B vagy A vonds B),
P(AIB) jeloli, s A esemény Bre vonatkozi
nek nevezziik.

EISG példink reményeink szer
siik a feltételes valoszintséget

t elég egyszert ahhoz, hogy megért-
megtanuljuk kiszimitani.

1. példa A

Abudapesti fesztivéizenekarnak 87 tagja van, 52 férfi és 35 nd. Kozilik
2 vongs szekeidt 42 mivész alkotja, soralkban 15 holggyel. A szunyokd-
a2 épllethe

bej6tt mavész vonés. Mi ekkor a valészindsége, hogy az illetd n6?

Megoldas

Jelentse A, hogy mivész dig, hogy vondstdl van sz6. Akkor
az eddig alkalmazott i keple( szerint:

35
PA=2, PB PA-B=2
W=z P® (*-B)

2

Mint a feladat szivegebol kitanik, kérdésiinkben a P(A| B) valoszing-
ségre vagyunk kivin 2 eseményteriink leszakiil a 42 vonsra
(elemi események). A szamunkra kedvezs esetek szama 15, ennyien
vannak a hélgyek. Igy

sléml(éshan A+B jeloli.




foltétoles valosziniség

7.4. tétel

Sajnos sokn azt iszik
errdl 2 ket feladatro],
hogy ugyanaz.
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Az érdekes az, hogy ezt a val6s
meg tudjuk hatirozni, mivel

get az eredeti exeménytérben is

15
15 _87 _PA-B)
PalB)=2=31 25
ale) 2 2 pB)
87
Gyakorltlag nem seiksége dj eseményteret bevezetni 2y
sorozatot hhoz, hogy a feltételes é

tudjuk Pl

A peldn ségin szerepld gondolat IehetGséget ad art oy u elceles
in juk, és egyben dltalinos modszert adjunk

ici: Legyenck A és B a H eseménytér eseményei,
P(B) % 0. Ekkor a
P@A-B)

PAlB) ="

hényadost az A esemény B-re vonatkozd felté-
teles valdsziniiségének* neverziik.

Megiegyzés: A feliételes valésziniségrdl megemlitink egy techniki jellegd
etelt:

7.4.

AKolmogorov-féle axiomarendszer érvényben marad
feltételes valésziniiségekre is.

2.példa N

a) Egy kétoyerekes csalédrtl tudjuk, hogy 2z eqyik gyerek fd. Mia valo-
szindisége, hogy a mésik is fiu?

b) Eqy keétgyerekes csaldr6ltudjuk, hogy a2 ddsebb gyerek fid. Mi 2 valo-
szinisége, hogy a mésikis fii?

Azeseményteret alkot6 elemi események (f, 1), (F, I, 1, ), (1,1, ahol
fa fidt, | a linyt jeloli orrendben (nem szigort uz cgyen-
loség, ikrek sziiletését is megengedjiik). A sorrend ikrek esctén is
értelmezhetd.

Megoldas (a)
Az A esemény jelentse, hogy az egyik gyerek fii, B pedig, hogy a misik
is az. Ekkor

PBIA)= P(A B s.L

n

Megjegyzés: Sokan azt mondiik a feladat megoldisira, hogy az eredmény 0.5
Tanulsi ki Kell véleményt nyi




Megoldas (b)
gyen A esemény, hogy a ket gyerck kivzil az idésebb fid, B pedig,
hogy a fiatalabb fid. Ekkor

1ﬂ(m/\)>M

1
2

Slole -

Vannak olyan esetek, amikor a feltételes valoszintiség ismeretében
az A és B események metszetét hatirozzuk meg. A 7.6-os definicié
dtrendezésével:
PA-B) = P(AlB) P(B).
€s a szimmetria miatt:
P(B-A) = P(BA)-P(A).
Ha sszchasonlitjuk a két egyenletet, az tn. szorzdsi szabilyt kapjuk:
P(AIB)- P(B) = P(BIA) - P(A).
Jelentse B aztaz exeményt, hogy az 11461 6-ig szamozott szabilyos
ki szimot dobunk, B, pedig azt, hogy ugyanezzel a koc-
mn szimot dobunk. Egyrészt B, B, iires
ist, 65 B+ By= 11, v-

azaz a két ese-

P(H) = P(B, + B,) = P(B)) + P(B,).
események halmazit teljes eseményrendszernek

() minden B; CH, B; #@ és
Bi+By+...+B,

(2) minden i #j-re
B;B;=2.

Az elbbi definici és a szorzisi szabily alkalmazisival kapjuk a kovet-
kez6 tételt.

Legyena {By; Bys -..; B,) halmaz teljes esemény-
rendszer. Tegyiik fel, hogy ismerjiik a P(B;) és
valamely A C H eseményre P(A|B) (=1, ..., n)
feltételes valGsziniiségeket. Akkor

P(A)=P(A|B))-P(B)+ P(A|B,) - P(B,) + ... +

+P(A]B)-P@,)= f:P(AIB.) P@).
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‘szorzési szabaly

teljes eseményrendszer

Atels eseményrendszer
eményel péronként

sk eﬂymésl & e
ményteret

teljes valésziniség
tétele
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Bizonyitas
Atétel feltételei
zetét A-val:
A (B +By+ .. +B)=A-H.
A disztributiv tulajdonsig miatt:
(AB) +(A-By) +...+ (A-B)=A.

Mivel {By: By; ...; B,) teljes eseményrendszer, igy tagjai péronként
Kizijik cgymast. EbbGl kivetkezik, hogy szintén minden i # -

(A-B)-(A-B)=2.
iniiségét véve és alkalmazva az axiémarendszer

att B, +By+ ...+ B, =

1. Vegyiik mindkét oldal

Mindkét oldal val
3. pontjit:
P(AnB)U(ANBy)U...u(AN B,))=
=P(ANB)+P(ANBy)+...+ P(AN B,) = P(A).
Vegiil a szorzisi szabily felhasznlisival:
P(AIB)-P(B)) + P(A|BS)- P(By) + ... + P(A| B P(B,) = P(A).

Az alibbi feladatban leirt matematikai modell csak nagyon durva
Kozelitéssel koveti a valdsig folyamat mutat a matematikai
modellalkotis jelentoségére.

3. példa N
A B; esemény jelentse azt, hogy elromlik az autd motorja (pl. nem mikadik
benzinm kodik a gyertya). A B ese-

mény jelentse, hogy elromlik az auté akkumulétora (lemeril vagy zatlatos
lesz). A By jelentse, hogy elromiik 2 ht5 (pl. kilyukad). Tudjuk, hogy
Bi+By+By=H, B-B=D (i#))
Tudjuk, hogy
PB) =01, PB)=07 és PB;)=02
Az A esemény jelentse, hogy az auté mikidésképtelen (nem mozdul).
Tudjuk azt i, hogy
Pl4lB) =08, P(4|B) =015 ¢s P(A]By) =03
Ezek a feltételes valosziniségek azt elentik hogy epesh hiod oot
esetén milyen valészindséggel lesz mikodésképtele
Mekkora annak a valdszindsége, hogy mﬂkndésképtelenné valik az auto,
vagyis az A esemény bekovetkezik?

i

Megiegyeds: Feleik hogy ujlet ceményck gyszeme e kiveleshtne be

& teljes otnak. Ez 4 matematikai modellalkotis lényege,
Hisaen eay sutbbunszimos mis dolog i iténhet
Megoldas

A7.5-5s tétel egyszerd alkalmazisibol:
P(A) = P(A| B))- P(B)) + P(A|B,)- P(By) + P(A| B3)- P(B3) =
=0,1-0.8+0.7-0,15+0,2-0,3 =0245




A kovetkezs tétel a szorzisi szabilyt és a teljes valosziniség tételét
hasznilja fel. (Felhivjuk a figyelmet arra, hogy még eme révid
feltételes valoszintséggel foglalkozo részben is nyomon kévethetd
a fogalmak és tételek egymisra épiilése.) é 1750
kémyéken fogalmazta meg Bayes angol pap. Mive Kiscrlet egy
iniiség-szimitdsi probléma megolddsdra cimen irodott és a szerzo
haldla utdn, 1763-ban jelent meg. (Teljesen véletleniil, egy iréasztal
fiokjiban bukkantak ri.) Bayes itokzatos élete és a tetel koril Kialakult
heves vitik nagyon gyantissi” tették magat a tételt. Vannak mate-
K, akik uz alkalmazisit el is vetik, pedig mint litni fogjuk,
Hangsilyozzuk: nem a tételt,
hanem annak alkalmazisi modjait vitatjik! A formula azt mutatja meg,
hogy hogyan kell egy kisérlet eldii véleményiinket (hipotézisiinket)
a mintavétel utin, annak eredménye ismeretében elfogadni vagy
mddositani.

7.6. Baves 1éreLE: Legyen a {By; By: ...; B} teljes esemény-
rendszer és tegyiik fel, hogy ismerjiik a P(B) > 0
., n), valamint P(4|B,) feltételes valé-
srintidgeket, abol A € H 65 P(A) > 0. Ekkor

P(A|B) - P(B)

Srtain)-r

P(B4)=

(k=1,...,n).

Bizonyitas
Induljunk ki a szorzsi szabilybl:
P(B|A)- Py=P(A]B)- P(By),
P(AlB)- P8
(o= 8-
()

A 756 teljes valészintség tételét a nevezore alkalmazva kapjuk

Fogalmazzuk meg a 3. példa forditottjit!

4.pelda N

Egy parkoldban eqy véletlenszertien kivélasztott autd rossz. Mia valdszind-
sége, hogy ennek oka az akkumuldtor meghibésodsa?

Megoldas

AT7.6-0 tétel miatt:
P(AlB)-P(B) _o0.15-07

Pled4) P(A) 0.245

=0,4286.

A Bayes-tétel a matematkai
statisztika egyik alzptétele.

Bayes tételo

Bayes il autsarls
Segitségével

a Ieugyakmhnan eloforduld
hibdkat lehet megkeresni.
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Alecke végén oldjunk meg kézosen még egy példit!

N

5. példa

Egy szabélyos, 1-t61 6-ig szdmozott kookét kétszer feldobunk.

a) Mi avalészindsége, hogy a dobott sz&mok osszege 77

b) Hatudjuk, hogy az els6 dobés eredménye pératian, mi a valészindsége,
ogy a dobott sz4mok osszege llyen elttel melett s 7 lesz?

Megoldas (a)

Jelentse A az eseménytér azon eseményét, hogy a dobott szimok
Gwsacge 7. Afeladatota felételek it aKlasszikus valdszindscg k-
al kénnyen megoldhatjuk. Az dsszes esetek szima 36, a ked-
vez6 eseteket rendezett pironként (elol dll az elsd, utdna a masodik

dobiis) fel is sorolhatjuk: (1, 6), (2, 5). (3, 4), (4. 3), (5,2), (6. 1).
gy a keresett valosziniiség:
6 _1

Pl)y=—=—.

(A= % E
Megoldas (b)
Telentse B ényté ényét, hogy pi imot dobunk
elsére. Igy T, 7

Ezért

P(A{B):M

36
Figyeljiik meg. hogy P(A|B) = P(A): az A esemény valészintségét
B nem befolyasolju.

Haa feltételes
akkor uz elbbi peldaban ~z=|=pln m\mﬁlggew ek gy lehetséges, hogy

P(alB)=

azaz (természetesen P(B) #0):
P(A-B) = P(A)- P(B).
Ugyanakkor P(B|A) = P(B) feltéve, hogy P(A) # 0. Ugyanis
PAB) _ PAB) _, 5
T P@A) = ol P(B) = PB)=P(BlA),
Afenti ,tulajdonsig” szimmetrikus.




Ha keét eseményre fenndll a fenti tulajdonsi
nyeket megkilénboztetjiik az eseménytér

. akkor az ilyen esemé-
eseményétol.

7.8. DEFINiCC

Ha A,BCH é P(A-B)=P(A)-P(B), akkor
A és B egymstdl fiiggetlen események*.

5 — 5
Jiiggetlenségril beszéliink. Vegyiik észre, B o2 pm cnkc ikt e
la b utin ketzer

egymistol

Ne keverjiik Sssze az egymdst kizdrd és az egymdstdl fliggetlen esemé-
nyeket! Ha két esemény kizirja egymiist, akkor pontosan nem fiigget-
lenek, hiszen az egyik bekovetkezése hatassal van a masikra. A fiig-

‘g azt jelenti, hogy az egyik esemény bekisvetkezése nem fiigg
a masiktol.

6. példa N
Tinainken

R e e & \énygyevmek is van
BT ] oo Tl s
Iédban. Vizsgéljuk meg az A és a B esemény fliggetienségét

Megoldas
Az eseménytér elemeit felirhatjuk rendezett hirmasokkal: (1, f, f) pél-
daul azt jelenti, hogy idrendben az el tt gyermek ledny. majd
Gt ket fitigyermek kbveti. Igy az eseményteér

H=((.f, £ LD; (L F DL B (L LD}
AkKlasszikus képlet lkalmazisibel (azaz b, houy azegyes esetek
valés: it egyenlonek tekintjiik) adddik, hog:

4

Tgy

tehit a két esemény sztochaszikusan fiiggetlen egymisiol.

Kényviinknek keretes szerkezetet adva, fejezziik be az utols6 részt egy
Szent Agoston-parafiizissal Pascal dtiratiban (Penscées, 72. szakasz)

Modus quo corporibus adhacrent s
non potest, et hoc tamen homo est.

tus comprehendi ab hominibus,

De civitate Dei
XXL I
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‘egyméstdl fiiggetien
események

Asatochasztikus
gorog eredeti 520,
angolul véletlenszerit,
rendszertelent jelent
(stochastic).
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Feladatok

1. Egy osztilyban rajz6rdn Joan Miro- & Wassily Kandi
4 tanir megérdezte 4 jelen lev 9 linyt, hogy mel
szavazott Mirora, a tobbiek Kandinskyra. Ugyanakk
Kandinsky, a tobbinek Miro. Mennyi annak a valds
a) kivilasztva egy Kandinsky-rajongét, az illets ledny?

b) Kivlasztva egy fiit, Miro képeicit lelkesedik?

2. Egy gyogyszerkisérlet sorin a kisérletben részt vevs betegek 30%-anak az A, 50%-inak
a B, atobbicknek a C gyogyszert adtik be. Az A gyogyszert szeddk T0%-a; a B-t szedok
60%-u; a C-t kapok 85%- gyogyult meg.

a) Mennyi a valészinisége, hogy egy. a kisérletben részt veve, taldlomra Kivilasztott
beteg meggyogyult?

b) Mennyi a valészindsége, hogy ha a felépilt betegek kzill vlasztunk egy fot, az
a B készitményt kapta?

y-képeket nézegettek. Az 6ra végén
kép tetszett nekik jobban: 3 6
18 fid kiszill 8-nak tetszett inkibb.
ge. hogy

! 2y 61 roppant optimlis) né lid. Legyen
két esemény az

A= fit- é linygyermek is van a csalidban;

B = legfeljebb egy ledny van a csalidban

Vajon fiiggetlenck a megadott események?




7. Néhany nevezetes eloszlas és varhatd
értéke, szorasa

A

elméleti dton «

Jelent6ségiik abban dll, hogy a gyakorlati o mdtien o

esetben ulknlmazhnlék liy clegends ,csuk” beazonositani, hogy
ton

melyik elos in dolgunk, majd — mondjuk tapasztal
megillpitni & paraméter(GkEN,
DISZKRET ELOSZLASOK
Eloszls neve (paramétere) £ értekel PE=k) me) (&)
binomidlis eloszlds o
(©0<p<1) 01,.n [k] ph-prt np 1-p)
(visszatevéses mintave)
(G
h\pzmec;emkuselﬂsnas st iy N ﬂ[_ﬂ] [‘_ ]
visszatevés néaiimintavétey) =" M<N) [N) v "W T
n
Pascaleloszlés -t i b=
e el t-ptp 5 i
Poisson st o 20 . i
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