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1. Eloszo

Tisztelt olvaso! Ezt a feladatgylijteményt a gimnaziumok matematika fakultacion tanuld
diakok szamara készitettiik. A teljes tananyagot feldolgoztuk a 18 fejezetben. A kdnyv 6sszesen
2053 feladatot tartalmaz 254 oldalon. Mivel sok feladat 2-5 részbél all, igy tobb mint 4000
feladvannyal lehet szdmolni. Minden feladathoz adunk megoldast, illetve végeredményt. Ez a
rész 601 oldalt tartalmaz. Igyekeztiink a legegyszeriibb és a legrovidebb megoldast adni minden
esetben.

Mindenkinek sikeres felkésziilést kivanunk az emelt szintii érettségire!

Nyiregyhaza 2020. 07.10.

Kropog Laszl6 és Santa Jozsef



2. Halmazok

2.1. Halmazmiveletek, részhalmazok

2.1.1. Hany elemi az a halmaz, amelynek 1023 valodi részhalmaza van?
2.1.2. Legyen H={12 pozitiv oszt6i}. Hany részhalmaza van H-nak?
2.1.3. Adjuk meg a kovetkez6é halmazok Osszes részhalmazat!

a) [-4,4[(\; (Az alaphalmaz az egész szamok halmaza)

b) € V1,v/2,+/3,v/4,4/5,4/6 NQ")uin}

2.1.4. Adjuk meg a szdmhalmazok kozotti kovetkezé miiveletek eredményét! Alaphalmaz a

valos szamok halmaza.

a) (NUZ)NQ"

b) (Q\Z)U(QX uﬁ)m(z mQX)

2.1.5. Adjuk meg a szamhalmazok k6zotti kovetkez6 miiveletek eredményét! Alaphalmaz a

valds szamok halmaza.
a) (R\Q*)~(21Q)
b) [QU(N UR)|~[Z UN)Q]

2.1.6. Legyenek adottak a H={a,b,c,d,e,f,gh,i,j,k,l,m} halmaz kovetkezé részhalmazai:
A={a,c,d,e,g,h,I}, B={b,c,d,f,g,i.k}, C={c,e,f,i,j.k,1}. Hatarozzuk meg a kovetkez6 halmazokat!

2) (A\B)n(CuUB)
o) (AUC)[AUB) (BT

2.1.7. Legyenek adottak a H={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12} halmaz kdvetkezd részhalmazai:
A={1,2,3,4,5},B={1,3,5,6,7,8},C={2,3,5,7,8,9,10}. Hatarozzuk meg a kdvetkezd halmazokat!
a) (AUB)\(CUB)

b) (B mC)\ [(AuC)m (B UE)]



2.1.8. Legyen adott a H=[-8,8] alaphalmaz, részhalmazai: A=[-6,3[, B=]-2,4[, C=[1,8].
Hatarozzuk meg a kovetkezé halmazokat!
a) ANBNC

b) (BAC)\(AUC)

2.1.9. Legyen adott a H=]-10,10] alaphalmaz, részhalmazai: A=[-8,-1], B=]-5,3[, C=[1,8].
Hatarozzuk meg a kovetkezé halmazokat!
a) AUB\ (AnB)uUC

b) AUB\AUBUC

2.1.10. Legyenek adottak a kovetkezO halmazok. D={egyjegyl primszdmok halmaza},
E={egyjegyli pozitiv paros szdmok halmaza}, F={a hat két legnagyobb osztdja}. G={egyjegyli
paratlan szamok halmaza}, H={a 225 primtényezds felbontdsdban szereplé primek},
I={egyjegyli pozitiv paros szdmok halmaza}. J={legnagyobb egyjegylii négyzetszam}.
K={legkisebb egyjegyli négyzetszam}. A=[DUEUIJ|\F. B=G\H. C=[IU{3,7}]\K. Az
alaphalmaz H= AuBUC.

a) Allapitsuk meg az A,B,C halmaz elemeit!

b) Hatarozzuk meg B\(AUC), (AnB)U(ANC) (B N C) halmazokat!

2.1.11. Adottak a kovetkez6 intervallumok! A=]-1,3[, B=]2,4], C=[1,3], D=[0,2[. Adjuk meg a
kovetkez6 miiveletek eredményét! ANC, A\C, BNC, CuD. Van-¢ olyan kozottiik, amelyik

részhalmaza egy masiknak? Vannak —e kozottiik diszjunktak?

2.1.12. Az A halmaz jeldlje a 3x +9 >0 megoldasat, a B halmaz pedig a 2x — 6 < -2 a valds
szdmok halmazan. Adjuk meg azt az intervallumot, ahol mindkét egyenldtlenség teljesiil, csak

az egyik teljesiil, valamelyik teljestil?

2.1.13. Hany elemii a P,Q és az R halmaz, illetve a P,Q,R halmazok ko6zds része, ha a

kovetkezdket tudjuk:
(i) PNQMR|=|PNR|=5

(ii) |Q=IP[+5

(iii) |R|=12

(iv) 2-|[(PNQNQNR)=[PNQUR)|
(v) 2:[P\Q\=|Q\P|

(vi) |QNR[=8



2.1.14. AuBUC ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}, A\B={2,4,6,8,10}, A\C={1,3,5,7,9}, Mivel egyenl6
a BN C illetve BUC?

2.1.15. A H={1,2,3,4,5,6} halmaz A,B,C részhalmazair6l a kovetkezoket tudjuk: AnB={5},
A\C={3,4,5}, C\B={1,2}, Cn (AUB)={2,6}. Hatarozzuk meg az A,B,C halmazokat!

2.1.16. Hatarozzuk meg az A,B,C halmazokat! AuwLBUWC={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11},
A\C={2,7}, AnB={2,11}, (CnB)\A={3,4}, (CUB)\A={1,3,4,5,6,8}. Azt is tudjuk, hogy a B

halmaznak csak két paratlan eleme van!

2.1.17. Hatarozzuk meg az A,B,C halmazokat! AUBUC ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10},
A\B={8,9,10}, AuB ={1,2,3,6,7,8,9,10}. AnB ={1,2,3}, AnBNC ={1,3}, AnC ={1,3,8}
B\C={2,7}.

2.1.18. Legyen az AuBUC ={1,2,3,5,7,8,9,10}, [(AuB) NC]\ (AnBNC)={2,7}. Tudjuk
tovabba, hogy B\C={1,5} és AnBNC= AnB={10}.

a) Hatarozzuk meg a B halmazt!
b) A és C halmazra is irjuk fel az 6sszes lehetséges megoldast!

2.1.19. Hatarozzuk meg az A,B,C halmazokat! AuBUC ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}, B\A={3,9}.
A~B ={12567}, B~C ={356,7}, A~BNC ={56,7}. AUB ={1,2,3,4,5,6,7,89},
ANC ={5,6,7,8}.

2.1.20. Hatarozzuk meg az A,B halmazokat! AuB ={1,2,3,4,5}, AnB «{3,4,5}, A\B={1,4},
|Al=[B.

2.1.21. Hatarozzuk meg az A,B,C halmazokat! A\B={4,6,8}, B\C={2,5,9,10}, C\A={3,7,11}.
AnBNC ={1}, AuBULC={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11}, A UC={1,2,3,4,6,7,8,9,11}, és |C|=5.

2.1.22. Hatarozzuk meg, hogy milyen halmazmiiveletek eredménye a besatirozott rész?
a) A B b) A B




2.1.23. Hatarozzuk meg, hogy milyen halmazmiiveletek eredménye a besatirozott rész?
a) A B b) A B

C

2.2. Halmazok szamossaga, logikai-szita

2.2.1. Egy 120 {6s évfolyam 10%-a nem tagja sem matematika, sem szamitdstechnika
szakkdrnek. Matematika szakkorre kétszer annyian jarnak, mint fizikdra. Az utdbbi

szakkorosok haromnegyed része mindkét szakkorre jar. Hany tagja van az egyes szakkoroknek?

2.2.2. Egy taktikai értekezletre a fociedz6 meghivta a palyaedz6t és a kapusedzot is. A
résztvevo jatékosok kdzott volt négy kapus, 19-en jatszottak mar védoként, 22-en csatart és 20-
an kozéppalyast. A taktikai repertoart bdvitette, hogy 10 f6 mar jatszott hatvédet és
kozéppalyast is, 9 csatart és hatvédet, 11-en csatart és kozéppalyast, €s volt 4 igazi jolly joker,

aki mindharom poszton jatszott mar a mezényben. Hanyan voltak az értekezleten?

2.2.3. Egy iskola egyik évfolyaman tavasszal 3 kirandulést szerveztek. Az elsé és masodik
kirandulason 23, az elsé és harmadik kirdndulason 22, a masodik és harmadik kirandulason 24
tanul6 vett részt. Mindharom kirandulast 15 didk vette igénybe. Azon didkok koziil, akik csak
egy kirdnduldsra mentek, az elson haromszor annyian voltak, mint akik csak a mésodikon, de
12-vel kevesebben, mint akik csak a harmadikon. Hany diak ment el az egyes kirandulasokra,
ha nem volt olyan didk, aki egy kiranduldson sem vett részt, valamint az évfolyam létszama 121
6?

2.2.4. Egy osztilyban 3 szakkor mukodik. Fizika és Kémia szakkorre 5-en, fizika és
matematika szakkorre 4-en, matematika és kémia szakkorre 7-en jarnak. Van 3 olyan tanulo,
aki mindharom szakkdrre jar. Azon tanulok koziil, akik csak 1 szakkorre jarnak, a fizikasok 1-
el tobben vannak, mint a csak kémiasok, de feleannyian, mint a csak matekosok. Hany tanulo
jar az egyes szakkorokre, ha az osztalylétszam 30, €s 9 olyan tanul6 van, aki egy szakkorre sem

jar?

2.2.5. Egy részlegen dolgozok 1étszama 30 f6. Az ebédet 3 kif6zdébdl rendelik. Az ,,Itt eszel
a legjobbat”-bol 14-en szoktak rendelni, a ,,Sose 1égy €hes”-bdl 15-en, a ,,Pulykakakas”-bol
pedig 5-en. Pontosan két konyhabdl 6-an szoktak rendelni. Hanyan szoktak rendelni

mindharom kif6zdébdal?



2.2.6. Egy utazasi iroda 3 févarosba (Bécs, Praga és Pozsony) szervez utakat. Az egyik
hénapban 60 f6 jelentkezett valamilyen utra. A jelentkezok 55%-a csak egy fovarost jelolte be
uticélnak. Olyan nem volt, aki Pragara és Pozsonyra jelentkezett, de Bécsre nem. 15 {6 jeldlte
meg Bécset és Pozsonyt, 21 f6 Bécset ¢és Pragat. Az egy utra jelentkezOk koziil Pragara pont
feleannyian jelentkeztek, mint Bécsre. Csak Pozsonyra 3 6 jelentkezett. Hany {6 jeldlte meg

az egyes varosokat?

2.2.7. Péternek 30 kedvenc filmje van. Ezek koziil 14-ben szerepelnek akciohdsok, 9-ben
sportautok, 20-ban pedig meseszereplok. 5 filmben a meseszereploknek sportautdja van,
haromban az akci6hdsok sportautdt hasznalnak. Csak egy olyan film van, amiben az akci6hds
meseszerepld sportautoval kozlekedik. Hany olyan kedvenc filmje van Péternek, amiben
meseszereplok vannak, de akciohdsok és sportautok nem? (Olyan kedvenc film, amiben se

akciohdsok, se meseszereplok, se sportautok nincsenek, nincs.)

2.2.8. Egy varos 18 étterme koziil 11-ben reggelit, 11-ben vegetarianus mentit lehet kapni, és
10-ben van felszolgalas. Mind a 18 étterem nyujt legalabb egyet az el6z6 szolgaltatasok koziil.
Otben adnak reggelit, de nincs vegetarianus menii. Ahol reggelizhetiink, 6tben van felszolgélas.

Csak egy olyan étterem van, ahol mindharom szolgaltatds megtalalhato.
a) Hany étteremben lehet vegetarianus meniit kapni, de reggelit nem?

b) Hany olyan étterem van, ahol felszolgalnak vegetarianus mentit?

2.2.9. Egy brigad dolgozoi az év folyaman harom kirdndulason vettek részt. Az elsén a brigad
dolgozdinak 67.5%-a, a masodikon 70%, mig a harmadikon a 75%. Mindharom kirandulason
5 dolgozo vett részt, olyan, aki nem volt legalabb két kiranduldson, nem volt. Hany dolgozdja

van a brigddnak? Hany dolgozo vett részt az egyes kiranduldsokon?

2.2.10. Egy csoport tanul6i az év folyaman harom matematikaversenyen vettek részt. Az elson
¢s a masodikon a tanulok 60%-a, a harmadikon 80%. Egy didk csak az elsd, harom didk csak
a harmadik versenyen vett részt. Olyan nem volt, aki csak a méasodik versenyen vett volna részt.
Mindhérom versenyen 4 didk vett részt, olyan tanuld nem volt, aki ne vett volna részt legalabb
egy versenyen. Hany diak van a csoportban? Hany olyan didk volt, aki részt vett az els6 vagy

harmadik versenyen, de a masodikon nem?

2.2.11. Egy részleg dolgozdi az év folyaméan haromszor részesiiltek prémiumban. Nem volt
olyan dolgozd, aki egyszer sem kapott volna prémiumot. 5 olyan dolgozo volt, aki az elsd és a
masodik alkalommal kapott prémiumot. 4 olyan, aki a méasodik és a harmadiok, illetve harom
olyan, aki az els6 és a masodik alkalommal részesiilt ebben a juttatasban. Az elsé alkalommal

prémiumban részesiilok kétszer annyian voltak, mint a masodik alkalommal, de eggyel



kevesebben, mint a harmadik alkalommal. Hanyan kaptak prémiumot mindharom esetben, ha

a részleg dolgozodinak 1étszama 26?

2.2.12. Egy tanckor tagjai haromféle tancban szerepelnek. Minden tag, legalabb egy tdncban
szerepel. Hat olyan tag van, aki tangdzik és kering6zik. 5 olyan, kering6zik és palotést tancol,
illetve négy olyan, aki tangézik és palotasban is részt vesz. A palotasban kétszer annyian
vesznek részt mint a keringében, és harommal tobben, mint a tangdban. Hanyan tancolnak

kering6t, tangdt és palotast is, ha a tagok szama 35?

2.2.13. Egy 30 f6s osztalyban haromféle eszk6zon hasznaljak az internetet a tanulok. Minden
tanuld legalabb kétféle eszkdzon internetezik. A mobilt és laptopot hasznald tanulok szama
megegyezik a tabletet hasznalok szamaval. Mobilrdl 27-en neteznek. Laptopot és mobilt 15 —

en hasznalnak. Hanyan hasznéljadk mindharom eszkozt?

2.2.14. Egy 18 tagt brigdd dolgoz6i haromféle kulturalis tevékenységet folytatnak. Moziba (15
f6), szinhazba(8 f6) és koncertekre(7 f0) jarnak, mindenki legfeljebb 2, és legalabb 1
tevékenységet folytat a 18 tag koziil. Olyan nincs, aki szinhazba és koncertre jarna. Azok koziil,
akik csak egyik szorakozasi tevékenységet folytatnak, a koncertre jarok kétszer annyian
vannak, mint a szinhazba jarok. Hanyan jarnak moziba és szinhazba? Hanyan jarnak moziba és
koncertre?

2.2.15. Egy kereskedelmi részleg dolgozdi koziil 22 f6 rendelkezik egyetemi diplomaval, 18
foiskolaival, és szintén 18 fels6foku szakképesitéssel. Akiknek egyetemi diplomdja van, azok
kozott 8-nak nincs felséfoku szakképesitése, €s 7-nek nincs fOiskolai diplomaja. 12 olyan
megkérdezett van, akinek fdiskolai diploma és felséfoku szakképesités is van, és koztiik 3 olyan
van, akinek nincs egyetemi diplomdja. Hanyan rendelkeznek mindharom képesitéssel, illetve

hany fének sincs egyik se, ha a részlegen 29-en dolgoznak?

2.3. Vegyes feladatok

2.3.1. Adjuk meg az Gsszes olyan valos szamok halmazan értelmezett harmadfokt egyenletet,
melynek megold4shalmaza megegyezik szintén a valds szamok halmazan értelmezett x?=4x-3

egyenlet megoldashalmazaval!

2.3.2. Adjuk meg az Gsszes olyan valos szamok halmazan értelmezett harmadfoku egyenletet,
melynek megoldashalmaza megegyezik szintén a valos szamok halmazan értelmezett x2+5x=6

egyenlet megoldashalmazaval!
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2.3.3. Adott az U = [0,2n] alaphalmaz. Az A halmaz jelentse a 4°"* > 29 10 egyenlStlenség

lg10
valos megoldasait az U halmazon, a B halmaz jelentse a 4°** < (Ej egyenl6tlenség valos

megoldasait az U halmazon. Adjuk meg a kovetkezd miveletek eredményét:

ANnB,A\B,AuB!

2.3.4. Adott az U = [0,n] alaphalmaz. Az A halmaz jelentse a Igtgx > 0 egyenlétlenség valds

v3
megoldasait az U halmazon, a B halmaz jelentse a ctgx <log,3? egyenl6tlenség valods

megoldasait az U halmazon. Adjuk meg a kovetkez6 miiveletek eredményét: AU B,B\ Al

2.35. Az A halmaz jelentse a +x?—4x+3<2J2, a B halmaz pedig a
3-9°*<log X_3(X - 3)‘/f egyenlOtlenség megoldasat a valds szdmok halmazan. Adjuk meg a
kovetkez6é halmazmiiveletek eredményét! AU B, AN B, A\ B, A

2.3.6. Az A halmaz jelentse a Vx—-2<+6-x, a B halmaz pedig a log,(5-x)<-3
egyenlétlenség megoldasit a valéos szamok halmazin. Adjuk meg a° kovetkezd

halmazmiiveletek eredményét! AUB, AN B,A\B, A

2X_21£1, a B halmaz pedig a [x—3/<3x—1 egyenldtlenség

2.3.7. Az A halmaz jelentse a

megoldasat a valos szamok halmazéan. Adjuk meg a kdvetkezé halmazmiiveletek eredményét!

AUB,ANB,A\B,A

2.3.8. Abrazoljuk derékszogii koordinatarendszerben azon pontok halmazat, melyek (x,y)

koordinataira teljesil [x|-y|=2

2.3.9. Abrazoljuk derékszogii koordinatarendszerben azon pontok halmazat, melyek (x,y)

koordinataira teljesil |x|-|y|>4

2.3.10. Abrazoljuk derékszogii koordinatarendszerben azon pontok halmazat, melyek (x,y)

koordinataira teljestil |x|+]y|<3

2.3.11. Abrazoljuk derékszogii koordinatarendszerben azon pontok halmazat, melyek (x,y)
koordinataira teljestil HX| —|y” =2
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2.3.12. Legyen a H halmaz azon 8 jegyll szdmoknak a halmaza, amelyekben csak a 0,1,2
szamok szerepelnek, de mindegyik legalabb egyszer. Hatarozzuk meg az A halmaz

szdmossagat!
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3. Logika

3.1. Szoveges feladatok

3.1.1. Toltsiik ki a kovetkez6 lapot tigy, hogy igaz legyen az allitas.

Ezen a papirlapon az alabbi szamjegyekbdl pontosan ennyi lathato:

3.1.2. Egy papirlapon a kdvetkez6 6t allitas olvashato:
Ezen a lapon 1 allitas hamis.
Ezen a lapon 2 allitas hamis.
Ezen a lapon 3 allitas hamis.
Ezen a lapon 4 allitas hamis.

Ezen a lapon 5 allitds hamis.

Az allitasok koziil melyik igaz, melyik hamis?
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3.1.3. Egy papirlapon a kovetkezo ot allitas olvashato:
Ezen a lapon legfeljebb 1 allitas igaz.
Ezen a lapon legfeljebb 2 allitas igaz.
Ezen a lapon legfeljebb 3 allitas igaz.
Ezen a lapon legfeljebb 4 allitas igaz.
Ezen a lapon legfeljebb 5 allitas igaz.
Az éllitasok koziil melyik igaz, melyik hamis?

3.1.4. A kirdlyfi egy utelagazashoz ér. Az egyik ut a kirdlylanyhoz, a mésik a sarkanyhoz vezet.
Az elagazasnal egy ikerpar 4csorog. Az egyikiik mindig igazat mond, a mésik mindig hazudik.
Egy kérdést tehet fel a kirdlyfi az egyik embernek. Mit kérdezzen, hogy oda taldljon a

kirdlylanyhoz, ha nem tudja melyik az igazmondo, illetve a hazudds?
3.1.5. Renddrségi kihallgatason van A, B ¢és C.

A azt mondja: B hazudik.

B azt mondja: C hazudik.

C azt mondja: 4 és B is hazudik.

Ki mond igazat és ki hazudik?

3.1.6. Van harom lada, amelyekben kettd golyo van (Fehér, Piros). Azt tudjuk, hogy egyikben
sem olyan golyok vannak, amilyen ra van irva. A jatékos belenytlhat az egyik 1adaba, onnan
egy golyot kivehet, és azt megnézi, hogy milyen szinii. Ez alapjan el kell dontenie, hogy melyik

ladaban milyen szinii golyok vannak. El lehet ezt ilyen feltételek esetén donteni?

F-F o.p

F-P

3.1.7. Van 27 arany pénzérme, amelyek kozott van egy hamis. (Konnyebb, mint az igazi.) Egy
kétkart mérleggel szeretnénk megallapitani, hogy melyik a hamis. Legfeljebb mennyi mérésre

van sziikség, hogy egyértelmiien el tudjuk donteni melyik a hamis?
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3.1.8. Egy fogadoba betér harom vandor, hogy megaludjanak. Fejenként adnak 10 dollart a
szallasért. Késobb a fogadosnak eszébe jut, hogy csak 25 dollarba keriil a széllds. Az
alkalmazottnak ad 5 dollart, hogy adja vissza a vendégeknek. A fiu ugy dont, hogy 2 dollart
eltesz a zsebébe és visszaad 1-1 dollart a vendégeknek. Vagyis a vendégeknek 9 dollarba keriilt
a szallas. Kilenc szorozva harommal, az huszonhét, a fiunal van még kettd dollar. Ez 6sszesen

29 dollar. Hova tiint az 1 dollar?

3.1.9. Van két hord6. Az egyikben van 100 liter bor, a masikban 100 liter viz. A borbol atontiink
1 litert a vizbe, majd 0sszekeverjiik. Ezt kovetden ebbdl a keverékbdl 1 litert visszadntiink a

boros hordoba. Ekkor a borban van tobb viz, vagy a vizben van tobb bor?

3.1.10. Egy kollégiumban 20 lany lakik az alabbi elrendezésben:

2 3 2
3 3
2 3 2

A tanar minden este megszamolja, hogy minden folyoson 7 lany alszik-e.

1. Egyik délutan 4 baratné érkezik a kollégiumba, és szeretnének ott aludni. Lehetséges-€ a 24

lanyt ugy elszallasolni, hogy a tanar ne vegye észre dket?

2. Egy masik napon 4 kollégista lany megy vendégségbe €s szeretnének ott aludni. Lehetséges-

e a 16 lanyt ugy elszallasolni, hogy a tanar ne vegye észre a hianyzast?

3.1.11. Ot kiilonbdzé szinli szomszédos hazban 6t kiilonbozé nemzetiségii ember lakik.

Mindenkinek van egy kedvenc 4allata, egy dohanyzasi szokésa és egy kedvenc itala.
1. Az angol piros hazban lakik.

2. A spanyolnak kutydja van.

3. A fehér haz jobb oldalan 4116 z6ld hazban kavét isznak.

4. A francia teat iszik.

5. A papagdj gazdaja szivarozik.

6. A sarga haz lakoja erds cigarettat sziv.
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7. A kozépso haz lakdja tejet iszik.

8. A svéd balrél az utolsé hazban lakik.

9. A gyenge cigarettat szivo személy szomszédja majmot tart.
10. Az erds cigarettat szivo szomszédja macskat tart.

11. A pipas narancslevet iszik.

12. Az olasz nem dohanyzik.

13. A svéd a kék haz mellett lakik.

Ki¢ a zebra?

3.1.12. Létezik-e olyan tiz kiillonb6z6 szamjegybdl allé szam, amelynek kétszerese ugyancsak

tiz kiilonb6z6 szamjegybol all?

3.1.13. Egy juhasz megéllapitja, hogy ha a juhainak szamat a juhok szamanal eggyel kevesebbel
szorozza, akkor eredményiil ugyanannyit kap, mintha a sajat életkorat a juhok szdmanal

kett6vel kevesebbel szorozna és hozzdadna tizenotot. Hany éves a juhdsz?

3.1.14. Létezik-e két olyan természetes szdm, amelyek szorzatdt megszorozva az dsszegiikkel,

az eredmény 294007

3.1.15. Egy 8 literes edény tele van borral. Két egyenld részre szeretnénk osztani, de csak egy
5 literes és egy 3 literes edényiink van. Egyik edény oldalan sincs méréskala. Hogyan lehet

elvégezni a kettéosztast, ha csak ezt a harom edényt hasznalhatjuk?

3.1.16. Harman el akarnak osztani maguk kozott 21 hordot, amelyekben méz van. Ezek koziil
7 tele van, 7 félig van, 7 pedig iires. Szét lehet-e osztani a hordokat ugy, hogy mindenkinek
ugyanannyi hord6 és ugyanannyi méz jusson? A hordok egyforma méretiick és a mézet nem

lehet atonteni masik hordoba.
3.1.17. Hanyféleképpen lehet egy 25 fabatka értékii arut kifizetni 2 és 3 fabatkas érmékkel?

3.1.18. Egy ember at akar vinni a folyon egy farkast, egy kecskét és egy kaposztat. A csonakban
az ember mellett csak a farkas vagy csak a kecske vagy csak a kdposzta fér el. Az ember nélkiil
a farkas nem maradhat egy parton a kecskével, illetve a kecske nem maradhat a kdposztaval.

Hogyan kell a szallitast megszervezni, hogy sikeriiljon mind a harmat atvinni?

16



3.1.19. Harom ember lovakat akart vasarolni egy ménesgazdatol, aki a kovetkezoket mondta
nekik: ,,Egyikotoknek eladom a fél ménest és még egy fél lovat, a kovetkezonek a megmaradt
lovak felét és még egy fél lovat, a harmadiknak pedig az eddig megmaradt lovak felét és még

egy fél lovat. gy még nekem is marad 6t lovam.” Melyik ember hany lovat vasarolt?

3.1.20. Megkériink valakit, hogy gondoljon egy kétjegyli szamra. Mondja el nekiink, hogy
mennyi maradékot ad 3-mal, 5-tel és 7-tel osztva. Ekkor meg tudjuk mondani, hogy mi a

gondolt szdm. Hogyan talaljuk ki a gondolt szdmot?

3.2. lgaz-Hamis.

3.2.1. Dontsiik el az alabbi allitasokrol, hogy melyik igaz, melyik hamis.
Allitasok lgaz Hamis
1. Van olyan haromszog, amelynek pontosan két szimmetriatengelye van.
2. Van olyan sikidom, amelynek végtelen sok szimmetriatengelye van.
3. Minden rombusznak két szimmetriatengelye van.
4. Van olyan konkév négyszog, amelyik tengelyesen szimmetrikus.

5. Ha egy négyszognek van két egyenld oldala, akkor tengelyesen

szimmetrikus.
3.2.2. Dontsiik el az alabbi allitdsokrol, hogy melyik igaz, melyik hamis.
Allitasok lgaz Hamis
1. Ha egy sokszdg tengelyesen szimmetrikus, akkor szabalyos.
2. Ha egy sokszog szabalyos, akkor tengelyesen szimmetrikus.

3. Van olyan tengelyesen szimmetrikus négyszdg, amelynek szimmetria

tengelye a négyszognek pontosan egy csucsan megy at.

4. A szabalyos soksz0g barmely szimmetria tengelye tartalmazza a sokszog

legalabb egy csucsat.
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5. Minden szabalyos sokszognek van olyan atlgja, amelynek egyenese

szimmetria tengelye a sokszdgnek.
3.2.3. Dontsiik el az alabbi allitasokrél, hogy melyik igaz, melyik hamis.
Allitasok lgaz Hamis

1. Ha egy négyszog tengelyesen €és kozéppontosan is szimmetrikus, akkor

rombusz.
2. Nincs olyan trapéz, amelyik kézéppontosan szimmetrikus.
3. Van olyan deltoid, amelyik kdzéppontosan szimmetrikus.
4. Minden szabalyos sokszdg kdzéppontosan szimmetrikus.
5. A kozéppontosan szimmetrikus négyszdgek mindegyike konvex.
3.2.4. Dontsiik el az alabbi allitasokrol, hogy melyik igaz, melyik hamis.
Allitasok lgaz Hamis
1. Van olyan haromszdg, amelyik forgas szimmetrikus.

2. Ha egy sikidom forgas szimmetrikus, akkor végtelen sok olyan szog

adhaté meg, amellyel az alakzat 6nmagaba forgathato.
3. Ha egy sokszog forgas szimmetrikus, akkor szabalyos.

4. Van olyan szabalyos sokszdg, amely 30°-oselforgatissal onmagaba

vihetd.
5. Ha egy sokszdg forgas szimmetrikus, akkor minden szdge egyenld
3.2.5. Dontsiik el az alabbi allitasokrol, hogy melyik igaz, melyik hamis.
Allitasok lgaz Hamis
1. Ha az eltolasnak van fixpontja, akkor helybenhagyas.

2. Az eltolasnak nincs invarians egyenese.

18



3. Van olyan haromszog, amelynek a helybenhagyastol kiilonb6zo

eltolassal onmagéba vihetd at.

4. Van olyan alakzat, amelynek a helybenhagyastdl kiilonb6z6 eltolassal

Onmagéba vihetd at.

5. Két tengelyes tiikrozés egymdas utani elvégzése egyetlen eltolassal

helyettesithetd.
3.2.6. Dontsiik el az alabbi allitasokrol, hogy melyik igaz, melyik hamis.
Allitasok lgaz

1. A hurnégyszog atloja a négyszoget egy hegyesszogli és agy tompaszogi

haromszogre bontja.
2. Ha egy trapéz szérai egyenld hossztak, akkor htrtrapéz.
3. A paralelogrammak koziil csak a téglalap hurnégyszog.
4. A rombuszok koziil csak a négyzet hirnégyszog.
5. A hurnégyszogben mindig van tompaszog.
3.2.7. Dontsiik el az alabbi allitasokrol, hogy melyik igaz, melyik hamis.
Allitasok lgaz

1. Ha két egyenld szarti haromszdgben egy-egy sz6g megegyezik, akkor a

két haromszog, hasonlo.

2. Ha két téglalapban az atlok ugyanakkora szdget zarnak be, akkor a
téglalapok hasonlok.

3. Két rombusz hasonld, ha atloik aranya megegyezik.
4. Két négyszog hasonlo, ha megfeleld szogeik megegyeznek.

5. Ha két szabalyos sokszognek ugyanannyi oldala van, akkor a két sokszog

hasonlo.
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3.2.8. Dontsiik el az alabbi allitasokrol, hogy melyik igaz, melyik hamis.
Allitasok lgaz
1. Két szam legnagyobb kozds osztdja kisebb mindkét szamnal.

2. Két szam legkisebb kozos tobbszorose nem kisebb, mint a két szam

legnagyobb kozos osztoja.

3. Két szdm legkisebb kozos tobbszorosének osztdja, a két szam

legnagyobb kozos osztoja.

4. Ha két szam relativ prim, akkor a legkisebb kozos tobbszorosiik a két

szam szorzata.
5. Két primszam 0sszege nem lehet prim.
3.2.9. Dontsiik el az alabbi allitasokrol, hogy melyik igaz, melyik hamis.
Allitasok lgaz
1. Egy 6 pontot tartalmaz¢ teljes grafban 15 €l van.

2. Ha egy teljes grafnak paros szamu éle van, akkor a pontok szama is

paros.
3. Ha egy 51 ponta grafban nincs kor, akkor legfeljebb 50 éle lehet.
4. Nincs olyan 6 pontt graf, amelyben a fokszamok dsszege 11.

5. Ha egy grafban paratlan darab paratlan fokszdmu cstcs van, akkor az

egyszeresen bejarhato.
3.2.10. Dontsiik el az alabbi allitasokrol, hogy melyik igaz, melyik hamis.
Allitasok lgaz
1. Van olyan 6tpontu egyszerti graf, amelynek 11 éle van.

2. Ha egy oOtpontu egyszerli graf minden csticsa legalabb harmadfoku,

akkor biztosan van negyedfoku cstcsa is.
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3. Ha egy graf minden pontjanak a fokszama legalabb 2, akkor a graf

biztosan 0sszefliggd.
4. Van olyan hatpontt fagraf, amelynek minden csucsa paratlan fokszamu.

5. Van olyan fagraf, amelyben a cstcsok szamanak és az ¢lek szdmanak

0sszege paros.

3.3. Allitasok megforditasa, illetve allitasok tagadasa

3.3.1. Fogalmazzuk meg a kovetkezo allitasok megforditasat és dontsiik el, hogy az igaz-e.
1. Ha egy szam nulldra végzddik, akkor oszthato ottel.

2. Ha egy hdromszdg minden szdge egyenld, akkor minden oldala egyenld.

3.3.2. Fogalmazzuk meg a kdvetkezd allitasok megforditasat és dontsiik el, hogy az igaz-e.
1. Ha egy négyszog téglalap, akkor minden szdge derékszog.

2. Ha egy négyszog atloi felezik egymast, akkor az téglalap.

3.3.3. Fogalmazzuk meg a kovetkez6 allitdsok megforditasat és dontsiik el, hogy az igaz-e.

1. Ha egy haromszog derékszogl, akkor a két rovidebbik oldal négyzetosszege egyenld a

harmadik oldal négyzetével.

2. Ha szombat van, akkor nem megyek iskolaba.

3.3.4. Fogalmazzuk meg a kovetkezo allitasok megforditasat és dontsiik el, hogy az igaz-e.
1. Ha két szam koziil legalabb az egyik nulla, akkor a két szam szorzata nulla.

2. Ha egy szam oszthat6 néggyel, akkor oszthato kettdvel is.

3.3.5. Fogalmazzuk meg a kovetkezd allitasok megforditasat és dontsiik el, hogy az igaz-e.
1. Két paratlan szadm 0sszege mindig paros.

2. Ha egy haromszog két szogének az sszege 90°, akkor a haromszdg derékszogi.
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3.3.6. Fogalmazzuk meg a kovetkez6 allitasok tagadasat.

1. Nincs olyan szerelem, ami el nem mulik.

2. Minden lany szereti a csokoladét.

3.3.7. Fogalmazzuk meg a kovetkezd allitasok tagadasat.

1. Van olyan fit, aki nem szeret focizni.

2. Minden szam oszthaté 6nmagaval.

3.3.8. Fogalmazzuk meg a kovetkezd allitdsok tagadasat.

1. Minden tehén tarka. 2. Van olyan primszam, amelyik paros.
3.3.9. Fogalmazzuk meg a kovetkezd allitasok tagadasat.

1. Minden asszony ¢életében van egy pillanat, amikor azt teszi, amit nem szabad.
2. Minden férfi olyanokat mond, amit kés6bb megban.

3.3.10. Fogalmazzuk meg a kovetkezd allitasok tagadésat.

1. A 12. C osztalyban angolt és németet tanul6 didkok vannak.

2. Az 6rdog veri a feleségét vagy alszik.

3.4. Logikai miiveletek

3.4.1. irjunk a (p q) p logikai valtozokat jeldld betiik kozé két olyan miiveleti jelet, hogy az

eredmény érték tablazata a kovetkezd legyen:

P q (Pap
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3.4.2.

3.4.3.

3.4.4.

3.4.5.

3.4.6.

3.4.7.

3.4.8.

3.4.9.

3.4.10. Legyen p,q,r logikai véltoz6. Oldjuk meg a kdvetkezd egyenletet.

3.4.11. Legyen p,q logikai valtozo. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet.

3.4.12. Legyen p,q,r logikai véltoz6. Oldjuk meg a kdvetkezd egyenletet.

Bizonyitsuk be, hogy a kdvetkezd egyenldség azonossag!
p—q==(pA-q)
Igazoljuk érték tablazattal a de Morgan azonossagokat!
L =(pAq) =-pV-q
2. a(pvaq)=-pAr—q
Bizonyitsuk be, hogy a kdvetkezd egyenldség azonossag!
“pA=qg ==(=p — q)
Bizonyitsuk be, hogy a kdvetkezo egyenldség azonossag!
AV (=pA=q) =p—q

Bizonyitsuk be, hogy a kdvetkezd egyenldség azonossag!

pA—=q==(p—q)

Legyen p,q,r logikai valtoz6. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet.

pPA—gqA—-T =h

Legyen p,q,r logikai valtoz6. Oldjuk meg a kdvetkezd egyenletet.

(ApV@A-Tr=i

Legyen p,q,r logikai valtoz6. Oldjuk meg a kdvetkezd egyenletet.

(pAq) >r=nh

(-pAq) > -—r=nh

(pA=q) > (—pAq) =h

PV & @PA-r) =i
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3.4.13. Legyen p,q,r logikai valtoz6. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet.
[pADV(mpAR)] = (gAT)=h

3.4.14. A kovetkez6 logikai egyenletek koziil melyik azonossag?

1. pvg=-pAq

2. pAi=p

3. pvqVi=i

3.4.15. A kovetkez6 logikai egyenletek koziil melyik azonossag?

1. pAnq=-pAq

2. apVq=p—q

3. "pAg=peq

3.4.16. A konjukcid, diszjunkcid, implikacio és az ekvivalencia koziil:

1. Melyik nem kommutativ?

2. Melyik nem asszociativ?

3.4.17. Fejezziik ki két logikai valtozd konjukcidjat a valtozokra alkalmazott negacio és

diszjunkcid segitségével.
3.4.18. Kovetkezik-e a p A ¢ = i formuldbdl, hogy —p V q = i?
3.4.19. Kovetkezik-e a (p — q) = h formulabol, hogy (p A =q) = h?

3.4.20. Mi mondhaté a (p — q) = (p <> q) esetén a (@ — p) mivelet eredményérdl?

3.5. Vegyes feladatok

3.5.1. Van 81 arany pénzérme, amelyek kdzott van egy hamis. (Konnyebb, mint az igazi.) Egy
kétkaru mérleggel szeretnénk megallapitani, hogy melyik a hamis. Legfeljebb mennyi mérésre

van sziikség, hogy egyértelmiien el tudjuk donteni melyik a hamis?
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3.5.2. Megszamozzuk a hét napjait, a hétfovel kezdve 1-t6l 7-ig. Megkériink valakit, hogy
gondoljon a hét valamelyik napjara, azutdn kétszerezze meg a gondolt nap sorszdmat, majd
ehhez adjon 5-6t, a kapott szamot szorozza meg 5-tel, az ez utan kapottat pedig 10-zel. Az
eredménybdl meg lehet tudni, hogy a hét melyik napjara gondolt. Hogyan lehet kitalalni a

gondolt szamot?

3.5.3. Hires versenylovat akar venni egy ember. Sokallja az 1.000.000 Ft-os arat. Az eladd a
kovetkezdt ajanlja neki: ,, A lovat ajandékba adom, csak a patkdszeget kell kifizetni. Mindegyik
patkdban 6 darab szeg van. Az elsé szegért 1 Ft-ot kérek, a masodikért 2 Ft-ot, a harmadikért
4 Ft-ot, és igy tovabb, minden szegért kétszer annyit, mint az el6z6ért.” Jobban jar ezzel az

ajanlattal a vevo?

3.5.4. Egy embernek van harom hordgja: A,B,C. Az A hord6 tele van borral, a B és C hordo
iires. Ha az A hordobol attoltiink a B hordoba gy, hogy a B tele legyen, akkor az A hordd é

rész¢ig marad bor. Ha az A hordobdl a C hordét toltjiik tele, akkor az A hordo g részéig marad

bor. Ahhoz viszont, hogy a B és a C hordot is tele tdltsiik, az A hordoban 1évé mennyiséghez

még 4 vodor borra van sziikség. Hany vodor bor fér a hordokba?

3.5.5. Egy vodorben 5 liter viz van. Kidntiink beldle 1 litert, és beledntiink 1 liter gytimolcslét.
Osszekeverjiik, kiontiink beléle 1 litert, majd Ujra beledntiink 1 liter gyiimélcslét. Ezutdn
megint Osszekeverjik, a keverékbdl kiontiink 1 litert, és megint Ontiink hozza 1 liter

gylimolcslét. Mennyi viz marad ezutan a vodorben?

3.5.6. Egy hordoban 100 liter gyliimolcslé van. Kiontiink beldle 1 litert, és a helyébe Ontiink 1
liter vizet. JOl dsszekeverjiik, majd kiontiink beldle 1 liter keveréeket, és a helyébe Ontiink 1 liter
vizet. Ezt megint jol dsszekeverjiik, megint kidntiink 1 liter keveréket, és a helyébe ontiink 1
liter vizet, és igy folytatjuk tovabb. Elérhetjiik-e azt, hogy végiil 50 liter viz és 50 liter

gyiimolcslé legyen a hordoban?
3.5.7. Egy embernek négy hordoja van: A,B,C,D. A C és a D hord6 egyforma. Az A és a B hord6
tele van borral. Ha az A-bol tele ontjiik a C-t, akkor az A % részéig marad bor. Ha a B-bdl tele

ontjiik a D-t, akkor a B % részéig marad bor. Ha a C és a D tele van borral, és ezekbdl akarjuk

tele tolteni az A és a B hordot, akkor ehhez még 9 vodor bor sziikséges. Hany vodor bor fér a

hordokba?

25



3.5.8. A foly6 partjan all harom lovag. Mindegyikkel ott van a fegyverhordéja is. At akarnak
kelni a talso partra, de csak olyan csonakjuk van, amelyikbe kettdnél tobb ember nem fér el.
Egyik fegyverhordoz6 sem lehet mas lovag tarsasagéban olyankor, amikor a sajat lovagja nincs

ott. At tudnak-e kelni a talso partra?
3.5.9. Dontsiik el az alabbi allitasokrol, hogy melyik igaz, melyik hamis.
Allitasok lgaz Hamis
1. Van olyan haromszog, amelynek pontosan két szimmetria tengelye van.
2. Van olyan sikidom, amelynek végtelen sok szimmetria tengelye van.
3. Minden rombusznak két szimmetria tengelye van.
4. Van olyan konkév négyszog, amely tengelyesen szimmetrikus.

5. Ha egy négyszognek van két egyenld oldala, akkor tengelyesen

szimmetrikus.

3.5.10. Dontsiik el az alabbi allitasokrol, hogy melyik igaz, melyik hamis.
Allitasok lgaz Hamis
1. Van olyan kézéppontosan szimmetrikus négyszog, amelyik konkav.
2. Ha egy négyszog kdzéppontosan szimmetrikus, akkor 4tloi egyenldk.
3. Ha egy négyszdg atloi egyenldk, akkor az kozéppontosan szimmetrikus.

4. A kozéppontosan szimmetrikus négyszogben van két egyenldé nagysagu

szog.

5. Van olyan tengelyesen szimmetrikus sokszog, amelyik k6zéppontosan

szimmetrikus.
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3.5.11. Dontstik el az alabbi allitdsokrol, hogy melyik igaz, melyik hamis.
Allitasok lgaz Hamis
1. Ha egy haromszog forgasszimmetrikus, akkor szabalyos.

2. Ha egy sokszog forgasszimmetrikus, akkor kozéppontosan is

szimmetrikus.

3. Ha egy sokszog kozéppontosan szimmetrikus, akkor forgasszimmetrikus

Is.
4. Minden szabalyos sokszog forgasszimmetrikus.
5. Van olyan konkav sokszog, amelyik forgasszimmetrikus.
3.5.12. Fogalmazzuk meg a kovetkezd allitdsok megforditasat s dontsiik el, hogy az igaz-e.
1. Ha egy haromszog tengelyesen szimmetrikus, akkor szabalyos.
2. Ha egy négyszdg paralelogramma, akkor kdzéppontosan szimmetrikus.
3.5.13. Fogalmazzuk meg a kdvetkezd allitdsok tagadésat.
1. Ma este moziba megyek vagy olvasok.
2. Minden magyar egyetemistanak van nyelvvizsgaja vagy autoja.
3.5.14. Legyen p,q,r logikai valtoz6. Oldjuk meg a kdvetkezo egyenletet.
PAGQA-T =1
3.5.15. Legyen p,q,r logikai véltoz6. Oldjuk meg a kdvetkezd egyenletet.
v Ar=i
3.5.16. Legyen p,q,r logikai valtoz6. Oldjuk meg a kdvetkezo egyenletet.
(pAq) = (pAr) =i
3.5.17. Legyen p,q,r logikai valtozo. Oldjuk meg a kdvetkezd egyenletet.

(pv—aq) »r=i
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3.5.18. Legyen p,q,r logikai valtoz6. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet.
(-pA@QVTr=nh
3.5.19. Legyen p,q,r logikai valtoz6. Oldjuk meg a kdvetkezo egyenletet.
(-pAq) > -r=h
3.5.20. A kovetkez6 logikai egyenletek koziil melyik azonossag?
L pvg=-p—q

2. —|p/\q=p<—>q
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4. Statisztika

4.1. Statisztikai jellemzok

4.1.1. 5 szamrol a kovetkezOket tudjuk. A legkisebb és legnagyobb szamtani kozepe 60,
mértani kozepe 36. A hdrom kozépso tag szorasa 0. A median megegyezik az 5 szdm atlagaval.

Mekkora az 5 szam szorésa, ¢s melyik ez az 5 szam?
4.1.2. 6 pozitiv egész szamrol a kovetkezoket tudjuk. Terjedelmiik 9, a legkisebb ¢és a

legnagyobb mértani kdzepe, valamint modusza és medidnja is 6. A hat szam atlaga % . Mi lehet

ez a 6 szam?

4.1.3. Egy érettségiz0 didk 5 jegyének atlaga 3.2, modusza elégséges. Hatdrozzuk meg a

jegyek szorasat, és az atlagtol valo abszolut eltérést!

4.1.4. Egy egyetemi vizsga %-os eredménye 3 részbdl tevodik dssze. Az els6 rész eredményét
3-szoros, a madasodikét négyszeres, a harmadikét Otszords sulyozassal szadmitjdk be. EQy
hallgatonak az elsd rész 62%-ra, a masodik 55%-ra sikeriilt. Hany %-ra irja meg a harmadikat,

ha a végs6 eredménye 64.25%?

4.1.5. Egy dolgozat %-os eredménye 4 részbdl tevodik Ossze. Az elsé rész eredményét 2-
szeres, a masodikét haromszoros, a harmadikét négyszeres, a negyedikét 6tszords sulyozassal
szamitjak be. Egy hallgatonak az els rész 58%-ra, a masodik 52%-ra sikeriilt, a harmadik csak

47%-ra. Hany %-ra irja meg a negyediket, ha a végsd eredménye 60%?

4.1.6. Egy kozépiskolai évfolyamon a 70 lany étlaga 3,8, a fiuké 3,6 lett évvégén. Az

évfolyamon 20 kolis volt, az 6 atlaguk 3.9 volt, a tobbieké 3,68. Hanyan voltak az évfolyamon?

4.1.7. Egy egyetemen az elsé évfolyamos fiuk (40-en voltak) atlageredménye 75% lett, a
lanyoké 70%. A 30 f6 kolis atlaga 72% lett, a nem kolisoké 71,4%. Héanyan voltak az

évfolyamon?

4.1.8. Otadatkoziil négy 18,30,32,40. Mekkora az 6todik adat, ha tudjuk, hogy az 5 adat atlaga

is szerepel az adatok kozott, illetve a medidn nem egyenl6 az (egyetlen) modusszal!

4.1.9. Hat adat koziil 6t 50,60,70,80,110. Mekkora a hatodik adat, ha tudjuk, hogy a 6 adat

atlaga is szerepel az adatok kozott, illetve a medidn nem egyenld az (egyetlen) modusszal!
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4.1.10. Egy dinnye arus standjan a kdvetkez6 felirattal hirdeti dinnyéit: ,,Itt minden dinnye 7 kg
(£0.25kg)”. Egy ellendrzés soran 8 véletlenszerlien kivalasztott dinnyének a sulya lathatd a

kovetkez6 tablazatban:
mérés 1 2 3 4 5 6 7 8

saly |71 (67 |73 |68 |7 68 |71 (7.2

Az arus nem kap biintetést ha a mérések szorésa, és atlagtol vald abszolutértéke sem haladja

meg a 0.2 kg-ot. Kap-e biintetést az arus?

4.1.11. Egy kockaval 5-szor dobunk, az egyetlen modusz a 3, a dobott szamok atlaga 3.4.
Milyen szdmokat dobtunk?

4.1.12. Egy kockaval 5-szor dobunk, az egyetlen modusz a 2, a dobott szamok atlaga 3.2.
Milyen szdmokat dobtunk?

4.1.13. Egy csoportban 20 f6 irt dolgozatot. A 20 dolgozat atlaga 3.85, (egyetlen) modusza 4.
A dolgozatok kozott volt 6db 5-6s, 4db 4-es, 4db 3-as, 2 db 2-es. Mi lehetett a hianyzo 4
dolgozat?

4.1.14. Egy kézilabdacsapat egy adott mérkdzésén palyara Iépett 10 jatékosanak
eredményességét mutatja az alabbi tablazat
Jatékos 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10
Dobasi
kisérletek
Dobészazalék | 25% | 30% | 0% | 50% | 25% | 70% | 60% | 75% | 75% | 40%

8 10 7 6 12 10 5 8 4 15

Hany pontot dobott ezen a meccsen ez a csapat. Mekkora a jatékosok altal dobott pontok

szorasa? Mekkora a csapat doboszazaléka?

4.1.15. A kovetkez6 tablazatban kilenc mért adat lathato.
Mért adat 84 93

db 3 6

a) Hatdrozzuk meg a mért adatok atlagat és szorasat!

b) Mekkora lehet a 10. adat, ha tudjuk, hogy pozitiv egész szam, és a 10 adat szdorasa legfeljebb
6?
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4.1.16. A kovetkez0 tablazatban négy mért adat lathato.
Mért adat 21 23 28

db 1 1 2

a) Hatarozzuk meg a mért adatok atlagat és szorasat!

b) Mekkora lehet az 5. adat, ha tudjuk, hogy pozitiv egész szam, és a 10 adat szorasa legfeljebb
5?

4.1.17. EQy egészségiigyi szlirdvizsgalat alkalmaval az egyik cégnél a 18-30 éves korosztalyban
49 dolgozd koziil 9-nél, a 31-50 évesek esetében 65 dolgozd koziil 20 esetben, a 51-

korosztalyban pedig 24 dolgozé koziil 15 esetben éallapitott meg rendellenességet.
a) Hatarozzuk meg minden korosztalyban a rendellenességet tapasztaltak relativ gyakorisagat!

b) A felméréskor két dolgozd hianyzott, 6k késdbb vettek részt sziirésen. Milyen eredmény

szllethetett az O szirésiikkor, ha a teljes létszdmra vonatkozoéan a rendellenességet

diagnosztizaltak relativ gyakorisaga % lett?

4.1.18. Egy dolgozatnal 3 hianyzo volt, a részt vettek eredményei a kdvetkezok voltak:
Jegy 1 2 3 4 5
db 2 1 6 7 2

a) Hatdrozzuk meg az egyes ¢érdemjegyek relativ gyakorisdgat, az adatsokasdg medianjat,

atlagat, szorasat!
b) Hanyas lehetett a hidnyz6 3 dolgozat, ha azok kijavitasa utdn a median 4, az atlag

z,
:

4.1.19. Egy 100 elembdl 4ll6 adatsokasagban minden adat eleme a {0,1,2,3} halmaznak.
a) Legfeljebb hany harmas lehet benne, ha az atlag 0,25

b) Lehet-¢ az adatok medianja 1, ha az atlaguk 2.1?

C) Lehet-e az adatok egyetlen modusza 2, ha az atlag 0.95?
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4.1.20. Egy 50 elembdl allo adatsokasagban minden adat eleme a {0,1,2} halmaznak.
a) Legfeljebb hany kettes lehet benne, ha az atlag 0,4

b) Lehet-e¢ az adatok medianja 1, ha az atlaguk 1.2?

c) Lehet-e az adatok egyetlen modusza 1, ha az atlag 0.45?

4.1.21. Egy kozépiskolai évfolyamon az az *A’ osztaly tanuloinak a sulyatlaga 59.5kg, a ’B’

osztaly tanuldinak a stlyatlaga 56kg, a *C’ osztaly tanuldinak a sulyatlaga 58.5 kg. Az *A’ és

"B’ osztaly tanuldinak a sulyatlaga 57.5kg, az A’ és C’ osztalyosoké 59,2 kg, a 'B’ és 'C’

osztalyosoké 58kg. Hatarozzuk meg a teljes évfolyam tanuldinak sulyatlagat!

4.1.22. Egy cég dolgozdi 3 kirandulason vettek részt, mindenki volt mindhdrom alkalommal.

Akik az els6 kirandulason részt vettek, magassagainak az atlaga 172cm. Akik a mésodikon

vettek részt, a magassagatlaguk 170.5cm, akik a harmadikon, azoké 169.5cm. Akik az elso €s

masodikon vettek részt 171 cm, akik az els6n és harmadikon 170cm. Hatarozzuk meg a teljes

cég dolgozoinak atlagmagassagat!

4.2. Diagrammok

421 Egy osztdly  matematika
dolgozatanal a kapott érdemjegyeket a
kovetkezd oszlopdiagramm szemlélteti.
Allapitsuk meg a jegyek moduszat,
medianjat, szorasat, atlagos abszolut
eltérést is! Mikor lesz nagyobb a szoras?
Ha a mindkét hidnyz6 dolgozata

elégséges, vagy mindkett6é 6tos? Miért?

4.2.2 Egy 26 f6s csoport matematika dolgozatinal
ketten hidnyoztak. A tobbiek eredményeinek eloszlasat
a kovetkezd kordiagramm szemlélteti. a) Hatarozzuk
meg az érdemjegyek szorasat és atlagtdl valo abszolut
eltérését! b) Hatdrozzuk meg a hianyzok dolgozatanak

érdemjegyeit, ha tudjuk, hogy az & potdolgozatuk

kijavitasa utan a csoportatlag 3.5 lett!

-
o

O BN W AR N ® W
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4.2.3 Egy cég dolgozdi az évvégi 10 millio

forintos prémiumbdl a kordiagrammon = Beszerzék

lathatd aranyban (kozépponti szogekkel = Pénziigy

megadva) részesiiltek. a)  Abrazoljuk
oszlopdiagrammon, hogy az egyes részlegek /

mennyit kaptak a prémiumbol! b) Az egyes

m Szamvitel
Raktar
® Adminisztracio

= Vezetok

72°
részlegek létszamat a kovetkezd tablazat

tartalmazza. Ez alapjan toltsiik ki a hianyzé sort, illetve adjuk meg a teljes dolgozoi

alloméanyhoz, az egyénenként kapott prémium szorasat 1000 Ft-ra kerekitve!

Egység Beszerzok | Pénziigy Szamvitel | Raktar Adminisztracié | Vezetok

Létszam 8 7 8 12 10 5
Egy dolgozo

prémiuma

4.2.4. Egy osztalyba 30 {6 jar. A lanyok magassagainak

eloszlasat és a hozzajuk tartozd koézépponti szoget a

B 163 cm
kovetkez6 kordiagramm szemlélteti, Hatarozzuk meg a = 165 cm
lanyok magassagainak atlagat és szorasat! Mennyi a ® 169 cm

magassagok osztalyatlaga, ha a fiatk magassaganak

atlaga 172 cm?

4.25. Egy 6 feladatbol &ll6 dolgozat megirasakor két didk pontszamait latjuk az

oszlopdiagrammon (pontszaml, és pontszam?2). Hatarozzuk meg az elsé didk pontszamainak
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atlagat és szorasat! Mi lehetett a masodik didk utolso két feladatara kapott pontszama, ha az 6

pontszamainak atlaga x = % ¢és egy feladatra kaphat6 maximalis pontszdm 15?

Pontszamok
14
12
10
8
6
4
2
0

1. feladat 2. feladat 3. feladat 4. feladat 5. feladat 6. feladat

B Pontszam1l M Pontszam?2

4.2.6. Egy kilencelemii pozitiv egészekbdl allo

mintaban 8 adat eloszlasat, és a hozzajuk tartozo

u Kettes

kozépponti  szoget a kovetkezd kordiagramm o Hirmas
180°

szemlélteti. Mi lehet a hidnyz6 adat, ha a = Négyes

medianjuk, atlaguk és méduszuk (nem feltétleniil petes

ebben a sorrendben) egy szigorian novekvo

szamtani sorozat elemei?

4.2.7. Egy hételemi pozitiv egészekbdl allo mintaban van 3 db harmas, 1-1 négyes, hatos, és
11-es. Mi lehet a hianyzohetedik adat, ha a 7 adat medianja, atlaga és médusza (nem feltétlentil

ebben a sorrendben) egy szigoruan novekvé szamtani sorozat elemei?

4.2.8. Az alabbi tablazat egy diak napi jellemzdinek adatait tartalmazza

Kordiagrammban az ehhez a

Tevék . ralék ,

cvekenyses SzazalCkos arany tevékenységhez tartozd kdzépponti szog
Alvas 30%
Iskola, tanulas 50%

Pihenés, szorakozas

Hazi munka 18°

Toltsiik ki a tablazat hianyzo adatait! Abrazoljuk kérdiagrammon a tevékenységek eloszlasat!

Ennek a didknak a testvérénél az alvas aranya ugyanennyi, de a tanulds és a hadzi munka aranya
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Osszességében 5%-al tobb ugy, hogy az el6bbihez tartozo kdzépponti szog 2°-al nagyobb

mértékben nétt, mint az utdbbihoz tartozé. Allapitsuk meg az 1j adatokat!

4.2.9. Egy matematika versenyen egy adott osztalybol 5 f6 vett részt: A, B, C, D, E. Az %-0S

eredményeit a kdvetkez6 oszlopdiagramm mutatja:

Eredmények

100%
95%
90%
85%

80%
75%
70%
65%
60%
55%
50%
45%
40%
35%
30%
25%
20%
15%
10%
5%
0%
A B C D E

ml.feladat m2.feladat m3.feladat 4. feladat

Példaul az *A’ versenyzd az elsé feladatban 80%-os eredményt ért el. Az egyes feladatok
elérhetd maximalis pontjairol a kovetkezoket tudjuk: Az dsszegiik 60, a medianjuk megegyezik
a moduszukkal és ezek atlagaval, a maximumuk pedig kétszer akkora, mint a minimum. A
feladatonkénti maximum pontok egy monoton novekvd szamsort alkotnak. Hany pontot értek
el a versenyzOk Osszesen, abrazoljuk ezek versenyzOnkénti eloszlasat kordiagrammon!

Allapitsuk meg az 6sszpontszamaik atlagtol valo abszolut eltérését!
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5. Szamelmélet

5.1. Oszthatosag

5.1.1. Melyik az a legkisebb hétjegyli szam, amelyik oszthaté 12-vel és csupa 0 és 2
szamjegyekbal all?

5.1.2. Melyik az a legkisebb hatjegyli szam, amelyik oszthaté 18-cal és csupa 0 ¢és 3
szamjegyekbol all?

5.1.3. Melyik az a legkisebb hétjegyli szam, amelyik oszthatdo 15-tel és csupa 0 és 4
szamjegyekbol all?

5.1.4. Melyik az a legkisebb szam, amelyik oszthatd 45-tel és csupa 0 és 7 szamjegyekbdl all?

5.1.5. Melyik az a hatjegyli szdm, melyet az 1,2,3,4,5,6 szamjegyek egyszeri felhaszndldsaval
készitiink a kovetkezd modon: Az els6 két szamjegybdl 4ll6 szam oszthato 2-vel, az els6 harom

szamjegybdl allo szam oszthatd 3-mal, és igy tovabb, és maga a szam oszthato 6-tal?

5.1.6. Melyik az a legkisebb kilencjegyli szam, melyben az elsé két szamjegybdl allo szdm
oszthatd 2-vel, az elsé harom szamjegybdl allo szam oszthatd 3-mal, és igy tovabb, és maga a

szam oszthato 9-cel?

5.1.7. Melyik az a kilencjegyli szam, melyet az 1,2,3,4,5,6,7,8,9 szdmjegyek egyszeri
felhasznalasaval készitiink a kovetkezd modon: Az els6 két szamjegybdl allo szam oszthato 2-
vel, az elsdé hadrom szdmjegybdl alloé szam oszthatd 3-mal, és igy tovabb, és maga a szdm

oszthatd 9-cel?

5.1.8. Melyik az a kilencjegyli szdm, melyet az 1,2,3,4,5,6,7,8,9 szamjegyek egyszeri

felhasznalasaval készitiink és oszthatd 99-cel?

5.1.9. Melyik az a legkisebb 28-cal oszthatdo pozitiv szam, amely 28-ra végzddik és a

szamjegyek Osszege 287

5.1.10. Bizonyitsuk be, hogy az alabbi oszthatésagok egyetlen n természetes szam esetén sem

teljesiilnek!
a,n + 5 osztdjan? + 10n + 23 kifejezésnek

b, 121 osztéja n? + 3n + 5 kif ejezésnek.
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5.1.11. Bizonyitsuk be, hogy ha egy tetszdleges haromjegyli szamot a szadm utan irunk, akkor

az igy kapott hatjegyli szam oszthato 7-tel, 11-gyel és 13-mal is!

5.1.12. Bizonyitsuk be, hogy ha egy 27-tel oszthat6 haromjegyli szam elsé szdmjegyét attessziik

a végére, akkor az igy kapott haromjegytli szam is oszthato 27-tel!

5.1.13. Bizonyitsuk be, hogy ha egy 41-gyel oszthatd 6tjegyli szdm elsé szamjegyét attessziik
a végére, akkor az igy kapott 6tjegyli szam is oszthato 41-gyel!

5.1.14. Bizonyitsuk be, hogy ha egy 7-tel oszthatd hatjegyli szam utolsé szdmjegyét attessziik
elsének, akkor az igy kapott hatjegy(i szam is oszthato 7-tel!

5.1.15. Bizonyitsuk be, hogy ha 13 osztdja (2a + b)-nek és (5a — 4b)-nek, akkor osztdja
(a — 6b)-nek is!

5.1.16. Bizonyitsuk be, hogy ha 7 osztdja (100a + b)-nek, akkor osztdja (a + 4b)-nek is!
5.1.17. Bizonyitsuk be, hogy ha 11 osztdja (3a + 4b)-nek, akkor osztdja (a + 5b)-nek is!

5.1.18. Hatarozzuk meg azokat az n természetes szamokat, melyekre az alabbi tortek egészek

lesznek!

n?+5
n+1

5.1.19. Hatarozzuk meg azokat az n természetes szamokat, melyekre az aldbbi tortet lehet

egyszerusiteni!

n+13
n—7
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5.1.20. Bizonyitsuk be, hogy a kdvetkez6 torteket nem lehet egyetlen n egész szam esetén sem

egyszerdsiteni!
1.

3n+1
5n+2

15n + 2
10n+1

6en+ 4
8n+5

5.1.21. Hatarozzuk meg azokat az n természetes szamokat, melyekre az alabbi kifejezéseknek

van 1-nél nagyobb kozos osztojuk! Mi lehet ez a kdzos 0sztd?
1. (7n+ 1) és (8n+ 3)

2.(8n+7)és (5n+6)

3.(n+7)és(2n+ 3)

5.1.22. Bizonyitsuk be, hogy ha n 5-tel nem oszthatd egész szam, akkor n? + 1 vagy n? — 1

oszthato 5-tel!
5.1.23. Bizonyitsuk be, hogy minden paratlan szam négyzete 8-cal osztva 1-et ad maradékul!
5.1.24. Bizonyitsuk be, hogy nincs olyan négyzetszam, melyet7-tel osztva 3-at ad maradékul!

5.1.25. Hatarozzuk meg, hogy egy négyzetszam milyen maradékot adhat 3-mal, 4-gyel, 5-tel

osztval

5.1.26. Bizonyitsuk be, hogy barmely egész szam négyzetét 16-tal osztva, a maradék mindig

négyzetszam!

5.1.27. Hatarozzuk meg, hogy egy tizes szamrendszerbeli szam mikor oszthato 37-tel!
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5.1.28. Bizonyitsuk be, hogy ha az abc haromjegyii pozitiv egész szam oszthato 37-tel, akkor

bca és cab szamok is oszthatdak 37-tel!

5.1.29. Bizonyitsuk be, hogy nincs olyan 24 darab egymast kovetd természetes szam, amelyek

Osszege oszthato 24-gyel!

5.1.30. Hatarozzuk meg, hogy milyen n természetes szam esetén lesz n darab egymast kovetd

természetes szam Osszege oszthatd n-nel!

5.1.31. Bizonyitsuk be, hogy hidrom egyenld sulyu csoportba tudjuk osztani a 11 darab,
egyenként 1,2,3,...,11 egység sulyl targyakat!

5.1.32. Adott n darab targy, melyek sulya 1,2,...,n egység. Milyen n esetén lehet harom egyenld

sulyu csoportba osztani ezeket?

5.1.33. Hatarozzuk meg azokat az n természetes szamokat, melyekre teljesiilnek az alabbi

oszthatdsagok:

1. A9 osztdjaa 11™ + 7™ kifejezésnek.

2. A 16 osztdjaa 17™ + n kifejezésnek.

3. A 120 osztdja a n® + 2n° — n? — 2n kifejezésnek.
4. A 3 osztdja a 2n3 + 2n? + 1 kifejezésnek.

5. A 6 osztojaa 1™ + 2™ + 3" kifejezésnek.

6. A 48 osztoja a n® + 3n? — n — 3 kifejezésnek.

7. A 121 osztbja a n? + 3n + 5 kifejezésnek.

5.1.34. Milyen n egész szam esetén lesznek a kovetkezo kifejezések egész szamok?

3n? +6n+ 10
n+2
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5.1.35.

5.1.36.

5.1.37.

5.1.38.

5.1.39.

5.1.40.

5.1.41.

5.1.42.

5.1.43.

5.1.44.

5.1.45.

Milyen n természetes szam esetén lesz a kovetkezo kifejezés természetes szam?

n? 4+ 14n + 40
n? +10n + 24

Bizonyitsuk be a kdvetkezd oszthatdsagot!
A 3 osztéjaa 2 - 7" + 1 kifejezésnek.
Bizonyitsuk be a kdvetkezd oszthatdsagot!
A 4 osztéja a 7™ + 3" kifejezésnek.
Bizonyitsuk be a kdvetkezd oszthatosagot!
A 4 osztéjaa 3 - 17%" + 25" kifejezésnek.
Bizonyitsuk be a kovetkez6 oszthatdsagot!
Az 5 osztéjaa 4 - 6" + 5" — 4 kifejezésnek.
Bizonyitsuk be a kdvetkezd oszthatdsagot!
Az 5 oszt6jaa 17*7*1 + 3 - 920 kifejezésnek.
Bizonyitsuk be a kovetkezd oszthatdsagot!
A 6 osztoja az n® — n kifejezésnek.
Bizonyitsuk be a kdvetkezd oszthatdsagot!
A 6 osztdja az n(2n + 1)(7n + 1) kifejezésnek.
Bizonyitsuk be a kovetkez6 oszthatosagot!
A7 osztdja a 2°"+2 + 3 - 52" kifejezésnek.
Bizonyitsuk be a kdvetkezd oszthatdsagot!
A 7 osztéjaaz 5 - 9"~ + 24773 kifejezésnek.
Bizonyitsuk be a kdvetkezd oszthatdsagot!

A 8 osztoja az 32" + 7 kifejezésnek.
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5.1.46. Bizonyitsuk be a kovetkezd oszthatosagot!
A9 osztéjaazn3 + (n + 1)3 + (n + 2)3kifejezésnek.
5.1.47. Bizonyitsuk be a kdvetkezd oszthatosagot!
A 11 osztbja a 2271 - 320 4 520+ Kifejezésnek.
5.1.48. Bizonyitsuk be a kovetkezd oszthatosagot!
A 13 osztbjaa 7 - 521 + 3n+1. 220+l kifejezésnek.
5.1.49. Bizonyitsuk be a kovetkezd oszthatosagot!
A 17 osztéjaa 7 - 52071 + 230+1 kifejezésnek.
5.1.50. Bizonyitsuk be a kovetkezd oszthatosagot!
A 17 osztbja a 62" + 19" — 20+1 kifejezésnek.
5.1.51. Bizonyitsuk be a kovetkezd oszthatosagot!
A 19 osztéja az 520*1 . 2n+2 4 3n+2. 920+ kifejezésnek.
5.1.52. Bizonyitsuk be a kovetkezd oszthatosagot!
A 19 osztdja az 26771 + 5" - 3212 Kifejezésnek.
5.1.53. Bizonyitsuk be a kovetkezd oszthatosagot!
A 19 osztdja az 5 - 23772 + 33171 kifejezésnek.
5.1.54. Bizonyitsuk be a kovetkezd oszthatdsagot!

A 64 osztdja a 32"*1 + 40n — 67 kifejezésnek.

5.2. Primszamok, osszetett szamok
5.2.1. Hatarozzuk meg azokat az X egész szamokat, melyekre
x% + 28x + 889 = p?, ahol p primszam!

5.2.2. Hatarozzuk meg azokat az X egész szamokat, melyekre a 2x2 — x — 36 = p?, ahol p

primszam!
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5.2.3. Hatarozzuk meg a 2x + 3y + 6z = 90 egyenlet megoldasat, ahol X, y, Z primszamok!
5.2.4. Hatarozzuk meg az nP? = p™ egyenlet megoldasat, ahol n természetes szam, p primszam!

5.2.5. Hatarozzuk meg azokat az X, Y, z természetes szdmokat, amelyekre teljesiil a kovetkezd

egyenldség:
2¥+5Y =197

5.2.6. Hatarozzuk meg, hogy milyen p és q primszamokra €s n természetes szamra teljesiil az

alabbi egyenldség!

Vrta=p-—gq
5.2.7. Hatarozzuk meg, hogy az n milyen értéke esetén leszaz n,n + 4, és n + 14 is primszam?
5.2.8. Hatarozzuk meg azokat a p primszdmokat, melyekre p3 + p? + 11p + 2 is primszam!
5.2.9. Hatarozzuk meg azokat a p és ( primszamokat, amelyekre p? + q? szintén primszam!
5.2.10. Hatarozzuk meg azokat a p primszamokat, amelyekre a p? + 8 is primszam!
5.2.11. Hatarozzuk meg azokat az a egész szamokat, melyekre a* + 4 primszam lesz!
5.2.12. Hatarozzuk meg azokat a p primszamokat, melyekre a p? + 2 is primszam!
5.2.13. Hatarozzuk meg azokat az n természetes szamokat, melyekre a
p =n3 —7n? + 14n — 6 primszam lesz!

5.2.14. Hatarozzuk meg azokat a p és ( primszamokat, amelyekre p + q és p? + q% — q szintén

primszamok!

5.2.15. Hatarozzuk meg, hogy hanyféleképpen lehet felbontani az itértet két kiilonb6zo

természetes szam reciprokénak osszegére, ahol p és g kiillonbozd primszamok?

5.2.16. Hatarozzuk meg, hogy mennyi kiilonb6z6 primszamot lehet gy megadni, hogy koziilitk

barmely harom 6sszege is primszam legyen?

5.2.17. Hatarozzuk meg a p, q, r primszamokat, melyekrol tudjuk, hogy pgr =5(p +q + 1) !
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5.2.18. Hatarozzuk meg, hogy az 1,2,3,...,9 szdmjegyek egyszeri felhasznaldsaval a
primszamokat tigy, hogy e primszamok 6sszege, valamint ezen beliil az egyjegyli primszdmok

Osszege a lehetd legkisebb legyen!

5.2.19. Hatarozzuk meg egy xyxyxy alaku tizes szdmrendszerbeli szdm legnagyobb

primosztdjat!

5.2.20. Hatarozzuk meg, hogy az (n+1)-(n+2)---2nszorzat primtényezis

felbontasaban a 2 hanyadik hatvanyon szerepel!
5.2.21. Bizonyitsuk be, hogy minden 3 < p primszam valamelyik szomszédja oszthato 6-tal!

5.2.22. Bizonyitsuk be, hogy ha egy primszamot 30-cal osztunk, akkor a maradék primszam

vagy 1 lesz!

5.2.23. Bizonyitsuk be, hogy végtelen sok olyan a természetes szam van, amelyre egy

tetsz6leges N természetes szam esetén b = n* + a szdm nem primszam!

5.2.24. Bizonyitsuk be, hogy ha a,b,c,d olyan természetes szamok, amelyekre a*b =c-d

akkorsema+ b + c +d, sem a? + b? + ¢? + d?* nem lesz primszam!

5.2.25. Bizonyitsuk be, hogy ha p, q és r, s szamparok ikerprimek, ahol 3 < p,q,r,s, akkor

p T — q - s oszthato 12-vel!

5.2.26. Bizonyitsuk be, hogy ha 2™ — 1 primszam, ahol n természetes szam, akkor n is

primszam! Az allitds megforditasa igaz-€?
5.2.27. Bizonyitsuk be, hogy a 3 < p primszam négyzete 24-gyel osztva 1 maradékot ad!

5.2.28. Bizonyitsuk be, hogy az 5-nél nagyobb ikerprimek &sszege oszthato 12-vel!

a3+

3
*>- primszam, akkor 3a? — 6a + 4 és 3b% — 6b + 4 is az,

5.2.29. Bizonyitsuk be, hogy ha

ahol a és b természetes szamok!

5.2.30. Bizonyitsuk be, hogy kiilonb6z6 primszamok reciprokainak 0sszege nem lehet egész

szam, sem egy egesz szam reciproka!
5.2.31. Bizonyitsuk be, hogy ha 5 < p primszam, akkor a 360 osztdja a

p* — 5p? + 4 szamnak!
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5.2.32. Bizonyitsuk be, hogy minden 3 < p primszam felirhato
6n + 1 vagy én — 1 alakban,aholn =1,2,--- !

5.2.33. Bizonyitsuk be, hogy minden 2 < p primszdm csak egyféleképpen irhatd fel két

négyzetszam kiilonbségeként!
5.2.34. Bizonyitsuk be, hogy ha n — 1 és n + 1 primszamok, akkor
azn,n — 12,n + 12 szamok egyike oszthat6 30 —cal!
5.2.35. Bizonyitsuk be, hogy két paratlan primszam négyzetének kiilonbsége oszthato 24-gyel!

5.2.36. Bizonyitsuk be, hogy két iker primszam 0sszege oszthatd 12-vel, ha a primszamok 3-

nal nagyobbak!

5.2.37. Bizonyitsuk be, hogy 7 < p esetén a p és p + 2 iker primszamokkal szomszédos harom

szam szorzata oszthato 240-nel!

5.2.38. Bizonyitsuk be, hogy minden 3-nal nagyobb primszam négyzete 12-vel osztva 1

maradékot ad!

5.2.39. Bizonyitsuk be, hogy végtelen sok olyan primszamot talalhatunk gy, hogy barmely

kett6 kiilonbsége oszthato egy tetszélegesen megadott K szammal!
5.2.40. Bizonyitsuk be, hogy ha p, q, r egész szamok paronként relativ primek, akkor az
A=p-q+q-r+p-r és B=p-q-r isrelativ primek! Igaz-e az allitds megforditasa?

5.2.41. Adott 1 és (2n — 1)? kozott n darab paronként relativ prim. Bizonyitsuk be, hogy a

megadott szamok k6z6tt van primszam!

5.2.42. Bizonyitsuk be, hogy tiz egymas utani egész szam kozott mindig van olyan, amelyik a

masik kilenchez relativ prim!

5.2.43. Legyen n paratlan szam! Bizonyitsuk be, hogy ahany n-hez relativ primszam van az n-
nél kisebb szdmok kozott, ugyanannyi n-hez relativ primszam van a 2n-nél kisebbek kozott!

(Erdoés Pal feladata.)
5.2.44. Legyenek az a, b, ¢ szamok paronként relativ primszamok! Bizonyitsuk be, hogy az

a‘b-césa-b+b-c+ a-cisrelativ primszamok! Igaz-e a tétel megforditasa?
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5.2.45. Bizonyitsuk be, hogy ha a, b, ¢ hdrom egymast kdvetd természetes szam, akkor
b? — a? és c? — b? relativ primszamok!

5.2.46. Bizonyitsuk be, hogy ha a és b kiilonb6z6 egész szamok, akkor végtelen sok olyan n

természetes szam létezik, amelyre (a + n) és (b + n) relativ primek!

5.2.47. Bizonyitsuk be, hogy ha a és b relativ primszamok, akkor a kovetkez6 torteket nem
lehet egyszertsiteni!
a+b |, a-b>b

a-b  a-b

5.2.48. Bizonyitsuk be, hogy az aldbbi kifejezések nem lehetnek két szomszédos szam szorzata

egyetlen n természetes szam esetén sem!
1.1+ 2!+ .-+ 200!

2.3 +1

3.300!'+ 4

4.3n3+2n>+n+1

5.4n% +1

5.2.49. Bizonyitsuk be, hogy az alabbi kifejezések minden paratlan természetes n szamra két

szomszédos természetes szam szorzata!

n* 4+ 2n3+3n%+42n
4

5.2.50. Bizonyitsuk be, hogy ha n két egymast kdvetd természetes szam szorzata, akkor 9n + 2

is az!
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5.2.51. Hatarozzuk meg az 6sszes olyan n természetes szdmot, amelynek tizes szamrendszerben

felirt alakjaban a szamjegyek szorzata n? — 10n — 22!

5.2.52. Hatarozzuk meg, hogy az (n + 1)(n + 2) -+ (2n) szorzat primtényez6s felbontasaban

a 2 hanyadik hatvanyon fordul el6!

5.2.53. Bizonyitsuk be, hogy az alabbi kifejezések nem lehetnek négyzetszamok!
11411+ 1124113 + 11* + 115 + 116 + 117

2.200!'+3

3. 11+ 21+ 3!+ .-+ 50!

4.10%° +5

5. Az 1,2,3,4,5,6 szamjegyek valamilyen sorrendjébdl felirt hatjegyii szam.

6. 1% + 2% + 3% + --- + 567

7.11---1, ahol 200 darab 1-es szerepel.

8. 44 --- 4, ahol 100 darab 4-es szerepel.

9. 33 darab 1-es és tetsz6leges darab 0-val felirt szam.

10. 300 darab 6-os és tetszbleges darab 0-val felirt szam.

5.2.54. Bizonyitsuk be, hogy az alabbi kifejezések nem lehetnek négyzetszamok!
1. Az ababab alaku hatjegyti szamok.

2. Az abcabc alaku hatjegyli szamok.

3. Az abc + bca + cab alaku haromjegyli szamok Osszege.
4. Kettd egymast kdvetd pozitiv egész szadm szorzata.

5. Harom egymast kovetd pozitiv egész szdm szorzata.

6. Négy egymast kovetd pozitiv egész szam szorzata.

7. Két paratlan négyzetszam Osszege.

46



8. Harom egymast kdvetd négyzetszdm Osszege.

9. Négy egymast kdvetd négyzetszam Osszege.

10. Ot egymast kdvetd négyzetszam dsszege.

5.2.55. Bizonyitsuk be, hogy az alabbi kifejezések nem lehetnek négyzetszamok!
1. Egy négyzetszam ¢és valamelyik osztojanak az 0sszege.

2. Ha x, y pozitiv egész szamok, akkor x2? + y és y? + x szamok.

3. Az n* + 2n3 + 2n? + 2n + 1, ahol n pozitiv egész szam.

4. A 2™ 4+ 3™, ahol n pozitiv egész szam.

5.2.56. Hatdrozzuk meg azokat az n pozitiv egész szdmokat, melyekre az n? + n + 41

négyzetszam lesz!

5.2.57. Bizonyitsuk be, hogy végtelen sok olyan természetes szam van, amelyik nem allithato

eld két négyzetszam Osszegeként!

5.2.58. Bizonyitsuk be, hogy 10 barmely pozitiv egész kitevdjli hatvanya eldallithato két

négyzetszam Osszegeként!

5.2.59. Bizonyitsuk be, hogy ha az a, b, ¢ pozitiv egész szamok olyanok, hogy a-b és b - c is

négyzetszam, akkor az a - ¢ is négyzetszam!

5.2.60. Bizonyitsuk be, hogy 12 egymast kdvetd pozitiv egész szdm négyzetének dsszege nem

oszthatd ezen 12 szdm Gsszegével!

5.2.61. Hatarozzuk meg, hogy milyen n pozitiv egész szamok esetén lesznek az alabbi

kifejezések négyzetszamok!

1.n2—n+2
2.n3—n+2
3nt—n+2
4.n°—n+2
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5.2.62. Bizonyitsuk be, hogy ha egy természetes szam négyzete 6-ra végzddik, akkor a tizesek

helyén pératlan szam all!
5.2.63. Hatarozzuk meg az alabbi szam utols6 két szamjegyét, ahol n pozitiv egész szam!
A=7+7*+73+7 4+ 7%

5.2.64. Bizonyitsuk be, hogy minden szdm 6todik hatvanyaban az utols6 szamjegy megegyezik

az eredeti szam utols6 szamjegyével!

an+1

5.2.65. Bizonyitsuk be, hogy az m és az m szadm utolso szamjegye megegyezik, ahol m és

N pozitiv egész szam!

5.3. Vegyes feladatok

5.3.1. Bizonyitsuk be, hogy az A = p;%t - p,%2 - -+ - p %k, (ahol ay, ay, -+, ay pozitiv egész

szamok, a pq, P2, ***, Px primszamok) szam pozitiv osztéinak szama:
d(n) = (a; + D(az + 1) - (ax + 1)

5.3.2. Hatarozzuk meg azt a legkisebb pozitiv egész szamot, amelynek pontosan ennyi osztdja

van:
a, 10
b, 12
c, 20

5.3.3. Adjunk sziikséges ¢€s elégséges feltételt arra, hogy egy A egész szam osztdinak szama

paratlan, illetve paros legyen.

5.3.4. Bizonyitsuk be, hogy egy A szam pozitiv osztéinak szdma nem nagyobb, mint a szam

négyzetgyokének kétszerese!

5.3.5. Bizonyitsuk be, hogy 7-nek, illetve 8-nak is van olyan tobbszorose, amelyik csak 0 és 1

szamjegyekbdl all!

5.3.6. Bizonyitsuk be, hogy barmely n természetes szdmnak van olyan tobbszordse, amely csak

0 és 1 szamjegyekbdl all!
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5.3.7. Hatarozzuk meg, hogy milyen n természetes szam esetén lesz a kovetkezo kifejezés egész

szam!

64™ +16-8™ + 63
gn+l 4+ 56

5.3.8.Bizonyitsuk be, hogy ha 3 < p primszam, akkor 8p + 1 nem lehet négyzetszdm!

5.3.9. Bizonyitsuk be, hogy az A = 0,23571113171923 ...szam irracionalis! (Tizedes

jegyeknek a primszamokat irtuk névekvo sorrendben.)
5.3.10. Bizonyitsuk be, hogy (;l) — E] oszthato p-vel, ahol p primszam!

5.3.11. Bizonyitsuk be, hogy az a, — 1 szdmnak legalabb n darab kiilonbdz6 prim osztdja

van, ha az a,, a,, as, ... sorozatot a kovetkez6 modon definialjuk:
a, =5, ans, = a%,(aholn =1,2,..).

5.3.12. Bizonyitsuk be, hogy a p,, sorozatnak nem eleme az 5, ha a sorozatot a kdvetkezé modon

definialjuk:
P1 = 2, Pp+1 0z 1 + p1p; ... pn Szam legnagyobb primosztoja!

5.3.13. Bizonyitsuk be, hogy barmely 4-nél nagyobb tizenketté szomszédos egész szam kdzott

legalabb nyolc Osszetett szam!

5.3.14. Bizonyitsuk be, hogy az A = V2249 ---910 --- 09 + 3, (Ahol a 224 utan (k-2) darab 9-
es, az 1 utan k darab 0 szerepel, és k nagyobb, vagy egyenld 2.) szamnak a primtényez6i: 2, 3,

ol

5.3.15. Bizonyitsuk be, hogy ha p # q primszamok, akkor \/5 és /p - q irracionalis szamok!

5.3.16. Bizonyitsuk be, hogy minden p primszdm esetén /p? + 1 és/p% — 1 irracionalis

szamok!
5.3.17. Bizonyitsuk be, hogy ha 2™ + 1 primszam, akkor n = 2! alakq!
5.3.18. Bizonyitsuk be, hogy 2™ — 1 és 2™ 4+ 1 nem lehet egyszerre primszam, ha

2 < n természetes szam!

49



5.3.19. Legyen p és g 2-nél nagyobb primszamok! Bizonyitsuk be, hogy ha 2P9 — 2 oszthato a

pq szorzattal, akkor 2P — 2 és 29 — 2 is oszthat6 a pq szorzattal!

5.3.20. Legyen p 2-nél nagyobb primszam! Bizonyitsuk be, hogy % csakis egyféleképpen irhato
fel a % = i + % alakban, ahol x és y egymastol kiillonboz6 pozitiv egész szamok!
5.3.21. Bizonyitsuk be, hogy ha az x? + ax + 1 = b egyenlet gydkei egész szamok, és b # 1,

akkor a? + b? nem lehet primszam!

5.3.22. Bizonyitsuk be, hogy ha egy N Osszetett szdm legkisebb primosztdja nagyobb a szam

kobgyokénél, akkor az N szam két primszam szorzata!
5.3.23. Bizonyitsuk be, hogy ha p és g 7-nél nagyobb primszamok, akkor a
(% — 1) (p?> — 1) - (p® — q°) kifejezés oszthatd 290304-gyel!
5.3.24. Bizonyitsuk be, hogy barmely két egymast kdvetd egész szam relativ prim!

5.3.25. Bizonyitsuk be, hogy ha n pozitiv egész szam, akkor az alabbi kifejezések relativ

primek:
r-12"+1)=1

5.3.26. Bizonyitsuk be, hogy ha n pozitiv egész szam, akkor az alabbi kifejezések relativ

primek:
™ +12"+1) =1

5.3.27. Bizonyitsuk be, hogy ha (a; b) = 1, akkor 11a + 2b és 18a + 5b legnagyobb kozds
osztoja 19 vagy 1!

5.3.28. Bizonyitsuk be, hogy az a, b pozitiv egész szamok legkisebb kdzos tobbszorosének és

legnagyobb k6zds osztojanak szorzata a két szam szorzataval egyenld!

5.3.29. Bizonyitsuk be, hogy az a, b egész szamok legkisebb kozos tobbszordse kifejezhetd az
a és b szamok linearis kombinacidjaként! Vagyis felirhaté ax + by alakban, ahol x, y egész

szamok.

5.3.30. Keressiink olyan a és b pozitiv egész szamokat, amelyeknek a legkisebb ko6zos

tobbszordse a két szam 6sszegével egyenld.
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5.3.31. Hatarozzuk meg az a és b természetes szamokat és p primszamokat ugy, hogy teljesiiljon

a kovetkez6 egyenldség:
[a;b] +(a;b) =a+b+p

5.3.32. Bizonyitsuk be az alabbi egyenl6tlenséget, ahol a,b,c pozitiv egészek:

[a; b] + (b;6)+ [b; c] + (C;a)+ [c;a] + (a; b) 56
b c a
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6. Algebra

6.1. Hatvanyozas, nevezetes azonossagok
6.1.1. Irjuk fel a kovetkez6 kifejezést ugy, hogy ne legyen benne tort.

1

S -

Qlr

6.1.2. Végezziik el a kdvetkezd miiveleteket.
Gty )R+ )7
6.1.3. Végezziik el a kovetkezd miiveleteket.
(x2—a?)(a!—x1)1

6.1.4. Végezziik el a kovetkezd miiveleteket.

3\ 2 4 2
(xS +1) —(x5+ 1)(x5—x5+1)
6.1.5. Hozzuk egyszerlibb alakra a kovetkezd kifejezést.

s 1
x 2y l-x

6.1.6. Hozzuk egyszerlibb alakra a kdvetkezo kifejezést.

3

Yty

oun
N =
wN

"y

_Z-M aholx¢a
x — )

[(Vz - ¥a) " + (Va - Va) ]

6.1.7. Hozzuk egyszerlibb alakra a kdvetkezd kifejezést.

1 1 1 1 5
as aé — bé abé — b6
1~ 1 1 1 1]~ 1 1’
2 a3+ aé6b6+ b3/ 2a6é — beé

ahola #b

N| =

az—»>b

6.1.8. Hozzuk egyszerlibb alakra a kovetkezd kifejezést.

2
4x —9x 1 x—4+4+3x71

+
1 1 1
2xZ2—-3x"2 Vx——F=
XeT X Jx

3
,aholxqtlésx;ti
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6.1.9. Hozzuk egyszeriibb alakra a kdvetkez6 kifejezést.

E A 2 S
(a2+b2) -(a‘1+b_1)+ﬁ-<a 2+ b 2)

az + b2>

6.1.10. Hozzuk egyszertiibb alakra a kovetkezo kifejezést.

11 11 31 )
X2 —y2 x2 + y2 x2Yy2
i yl +— y1 e y,aholxiy
54 23 3 — 3 X=y x—Yy
xXyz +x2y xyz—x2y
6.1.11. Hozzuk egyszeriibb alakra a kovetkezo kifejezést.
1
3
_1 1 ‘o4
8a 2+ [x 3-a-4/x3
6.1.12. Végezziik el a kdvetkezd miiveleteket.
a—x ab®—xls
T~ ,ahol a # x
S = a—x
azz — x2

6.1.13. Végezziik el a kovetkezd miiveleteket.
(b+bH)[(B*+1)b2—p1]1
6.1.14. Végezziik el a kovetkezé miiveleteket.
(a'b? —a?p™): (a2 -b73)

6.1.15. irjuk fel a kovetkezd kifejezést ugy, hogy ne legyen benne tort.

+

Y
=

ISR
|
S =

6.1.16. Végezziik el a kdvetkezd négyzetre emeléseket.

1. (a=b+0c)? 2. (x+2y+2)?
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6.1.17. Végezziik el a kdvetkezd négyzetre emeléseket.

2

1
1. (ax—b+§) 2. (2a—3b—4)?

6.1.18. frjuk fel a kovetkezd polinomokat haromtagt kifejezés négyzeteként.
1 c*+2c3+3c?2+2c+1

2. 4x*+12x3 4+ 17x* + 12x + 4

3. a*—4a®+10a* —12a +9

6.1.19. Végezziik el a kdvetkezd hatvanyozasokat.

3

2
1. (2a+3b)® 2. (§x - By)

6.1.20. Végezziik el a kdvetkezd hatvanyozasokat.

1 x2y\° 5 3
1. (4a3+5b%)3 2. <§xy+Ty> 3. (O,Zazb—gabz) 4, (x™—1)3

6.2. Szorzatta alakitas

6.2.1. Alakitsuk szorzattd a kovetkez6 kifejezéseket.
1. 3ax — 4by — 4ay + 3bx
2.10a? + 21xy — 14ax — 15ay
6.2.2. Alakitsuk szorzatta a kovetkez6 kifejezéseket.
1. x>+5x+6 2. x*?—6x+8 3. x2—x—12

6.2.3. Alakitsuk szorzatta a kovetkez6 kifejezéseket.
4
1. 25(a—b)>—-16 2. §(x —y)?-81
6.2.4. Alakitsuk szorzattd a kovetkez6 kifejezéseket.

1. (x —2y)2 —4(x +y)? 2. 16(x —y)? — 25(x + y)?
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6.2.5. Alakitsuk szorzattd a kdvetkezo kifejezéseket.
1. 25y*—10y?x+x%2 2. —4x*+2yx? —y?
6.2.6. Alakitsuk szorzatta a kdvetkezo kifejezéseket.
1. a®—8+6a%?—12a 2. a®+a’b —ab?—-b3
6.2.7. Alakitsuk szorzattd a kovetkez6 kifejezéseket.
1. a®—=b% 2. (a+b)®—(a—-b)3
6.2.8. Alakitsuk szorzattd a kovetkez6 kifejezéseket.
1. a®+a*+1 2. x3+6x2+11x+6
6.2.9. Alakitsuk szorzatta a kovetkez6 kifejezéseket.
1. x> +8x2+17x+10 2. x*+x3+6x2+5x+5
6.2.10. Alakitsuk szorzatta a kdvetkezo kifejezéseket.
1 x*—12x3+47x2 —60x 2. x> +x*+x3+x2+x+1
6.2.11. Alakitsuk szorzatta a kdvetkez0 kifejezéseket.
1. ab(x? —y?) +xy(a®?—-b%?) 2. (ad+ac+bc)(a+b+c)—abc
6.2.12. Alakitsuk szorzatta a kovetkezo kifejezéseket.
1 x3—x?y—xy?+y® 2. x*+x3+x+1
6.2.13. Alakitsuk szorzatta a kdvetkezo kifejezéseket.
1. x2—-2xy+y%2—4 2. 4a?—20ab + 25b% — 36
6.2.14. Alakitsuk szorzatta a kovetkezo kifejezéseket.
1. a*+a?b?+b* 2. a®—3a+2 3. a®*+3a’—-4

6.2.15. Bizonyitsuk be, hogy a kovetkezd kifejezés értéke minden egész szam esetén paratlan

szam lesz.

80x _(2x+5 2x—5>
4x —10 ' \2x —5 2x+5
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6.2.16. Egy haromtagu 0sszeg tagjai a kovetkezok: Két szomszédos egész szam négyzete ¢s

szorzatuk négyzete. Bizonyitsuk be, hogy ez az 6sszeg mindig négyzetszam lesz.
6.2.17. Legyen x + y + z = 0. Bizonyitsuk be, hogy teljesiil a kdvetkezd egyenldség.

x3+xz+yiz—xyz+y3>=0

6.3. Polinomok

6.3.1. Végezziik el a kovetkezd polinomok osztasat.
1. (x? —2x—15):(x — 5)
2.(6x2+5x—6):(2x + 3)
3. (12x% + x — 20): (4x — 5)
6.3.2. Végezziik el a kovetkezd polinomok osztasat.
1. (15x* —x3 —x2 +41x —70): Bx2 = 2x + 7)
2. (4a* — 24a?b? — 14a3b — 54b*): (a? — 3ab — 9b?)
3. (17x? — 6x* + 5x3 — 23x + 7): (7 — 3x% — 2x)
6.3.3. Alakitsuk szorzattd a kovetkezd polinomokat.
1. x*+x2+1 2. xB+xt+1
6.3.4. Alakitsuk szorzatta a kovetkezd polinomokat.
1. x3+8x%2+17x+ 10 2. x*+x3+6x2+5x+5
6.3.5. Alakitsuk szorzatta a kovetkezd polinomokat.
1. x*—12x3+47x2 —60x 2. x*+x*+x3+x?+x+1
6.3.6. Alakitsuk szorzatta a kovetkezd polinomokat.
1. ab(x? —y?) + xy(a? — b?)
2. 4(ad + bc)? — (a? — b? — c? + d?)?
3. (ad+ac+bc)(a+b+c)—abc
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6.3.7. Legyen x + y + z = 0. Bizonyitsuk be a kdvetkezd egyenldséget.
x3+x%2z+yiz—xyz+y3>=0
6.3.8. Egyszertusitsiik a kovetkezo algebrai torteket.

x?+y?% —z% + 2xy a—a’*—a+1

1. .
x? —y?+ 22+ 2xz a* —2a?+1

6.3.9. Egyszertusitsiik a kovetkezo algebrai torteket.

2ab — a? — b? + ¢? ) a® — a’b + ab?
a?+c2 — b2+ 2ac ' a3 + b3

6.3.10. Egyszerusitsiik a kovetkez algebrai torteket.

X3+ 2x%>—x—-2 x* —x3 —4x?% + 4x
x2+x—2 ' 2x — x2

6.3.11. Végezziik el a kijelolt miiveleteket az alabbi algebrai tortekkel.

40> —3a+5 1-2a N 6
ad -1 at+a+1 1-—a

1 3ab b—a
a—b a3—b3 a?+ab+b?

2.

6.3.12. Végezziik el a kijelolt miiveleteket az alabbi algebrai torttel.

1 1 1
aa—b0)a—0 T bh—a)b-0 clc—a)ic=b)

6.3.13. Végezziik el a kijelolt miiveleteket az alabbi algebrai torttel.

a+b b+c a+c
b-—0-a) —a-b a-nb-0

6.3.14. Végezziik el a kijelolt miiveleteket az alabbi algebrai torttel.

(a — b)? (b —c)? (c —a)?
C-c-b) (@-hHa-o b-0b-a
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6.3.15. Végezziik el a kijelolt miiveleteket az alabbi algebrai torttel.

a’>—ab 2a? (1 b—1 b)
a’b + b3 b3 —ab?+ a?b—a3 a a?

6.3.16. Végezziik el a kijelolt miiveleteket az alabbi algebrai torttel.

(2a+2+4a><2a+2 4a>
a+1l a—-1 a%2-1 a+1 a—-1 a?2-1

6.3.17. Végezziik el a kijelolt miiveleteket az alabbi algebrai torttel.

( 2ab 4 b )(1 2a—3b>
402 —9p2  3b —2a/’ 2a + 3b

6.3.18. Bizonyitsuk be, hogy ha két tort Gsszege 1, akkor a tortek kiilonbsége egyenld a

négyzeteik kiilonbségével.

6.3.19. Legyen n pozitiv egész szam. Bizonyitsuk be, hogy a kovetkezo kifejezés értéke minden

N esetén pozitiv egész szam lesz.

6.4. Gyokvonas

6.4.1. Hozzuk egyszerlibb alakra a kovetkezd kifejezéseket.

3x3 — 3x2%y ) 16a* — 96a3
3(x —y)3 " |98a3 — 49a?

6.4.2. Hozzuk egyszerlibb alakra a kovetkezd kifejezéseket.

x*y? 4+ x*z? 5 X—xy+z—2zy
y4z2 + z2x*4 1—3y+3y%2—y3

6.4.3. Hozzuk egyszerlibb alakra a kovetkezo kifejezéseket.

. 18a 1 8a? L1 450a rola 0. lal = b
© JaZ—2ab+ b2 @ Ja*—2a?0% +b* ' 5 Ja?+2ab+p2 O =N
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4x a? — x2 a? — x? a—x (a —x)?
2. . —2a* |[———= +3a- —3x- |———=,ahol0<x<a
a+x 4 (a+ x)? a+x a’?—x

6.4.4. Hozzuk egyszeriibb alakra a kovetkezo kifejezéseket.

1 1
1. \/x2+2+ﬁ:\/x+; 2. (xJy —yvx):/xy
6.4.5. Hozzuk egyszeriibb alakra a kovetkezo kifejezéseket.

1. (VaBy +xy% —xy): Jxy 2. (\E—ﬁ):x&

6.4.6. Hozzuk egyszerlibb alakra a kovetkezd kifejezéseket.

" a—ax+b— bx 5 4a2x2 + 4b2%x2 — 8abx?
1—4x +4x2 —x3 a?y? + b%y? — 2aby?

6.4.7. Alakitsuk szorzatta a kovetkez6 kifejezéseket.

1. Vva+ b —+a? — b? 2. a+b—+a?—b?

6.4.8. Alakitsuk szorzatta a kovetkez6 kifejezéseket.

1. Va3 —b3+Va-b»b 2. Vax — /by +Vbx — Jay

6.4.9. Alakitsuk szorzattd a kovetkez6 kifejezéseket.

1. a+Vva—a*—+va® 2. a?+a+1 3. a—+Va—-6

6.4.10. Végezziik el a kdvetkezd hatvanyozasokat.

1. <J4+x/7+J4—ﬁ>2 2. <\/2+2\/§—\/2—2\/§>

6.4.11. Végezziik el a kdvetkezd hatvanyozasokat.

2

1. (VIZ+V3+1)" 2. (3VI5+2V5 - 5V10)
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6.4.12. Végezziik el a kdvetkezd hatvanyozasokat.

1. (V3-1) 2. (V5+v3) 3. (2V3+v2)

6.4.13. Végezziik el a kdvetkezd hatvanyozasokat.

2

( x(x — ) ) Vity |Vx-y
—_———— 2. +

VX% (x — y)* Vx—y Vx+y
6.4.14. Végezziik el a kdvetkez6 hatvanyozasokat.

L @B-0a) 2 (G4 f5)

6.4.15. Bizonyitsuk be a kovetkez6 egyenldségeket, ahol 0 < a,b és b < a?.

_b=\/a+\/5

\/a+m \/a—\/az
1. > + >

= Ja—-+b

a++va?—-b>b a—+va?—b
2. > — >

6.4.16. Bizonyitsuk be a kovetkezd egyenldségeket.

1. /9+4x/§=1+2\/§ 2. /17—4\/1_5=2\/§—\/§ 3. /5(9—4x/§)=5—2\/§

6.4.17. Bizonyitsuk be a kovetkezd egyenldséget.

2—+/3 N 2+4/3
V2—-v2-+v3 V2+2+43

6.4.18. Bizonyitsuk be a kovetkez6 egyenldséget, ahol x # 2 és 0 < x.

-z

2x
V2x —
x +V2x — 5

V2x —2
X —2
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6.4.19. Bizonyitsuk be a kovetkez6 egyenldséget, ahol x # y,x # 0,y # 0.

VX2y? V-9 (vx_ _ JT)
y

xy X—y x

=1

6.4.20. Bizonyitsuk be a kovetkezd egyenldséget, ahol 0 < b < a és x = Vab.

\/(a+x)(x+b)+\/(a—x)(x—b)_\/E
\/(a+x)(x+b)—\/(a—x)(x—b) b

6.4.21. Irjuk fel egyetlen gyokijellel a kovetkez kifejezéseket.

1. /a\/aT/E 2. /2%

6.4.22. Irjuk fel egyetlen gyokijellel a kovetkez6 kifejezéseket.

1. ’aW 2. ’%\/%

6.4.23. Irjuk fel egyetlen gyokijellel a kovetkez6 kifejezéseket.
1. V2-3V2-2 2. V3-¥3-13

6.4.24. Trjuk fel egyetlen gyokijellel a kovetkezd kifejezéseket.

1. \f%-i/é-ig 2. 4\/%\/%%

6.4.25. Gyoktelenitsiik a kovetkezd tortek nevezdjét.

1x 22a 3a

6.4.26. Gyoktelenitsiik a kovetkezd tortek nevezdjét.

a—>b a+1 3 a—1
Va-¥p  Va+1 — Ya-1
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6.4.27. Gyoktelenitsiik a kovetkezo tortek nevezdjét.

a+b 5 a’—1 a+1

3/ (a+b)? - Ya—-1 ' a+

6.4.28. Hozzuk egyszeriibb alakra a kovetkezo kifejezést.

;

3 a3
V8a® — 8ash3 —a-ab—a3bd +b- ’F_ 1):Va? +ab + b2
6.4.29. Hozzuk egyszertiibb alakra a kdvetkezo kifejezést, ahol 0 < a és 0 < b.

2 21°
3_(‘{/E+‘§/E)+(4a—‘{/5) s
¢ a++ab ava

6.4.30. Hozzuk egyszeriibb alakra a kovetkez6 kifejezést, ahol 0 < a és 0 < b.

(3\/ ab?\b — W\/E)Z . Va—+b
Ja’b? T b+ bva

6.5. Logaritmus azonossagok
6.5.1. Hatarozzuk meg a kovetkez0 kifejezések pontos értékét.

lg5+lg

1 2
1. 7'°875HloB09 3 10.1002'97719 g6 g9 +2192)

6.5.2. Hatarozzuk meg a kovetkezd kifejezések pontos értékét.
1. 810g\/§ 5+loggs 9 2. 42+10g169 + 361—10g62 + 10—192

6.5.3. Hatarozzuk meg a kovetkezo kifejezések pontos értékét.

log,48 log, 3 log; 45 logs 5
loge 2 logoe 2 " logi353  logyags 3

6.5.4. Dontsiik el, hogy melyik kifejezés a nagyobb.

1. 1002192 2. \10%+05lg16
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6.5.5. Hozzuk egyszeriibb alakra a kdvetkezo kifejezést.

6.5.6. Bizonyitsuk be a kdvetkezd azonossagot.
log, b -log, c-log.a =1,ahola,b,c >0ésa,b,c #1
6.5.7. Bizonyitsuk be a kdvetkezd azonossagot.

log, ¢

log,p €

=1+log,b,ahola,b,c >0ésa,c+1ésab #*1

6.5.8. Bizonyitsuk be a kdvetkez6 azonossagot.

1 N 1 N 1 N 1
log, b logszb log,sb logusb

= 10-log, a,ahola,b >0ésa,b #1

6.5.9. Bizonyitsuk be a kdvetkez6é azonossagot.

logp(logp a)
a %8va  =log,a,ahola>1éshb>1

6.5.10. Bizonyitsuk be a kovetkezd azonossagot.

logy, a + log, n i
log,, an = ,ahola,b >0,b#1ésbn+1
1+ logyn

6.5.11. Bizonyitsuk be a kdvetkezd azonossagot.

_(n+1log,a
" 1+n-logya

+1

log,np a™ ,ahola,b >0,b#1ésa™h # 1

6.5.12. Bizonyitsuk be a kdvetkezd azonossagot.

n+log, a
logyn+1 ab™ =Tglb,ahol a,b>0b+1ésn+ -1

6.5.13. Bizonyitsuk be a kovetkezd azonossagot.

mlo8am = ploga™ ahola>0,a#1,n>0ésm >0
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6.5.14. Bizonyitsuk be a kdvetkezd azonossagot.

n
log x a™ =E,ahola> 0,a+=1,k+0

6.5.15. Bizonyitsuk be, hogy ha egy deré¢kszogii haromszog befogdi a és b, az atfogodja c, akkor

igaz a kovetkezo egyenldség.
log.,pa+log._pa=2-logy,.a,aholb+c#1ésc—b#1
6.5.16. Bizonyitsuk be, hogy ha a® + b? = 7ab, akkor igaz a kovetkezd egyenléség.

a+b
3

1
lg =§(lga+lgb),ahola>0ésb>0

6.5.17. Fejezziik ki a [g15 értékét a p és q segitségével, ha lg75 = p és lg45 = q.
6.5.18. Fejezziik ki a [g40 értékét a p segitségével, ha [g20 = p.

6.5.19. Fejezziik ki a [g540 értékét a p és g segitségével, ha [g3 = p és lg5 = q.
6.5.20. Fejezziik ki a logg V150 értékét a p segitségével, ha logg 5 = p.

6.5.21. Fejezziik ki a logg 54 értékét a p segitségével, ha logg 18 = p.

6.5.22. Fejezziik ki a logs /24 értékét a p segitségével, ha logs 2 = p.

a®

6.5.23. Fejezziik ki a log%ﬁ

értékét a p segitségével, ha loge a = p.
b

6.5.24. Az log,x = p,log, x = q éslog.p.x = ?. Fejezziik ki a log.x értékét p és Q
segitségével.

6.5.25. Bizonyitsuk be a kovetkezd egyenldséget:

log,,5(2—-V3)=-1
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6.6. Vegyes feladatok

6.6.1. Irjuk fel a kovetkezd kifejezést Gigy, hogy ne legyen benne tort.

1 1
R
1 1
'y

6.6.2. Végezziik el a kovetkezd miiveleteket.
1. ab(a 4+ b 1) (b2 —a?)t
2. (ab™'—a b)) (at-p"H?

6.6.3. Végezziik el a kovetkezd miiveleteket.

1 1
5x5—1+x5—1 x2+1 hol x % 1
— —— ————,aholx
3 =3 93 +2 3xi—3

6.6.4. Végezziik el a kovetkezo négyzetre emeléseket.
1. 2x—y—2)2 2. (—3a+5b—c)?

6.6.5. Végezziik el a kovetkezd hatvanyozasokat.

3
2 4 p2)3 gé)
1. (a*+b*) 2. (2 3

6.6.6. Alakitsuk szorzatta a kovetkez6 kifejezéseket.

1.12a? — 6ab + 3b* — 6ab

2.x —x3+x% —x*

6.6.7. Alakitsuk szorzatta a kovetkez6 kifejezéseket.
16

1. — 22
29 (a+b) 5

2. 4(3x + 5y)? — 16(2x — y)*
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6.6.8. Alakitsuk szorzattd a kdvetkezo kifejezéseket.

1. 25x* + y* — 10x2y?

2. x3—x%y—xy?+y3

6.6.9. Alakitsuk szorzattd a kovetkez6 kifejezéseket.

1. a®—a*+ 2a3+ 2a?

2. 2x3 +x%—4x+12

6.6.10. Alakitsuk szorzatta a kdvetkezo kifejezéseket.

1. a®—a*+4a3+ 4a?

2. 16x% —8xy +y?—49

6.6.11. Végezziik el a kdvetkezd polinomok osztésat.

1. (x3 —6x% —5x +30): (2x + 3)

2.(x3—x?—x+1:(x+1)

3.(6x3 +x%—29x + 21):(2x — 3)

6.6.12. Alakitsuk szorzatta a kdvetkezd polinomokat.
1. x¥*+6x24+11x+6 2. 2x3+x* —4x+12

6.6.13. Egyszertsitsiik a kovetkez algebrai torteket.

x> 4+2x+1 5 x243x+2
x2+8x+7 Tox24+4x+3

6.6.14. Végezziik el a kijelolt miiveleteket az alabbi algebrai tortekkel.

x3 x? —2ax

1. 1—x+x%- 2. —
1+ x a+x

+a+x

6.6.15. Végezziik el a kijelolt miiveleteket az alabbi algebrai torttel.

1 1 1
(a—=b)(b-c) (-c)a—c) (c—a)b-a)
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6.6.16. Végezziik el a kdvetkezd hatvanyozasokat.
1. (1+vZ+V3) 2 (1+VZ+v3) 3. (1+va+a)
6.6.17. Alakitsuk szorzatta a kovetkezo kifejezéseket.
1. a+4b+4vab 2. x2+x-2x3 3. p2q +pq? + 2\p3¢?

6.6.18. EgyszerUsitsiik a kdvetkezo torteket.

WTEE L AET
x+y+2xy p+q—2pq

6.6.19. Végezziik el a kdvetkezd szorzasokat.

L (Z-VB)E+VD) 2 (- ) (e +4R) 3 x+y_3jm

x—y | (x+y)?

6.6.20. Bizonyitsuk be, hogy a kdvetkezd kifejezés értéke egész szam.

3\/1—27-i/%+9-3 262 + V26
6.6.21. Fejezziik ki a [g6 értékét a és b segitségével, ha [g48 = a és lg72 = b.
6.6.22. Fejezziik ki a g8 értékét p segitségével, ha g5 = p.
6.6.23. Fejezziik ki a log,, (V/x - 3/y)értékét p segitségével, ha log,, x = p. A feltétel, hogy
x>0,y>0xy=+1.
6.6.24. Fejezziik ki a logg 27 értékét p segitségével, ha logg 2 = p.
6.6.25. Bizonyitsuk be a kovetkezd egyenldséget:

log;,,3(3 —2v2) +log,_, 5(3 + 2v2) = -2
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7. Elso-és masodfoku egyenletek, egyenlotlenségek, egyenletrendszerek

7.1. Elsofoku egyenletek

7.1.1. Oldjuk meg a kdvetkez6 egyenletet az egész szamok halmazan.

(x+2)(x?—2x+4) —x(x—3)(x+3) =26
7.1.2. Oldjuk meg a kdvetkez6 egyenletet az egész szamok halmazan.
6(x+1)2+2(x—1D(x*+x+1)—2(x+1)3=32
7.1.3. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet az egész szdmok halmazan.
S5x(x—3)2-5(x—1)3+15(x+2)(x—2) =5
7.1.4. Oldjuk meg a kovetkezo egyenletet az egész szdmok halmazan.
(x+2)2—xBx+1)?+ 2x+1)(4x?> —2x+ 1) = 42
7.1.5. Oldjuk meg a kovetkezo egyenletet a valoés szamok halmazan.

x —4 x+4+ 16x _
x+4 x—4 x2-16

0

7.1.6. Oldjuk meg a kdvetkezd egyenletet a valos szamok halmazan.

2 X x—4

+ e
x2—4 x2-2x x%?4+2x

7.1.7. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valos szamok halmazan.

5x —3 x+1 3 2

— +—_
x2+4+3x 3x2+9x x x+3

7.1.8. Oldjuk meg a kdvetkezd egyenletet a valos szamok halmazén.

x+1 2x—1 6 1

— :0
2 — 2x2 x2—1+x+1+2—2x

7.1.9. Oldjuk meg a kdvetkez6 egyenletet a valos szamok halmazan.

32 5
1—x2 14+2x+4+x2 1-—2x+x2
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7.1.10.

7.1.11.

7.1.12.

7.1.13.

7.1.14.

7.1.15.

7.1.16.

7.1.17.

7.1.18.

Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valdés szdmok halmazan.

3 4 7
4x2+20x+25+4x2+4x+1_4x2+12x+5

Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valdés szdmok halmazan.

2x — 7 N x+1 12
2x2 —4x+2 x2—-2x+1 3—-3x x-1

Oldjuk meg a kdvetkezd egyenletet a valos szdmok halmazan.
BGx+1Dx+1)=7(x+1)
Oldjuk meg a kdvetkezd egyenletet a valos szdmok halmazan.

x(x? = D(x+2)(x+3)
x(x +3)(x +4) B

Oldjuk meg a kdvetkezd egyenletet a valos szdmok halmazan.

12x—9+6x—5
3x—2 2-—3x

=2x—-2

Oldjuk meg a kdvetkezd egyenletet a valos szdmok halmazan.

12x—9 6x—5

3x—2 T2-3x F

Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szdmok halmazan.

X%+ 4x + 4

=2 4
x+2 X+

Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valos szamok halmazan.

3t =t
x x—3_x x—3

Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valos szamok halmazan.

(x—132+2=x3+3x-2
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7.1.19.

7.1.20.

7.1.21.

7.1.22.

7.1.23.

7.1.24.

7.1.25.

Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a természetes szdmok halmazan.

N X

+

Wi

_.|_

I N

Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a természetes szdmok halmazan.

17 2 20
—_— === —

6 3 6 3 6

2x—y Xx

Oldjuk meg a kdvetkezd egyenletet a racionalis szamok halmazan.

Oldjuk meg a kdvetkezO egyenletet a racionalis szamok halmazan.

1
x+-+1= +1
x

Oldjuk meg a kdvetkezO egyenletet a racionalis szamok halmazan.

Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szdmok halmazan.

x+6
x—05

+x—5_2x2+23x+61
x+6  x2+x—30

Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valos szamok halmazan.

(x+22-(x-2)2=12(x>-x)—-8

7.2. Masodfoku egyenletek

7.2.1. Oldjuk meg a kdvetkez6 egyenletet a valos szamok halmazan.

(x=3)3+2x(5x+1) =x3-—2x—-1)>-26
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1.2.2.

7.2.3.

7.24.

7.2.5.

7.2.6.

7.2.7.

7.2.8.

7.2.9.

Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szdmok halmazan.

14 N 1 +4—x_ 7
x2—9 3—x x+3 3+x

Oldjuk meg a kovetkezo egyenletet a valds szdmok halmazan.
6—x 1 1
3x2—-12 x—-2 = 2—x

Oldjuk meg a kdvetkezd egyenletet a valos szamok halmazan.

1 N 5 _ 3x
21—x) 4x2+4x+4 x3-1

Oldjuk meg a kdvetkezd egyenletet a valos szamok halmazan.

X 8 4x

x—10 x—6 x2—16x+ 60

Oldjuk meg a kdvetkezd egyenletet a valos szamok halmazan.

X 2 _ 4x
x+3 (x+1Dx+3) x24+4x+3

Oldjuk meg a kdvetkezd egyenletet a valos szamok halmazan.

6 +13—x_ 3 2
x2—9 3+4+x x+3 3—x

Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valos szamok halmazan.

xz—x+16+36+x_—x—6
x2+x+1 x3—-1 1-—x

Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szdmok halmazan.

3 2 1 4

x—2+x—3 x—4 x-—1

7.2.10. Egyszertsitsiik a kdvetkezd tortet.

2x%> —9x + 10
2x2+x—15
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7.2.11. Egyszertsitsiik a kovetkezd tortet.

2x*>+7x+6
12 + 5x — 2x2

7.2.12. Egyszertsitsiik a kovetkezd tortet.

6x% 4+ 5x — 4
3x2 +19x + 20

7.2.13. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szdmok halmazan.
(x2+2x)2+(x+1)?2=13
7.2.14. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szdmok halmazan.
(x? —4x)?2+2x2-3=8x—-1
7.2.15. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szamok halmazan.
(x2—=2x—3)(x?—2x+1) =45

7.2.16. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szdmok halmazan.

- 24 3x4+2=0
X2 —3x+1 © T¥TZT

7.2.17. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szdmok halmazan.

2x% +x+17
3

3x2+5x=7—
7.2.18. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szdmok halmazan, ahol 2 < x < 10.
2x% +x =10 —y?
7.2.19. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szamok halmazan.
x>+ 2x+y*=4y -5

7.2.20. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szamok halmazan.

x24+3x+Vx—3=18
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7.2.21. Oldjuk meg a kdvetkezd egyenletet a valdés szdmok halmazan.
X% +4x+3Vx—1=5—y2
7.2.22. Oldjuk meg a kdvetkezo egyenletet a valdés szdmok halmazan.
3x2 4+ 2x +2Vx —2—4 =12y —2y% — 6
7.2.23. Oldjuk meg a kdvetkezd egyenletet a valdés szdmok halmazan.
x2+4x+Jx2+6x+1+6=2—1y?

7.2.24. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valdés szdmok halmazan.

VX—=5+vV9—-2x=Q2x+3y—1?+2x—y+3

7.2.25. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szamok halmazan.

Ve —2+Vx—-3+x2-2x—4=0

7.2.26. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet a valds szamok halmazan.

Vx—1+Vx—2+y2—4y+x2—-1=0

7.2.27. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet a valds szamok halmazan.

J=x2+11x — 24+ x2+3x+y2—6y =9

7.3. Paraméteres egyenletek
Elséfoku egyenletek
7.3.1. Oldjuk meg a kdvetkez6 egyenletet, ahol b # 0,a # b!

6b+ 7a 3ax _ ax

6b 2b2 b2 —ab

7.3.2. Oldjuk meg a kovetkezo egyenletet, ahol a # +b!

ax—b+bx+a_a2+b2
a+b a—b a?— b2
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7.3.3. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet, ahol a # 0,b # 0,c # 0!

x—a—b x—-b—c x—c—a
+ + =
c a b

7.3.4. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet!

c + 3x c— 2x _ 2c +x
4¢2 + 6¢cd 9d%2 — 6¢cd  4c? —9d>

7.3.5. Oldjuk meg a kdvetkezo egyenletet!

x—1+2n2(1—x)_2x—1 1—x
n—1 n—1 1-n* 1+4n

7.3.6. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet!

3ab +1 3ab  (2a+ 1x a?
"X = + +
a a+1 a(a+1)? (a+1)3

7.3.7. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet!

3abc N a’b? N (2a +b)b*x _ 3ex + bx
a+b (a+b)?  aa+bhz KT
7.3.8. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet!
x+m ax am b%x

a+b (a+b)? a:—b? a3 —ab?+a’h— b3

7.3.9. Oldjuk meg a kdvetkez6 egyenletet, ahol x = 0,m # 0, m # x!

m x mx-m) x(x+m)  mx )
x m x(x+m) mx-m) m?—x2
7.3.10. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet!
a®+x a’—x 4abx +2a® — 2b?
b2 —x bZ4x b* — x2
7.3.11. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet!
an  (a+n)(anx + nx? + x3) ax nx?
+ = +
a—x x3 —nx? —ax? —a’n n+x x?-—a?

74



7.3.12. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet!

(a+1+x+1 ) a+1 a(x+1)+1 X
ax+1 x+at lx+aVHa ax+1 2
7.3.13. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet!

a+x a—x 3a
a?+ax+x2 ax—x%2-—a? x(a*+ a?x?+ x*)

7.3.14. Milyen egész m esetén lesz a kovetkez6 egyenlet megoldasa egész szam?
m?(x—1) =2mQ2x — 1) — 4x
7.3.15. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szamok halmazan, ha a valds paraméter!

X 2at+x 16a?
2a+x x—2a 4a%-—x?

Masodfoku egyenletek
7.3.16. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet, ahol n # 0!

x> +1 1
n?x —2n 2 —nx

x
n
7.3.17. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet, ahol a # 0,a # x,x # 2a!

a—x% 1 a—1

(a—x)?2 a a®—ax(a—x)

7.3.18. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet, ahol a # x!

2b a? — b?

1— =
x—a a®+x?-—2ax

7.3.19. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet, ahol n # 0, x # 0!

1 1 2(n+3)
2n+nx 2x —x2  x3—4x

7.3.20. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet, ahol n # 2a, x # 0!

a+x—2n a—Zn_1
2a—n X B
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7.3.21. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet, ahol n # 1, x # 0!

a a—1

=1
nx —x x2—2nx%+n2x2

7.3.22. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet, ahol x # a,x # 0,a # —b!

() -8 _ s
x2+a?—2ax  9x?

7.3.23. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet, ahol x # +1,a # b!

x+x? 1—a? _ab
1-x2"1+ax)?2—(a+x)? (b—a)?

7.3.24. Az x% + bx + 12 = 0 egyenlet két gyokének kiilonbsége 1. Hatarozzuk meg a b értékét!

7.3.25. Az 5x% — bx + 1 = 0 egyenlet két gydkének kiilonbsége 1. Hatdrozzuk meg a b értékét!

7.3.26. Az x? — 3ax + a? = 0 egyenlet két gyokének négyzetdsszege E. Hatarozzuk meg az a
értékét!

7.3.27. Hatarozzuk meg az x2 + px + q = 0 egyenletben p és q értékét ugy, hogy az egyenlet
két gyoke is p és g legyen!

7.3.28. Az ax? + bx + ¢ = 0 egyenlet gydkei x; és x,. Irjuk fel azt a masodfoku egyenletet,
melynek gyokei:

X1, X3

X, X
7.3.29. Az x? + 2bxVb? — 3 + 4 = 0 egyenlet gydkei egyenl6k. Hatarozzuk meg b értékét!
7.3.30. Milyen hatarok kozott mozoghat az m szdm értéke, ha azt akarjuk, hogy az
x? — 2mx + m? — 1 = 0 egyenlet mindkét gydkére teljesiiljon az alabbi egyenldtlenség:

—2<x,%x, <4
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7.3.31. Az x2 — (a® + b?)x + ab = 0 egyenlet gyokei:

_5-V17
=

54417
2

7

x1 es xz ==

Hatarozzuk meg a és b értékét!

7332. Az (5a—1x*+ (Ba—2)x—7a—2=0 egyenletnek egy valés gydke van.

Hatarozzuk meg a értékét!

7.3.33. Az x>+ (p—2)x +p — 3 = 0 egyenletben milyen valos p esetén lesz a gyokok

négyzetdsszege minimalis?
7334 Az x2+ 2p+ Dx + %pz — 2p — 4 = 0 egyenletben milyen valds p esetén lesz a
gyokok négyzetdsszege minimalis?
7.3.35. A (k? — 5k + 3)x? + (3k — 1)x + 2 = 0 egyenletben milyen valds Kk esetén lesz az
egyik gyok a masik gyok kétszerese?
7.4. Abszolutértékes egyenletek
Elsofoku egyenletek
7.4.1. Oldjuk meg a kdvetkezd egyenletet a raciondlis szdmok halmazan.

3x — 2 _
x—11"

7.4.2. Oldjuk meg a kdvetkezd egyenletet a raciondlis szdmok halmazan.

x| —1

3|x| —2|

7.4.3. Oldjuk meg a kdvetkez6 egyenletet a raciondlis szdmok halmazan.

3lx| + 2
lx| —1

7.4.4. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valos szamok halmazan.

|12x — 1|+ 3x + 2| + |x] =3
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7.4.5. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet a valos szamok halmazan.
[x —1| —2|x — 2|+ 3|x — 3| =4

7.4.6. Oldjuk meg a kdvetkezd egyenletet a valos szamok halmazén.

2 — 3|x|
1+ |x|

7.4.7. Oldjuk meg a kovetkezé egyenletet a valos szamok halmazan.
lx = 2|+ |x—3|+|2x—8| =9
7.4.8. Oldjuk meg a kovetkezo egyenletet a valos szamok halmazan.
[4x — 1| — [2x = 3|+ |x—2| =0
7.4.9. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valos szamok halmazan.
lx =1+ |x+2|—-|x—-3|=4
7.4.10. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet a valos szamok halmazan.
lx = 2|+ |x—3|+2[x—8|=9
7.4.11. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet a valds szamok halmazan.
lx — 2|+ |x — 4|+ |2x — 6] = 2
7.4.12. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szamok halmazan.
x| —1| =4 +x
7.4.13. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szamok halmazan.
lIx| —2| =1
7.4.14. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szdmok halmazan.
llx+2]-3|=1
7.4.15. . Oldjuk meg a kdvetkezd egyenletet a valos szdmok halmazan.
2= [1-1xll| =1
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Masodfoku egyenletek

7.4.16. Oldjuk meg a kdvetkezo egyenletet a valdés szdmok halmazan.
[x? —3x+2|=3x—x%2-2

7.4.17. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valdés szdmok halmazan.
|2x + 3| —1=1]2x% —x — 1]

7.4.18. Oldjuk meg a kdvetkezd egyenletet a valdés szdmok halmazan.
|x2 —2x—3| =]2x—5]+1

7.4.19. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet az egész szamok halmazan.
|x? —2x — 3| = |x? — 2x + 5|

7.4.20. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet az egész szamok halmazan.

x? —1| = —|x| + 1

7.4.21. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a racionalis szdmok halmazan.

2 _ 2 _ _3
|x% —4x + 3| + |x 6x+8|—2

7.5. Irracionalis egyenletek

7.5.1. Miért nem lehet megoldani az alabbi egyenleteket a valos szamok halmazan?

a, Vx—24+V3—-x=x—-4

b, Jx2+1++/x2+2=2

7.5.2. Oldjuk meg a kdvetkezd egyenletet a valos szamok halmazén!

Jx2—9+4x2—16++/x2-25=7

7.5.3. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valos szamok halmazan!

J(2x+ 3I)V2x +3 = \/6—x\/m
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7.5.4. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valos szamok halmazan!

Vi—2+V3—x=x2-5x+7

7.5.5. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valos szamok halmazan!

Va4 x—1+-x2+x+1=x2—x+2

7.5.6. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valos szamok halmazan!

V3x2 4 6x + 7 +/5x2 4+ 10x + 14 = 4 — 2x — x2

7.5.7. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valos szamok halmazan!

\/2x+17—8v2x+1+J5+2x+4v2x+ =8

7.5.8. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valos szdmok halmazan, ahol x > 0!

10vVx + /2x—5ﬁ+6=4x+6

7.5.9. Oldjuk meg a kdvetkezd egyenletet a valos szamok halmazén!

\/11+x+6\/x+2+\/6+x—4\/x+2=7

7.5.10. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szdmok halmazan, ahol x > 3a!

Vx—a++Vx—2a=+vVx-3a

7.5.11. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szdmok halmazan, ahol x > —1!

\/17+x—8\/x+1+\/5+x—4\/x+1=6

7.5.12. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szamok halmazan!

\/1+x\/x2+24=x+1
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7.5.13. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet a valds szamok halmazan, ahol x # 0!

7.5.14. Oldjuk meg a kdvetkezo egyenletet a valds szamok halmazan, ahol x > 3!

Vx% —16 7
—+Vx+3=
x—3 x—3

7.5.15. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet a valds szamok halmazan, ahol x # 0!

4 1 3

x+VaZi+tx x—Viitx X
7.5.16. Oldjuk meg a kovetkez0 egyenletet a valds szdmok halmazan, ahol x # 0!

2 1
24Vi-x2 2-Vi-x2

1
X

7.5.17. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet a valds szamok halmazan, ahol x > 0!

(27 4 - (237 -V = V28

7.5.18. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szdmok halmazan, ahol x > 0!

X

x +Vx

- -

7.5.19. Oldjuk meg a kovetkezo egyenletet a valds szdmok halmazan, ahol x # 0!

V27 +x+v27—x 27

V27T +x—27—x X

7.5.20. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szamok halmazén!

2x + 2 x+2_7
x+2 2x + 2 12
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7.5.21.

7.5.22.

7.5.23.

7.5.24.

7.5.25.

7.5.26.

7.5.27.

Oldjuk meg a kovetkezo egyenletet a valds szamok halmazan, ahol x > 0!

x —4
=X
Vx +2

Oldjuk meg a kdvetkezd egyenletet a valos szamok halmazan, ahol x > 0!

2—x _ 2—x
2—Vx 4 2

Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valos szdmok halmazan!

x2—=3x4+54x*=3x+7

Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valos szdmok halmazan!

J3x2+5x—8—+/3x2+5x+1=1

Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valos szdmok halmazan!

Va2 +4x + 84+ x2 +4x +4 =/2(x% + 4x + 6)

Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valos szdmok halmazan!

3
|2 +VI0 ¥ 2x = — /\/15—2x—9

Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szamok halmazan!

Ve +V2x =3 =12(x - 1)

7.6. Egyenlotlenségek

Elsofoku egyenlotlenségek

7.6.1. Oldjuk meg a kovetkezo egyenlétlenséget a valos szamok halmazan.

2x + 3
<
3x + 2
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7.6.2. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenlOtlenséget a valds szdmok halmazan.

3x+1>2
2x—5

7.6.3. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenlOtlenséget a valds szamok halmazan.

3 —
(1—-4x) -
2x +1

7.6.4. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenlOtlenséget a valds szamok halmazan.

x+4

< -2
2x+3

7.6.5. Oldjuk meg a kovetkezo egyenlétlenséget a valos szamok halmazan.

3 < 2
x—1 2x+5

7.6.6. Oldjuk meg a kovetkezd egyenldtlenséget a valos szdmok halmazan.

3 1 x+1

x—2 2<x—2

7.6.7. Hatarozzuk meg azt a legnagyobb egész szamot, amelyik igazza teszi a kdvetkezd

egyenldtlenséget.

2x+1 3x-—-1
3 2

7.6.8. Hatarozzuk meg azt a legkisebb pozitiv egész szamot, amelyik igazza teszi a kdvetkezo

egyenldtlenséget.

x—1 x+3
<
X — 2 X

7.6.9. Oldjuk meg a kovetkezo egyenlétlenséget a valos szamok halmazan.

3—5x<
2x —5

7.6.10. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenldtlenséget a valds szamok halmazan.

4x + 6

<1
7x — 2
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7.6.11.

7.6.12.

7.6.13.

7.6.14.

7.6.15.

7.6.16.

7.6.17.

7.6.18.

7.6.19.

7.6.20.

Elsofoku Abszolutértékes egyenlétlenségek

Oldjuk meg a kovetkezo egyenl6tlenséget a valos szamok halmazén.

1 <1
x| =3 2

Oldjuk meg a kovetkezd egyenl6tlenséget a valos szamok halmazén.

|x — 1]
X+ 2

<1

Oldjuk meg a kdvetkezd egyenldtlenséget a valos szamok halmazan.

2 >| -3
[x — 2| 2x — 1

Oldjuk meg a kdvetkezd egyenldtlenséget a valos szamok halmazan.

| 2|<x—l
x 2

Oldjuk meg a kdvetkezd egyenldtlenséget a valos szamok halmazan.
2lx+ 1| >x+ 4
Oldjuk meg a kdvetkezd egyenldtlenséget a valos szdmok halmazan.
[x + 2] > |x|
Oldjuk meg a kovetkezd egyenl6tlenséget a valos szamok halmazén.
lx — 2] < |x + 4]
Oldjuk meg a kdvetkez6 egyenldtlenséget a valds szamok halmazan.
[2x — 3| —[3x+ 7| >0
Oldjuk meg a kovetkezd egyenl6tlenséget a valos szamok halmazén.
[x —1|+|2—x| >3 +x
Oldjuk meg a kdvetkezd egyenldtlenséget a valos szdmok halmazan.
lx + 2|+ |x+1|+|x—4|>9
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Elsofoku paraméteres egyenlétlenségek

7.6.21. Oldjuk meg a kdvetkezO paraméteres egyenldtlenséget a valds szamok halmazan.
1 2x+1)
x—2(1——) <——,ahola#0
a 3a

7.6.22. Oldjuk meg a kovetkezd paraméteres egyenldtlenséget a valds szamok halmazén.
a(x—-3)>x—-5
7.6.23. Oldjuk meg a kdvetkezO paraméteres egyenldtlenséget a valds szamok halmazan.

x+1+2x—3>3x+1
3a 2 6a

,ahola # 0
7.6.24. Oldjuk meg a kovetkezd paraméteres egyenl6tlenséget a valds szamok halmazan, ha a
gyoke: 1. Pozitiv, 2. Zérus, 3. Negativ, 4. Egész szam.

4x — 9a
2(x—a)=T+1

7.6.25. Oldjuk meg a kovetkezd paraméteres egyenlétlenséget a valds szamok halmazan, ha a

gyoke: 1. Nagyobb hétnél, 2. Egész szam.
3(x —2a) + 4(x —a) = 5x
Masodfoku egyenlétlenségek

7.6.26. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenldtlenséget a valds szamok halmazan.

x—2 2x—3
>
x+2 4x—1

7.6.27. Oldjuk meg a kovetkezd egyenlStlenséget a valos szamok halmazan.

2>x
x—3 1—x

7.6.28. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenldtlenséget a valds szamok halmazan.

1 3 < 2
x—1 x—3
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7.6.29. Oldjuk meg a kovetkezo egyenl6tlenséget a valos szamok halmazan.

B8—x)(—x+5)
x2—-5x+6

7.6.30. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenldtlenséget a valds szamok halmazan.

x%+4x+3

—_>0
x2+2x+8

7.6.31. Oldjuk meg a kovetkezd egyenl6tlenséget és adjuk meg a legkisebb egész szamot,

amelyik igazza teszi.

x—5

x2+5x—14>0

7.6.32. Oldjuk meg a kovetkezd egyenldtlenséget és adjuk meg azt a legnagyobb egész szdmot,

amelyik igazza teszi.

x+4 2 < 4x
x2—-—9 x+3 —-3x—x2

7.6.33. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenldtlenséget a valds szamok halmazan.
Bx—1D@-x)2x—-3)>>0

7.6.34. Oldjuk meg a kdvetkezd egyenldtlenséget és adjuk meg azt a legnagyobb egész szamot,

amelyik igazza teszi.
(x+ 1D —-3)2x-5x—-4)?*x-2)<0

7.6.35. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenldtlenséget a valds szamok halmazan.

2 >25+2
x+1_F T2

Masodfoku Abszolutértékes egyenlotlenségek
7.6.36. Oldjuk meg a kovetkezd egyenlStlenséget a valos szamok halmazan.

|x? — 2x| < x
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7.6.37.

7.6.38.

7.6.39.

7.6.40.

7.6.41.

7.6.42.

7.6.43.

7.6.44.

7.6.45.

Oldjuk meg a kovetkezd egyenl6tlenséget a valos szamok halmazén.
|x? —2x—3| <3x—3

Oldjuk meg a kovetkezd egyenl6tlenséget a valos szamok halmazan.

|x? —3x| < —x+2
Oldjuk meg a kdvetkezd egyenldtlenséget a valos szamok halmazan.
[x? —3x+2| <3x—x%2-2

Oldjuk meg a kdvetkezd egyenldtlenséget a valos szamok halmazan.
|x — 6] > |x? — 5x + 9|

Oldjuk meg a kdvetkezo egyenlétlenséget a valos szamok halmazan.
|x2—1]+|x?—-9| <8

Oldjuk meg a kdvetkezd egyenldtlenséget a valos szamok halmazan.

x> —-3x—-1

x2+x+1

<3

Oldjuk meg a kovetkezd egyenldtlenséget a valos szamok halmazan.

x> —-2x—6

—| <3
x2—3x+2

Masodfoku paraméteres egyenlétlenségek
Milyen valds p paraméter esetén teljestil a kovetkezd egyenldtlenség?
px?+12x —5<0
Milyen valds p paraméter esetén teljestil a kovetkezd egyenldtlenség?

x% +px —2

) B L
—x2+x-1
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7.6.46. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenlétlenséget a valos szamok halmazan, ahol a, b pozitiv

valos szam és b < a.
x% —4a®* —12ab —9b%> <0

7.6.47. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenlétlenséget a valds szamok halmazan, ahol a, b pozitiv

valos szam ¢s.
(x+a)(x—=Db)+ (x+b)(x —a) < 2a? + 2b?

7.6.48. Oldjuk meg a kovetkezd egyenlétlenséget a valds szamok halmazan, ahol a, b pozitiv

valos szam és b < a.

(a—X)(x—b)<0
ax —b

7.6.49. Van-e olyan p valés paraméter, amelyre a kovetkezd egyenlétlenségnek nincs valos

megoldéasa?
(p+3)x?2—-5x—4<0

7.6.50. Milyen p valés paraméter esetén teljesiil minden valdés szamra a kovetkezd

egyenldtlenség?

x2+2(p+1Dx+9p—-5>0

7.7. Egyenletrendszerek

Elséfoku egyenletrendszerek

7.7.1. Oldjuk meg az egyenletrendszert a valds szdmok halmazén!

3(x -5 27y + 22
3y+1_¥:x_y7
+3 5x—9y_3 3 —5x
X 6 Y 9

7.7.2. Oldjuk meg az egyenletrendszert a valds szdmok halmazén!
2(3x — 3y —10
( 2 =2 a +2x+1
5 3
4x —3y 8x—3y
3 2

y+1
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7.7.3. Oldjuk meg az egyenletrendszert a valos szamok halmazan!

fQS—yz{%u—3@—oAﬂ+1A}075

izk_l—Z&—y)

s l—l,4=3(2x+3)

7.7.4. Oldjuk meg az egyenletrendszert a valds szdmok halmazan!

x+ 2y
5

1
7x—5y+4=—§[5+3(x—3)—y]

2

=7x—5y+4

7.7.5. Oldjuk meg az egyenletrendszert a valds szdmok halmazan!

(10 1

— =1

x—5+y+2
25 3

=2
x—5 y+2

7.7.6. Oldjuk meg az egyenletrendszert a valds szdmok halmazan!

11 18

JZx—3y+3x—2y:13
27 2

k3x—2y+3y—2x=1

7.7.7. Oldjuk meg az egyenletrendszert a valos szdmok halmazan!

4 N 1 _
2x+y+1 2—-2x+y
4 1

-3

+ =
2x+y+1 2x—y-—2

7.7.8. Oldjuk meg az egyenletrendszert a valds szdmok halmazén!

x+2y=9
{y—32=—5
5z —x =14

7.7.9. Oldjuk meg az egyenletrendszert a valds szdmok halmazan!

x+2y=2
{2x+22=—2
2y +3z=-3
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7.7.10. Oldjuk meg az egyenletrendszert a valds szdmok halmazan!

x+y—z=11
x—y+z=1
y+z—x=5

7.7.11. Oldjuk meg az egyenletrendszert a valos szamok halmazan!

(x+z+z=—6

4
E+ —z=1
5TV TET
_Z -6
y 6 X =

7.7.12. Oldjuk meg az egyenletrendszert a valds szamok halmazén!
XxX+2y+3z=4
xX—y—z=3
3x—y+2z=5

7.7.13. Oldjuk meg az egyenletrendszert a valds szamok halmazan!

(6 5
+ =2

x+y y+3z
15 4 1
x+y x—2z 2
10 7 3
\y+3z x-2z 2

7.7.14. Oldjuk meg az egyenletrendszert a valos szamok halmazan!

x+2y=5
y+2z=8
z+2u=11
u+2x==6

Masodfoku egyenletrendszerek
7.7.15. Oldjuk meg az egyenletrendszert a valos szamok halmazan!

{xz + 2y? — 2yz =100
2xy —z2 =100
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7.7.16. Oldjuk meg az egyenletrendszert a valds szdmok halmazan!

x2+10y+41=0
y2—2z-23=0
z2—6x+17 =0

7.7.17. Oldjuk meg az egyenletrendszert a valos szamok halmazan!
x2—yz=y—x
y:—zx=z—y
z2—xy=x-—12

7.7.18. Oldjuk meg az egyenletrendszert a valds szdmok halmazan!

x?—xy—xz+2z>=0
x%2 —xz—yz+3y?=2

yi+xy+yz—z*=2

7.7.19. Oldjuk meg az egyenletrendszert a valds szamok halmazén!

( 2x?
T+x2 7
] &
1+ y2
222
1+22 "

7.7.20. Oldjuk meg az egyenletrendszert a valos szamok halmazan!

{x2+xy=10
y? +xy =15

7.7.21. Oldjuk meg az egyenletrendszert a valos szamok halmazan!

{x2+y2=x
2xy =y

7.7.22. Oldjuk meg az egyenletrendszert a valos szamok halmazan!

{x(x—Zy)+\/x2—2xy+5 =1
3

x—4y =—

91



7.7.23. Oldjuk meg az egyenletrendszert a valds szdmok halmazan!

{2x+,/x—2y+ =4(1+y)

x4+ 2y% —xy =46

7.7.24. Oldjuk meg az egyenletrendszert a valds szdmok halmazan!

{ X + 2y + 3z = 1000
4y? + z(z + 2x) = 2x(2y — x)

7.7.25. Oldjuk meg az egyenletrendszert a valos szamok halmazan!

2x+y+ 3x—9
y—1 7y =2V3

x(x — 2y) = 3y?

7.7.26. Oldjuk meg az egyenletrendszert a valos szamok halmazan, ahol x # 0,y # 0!
floy4l
Xt—-=y ;
xy—2(x+y)+4=0
7.7.27. Oldjuk meg az egyenletrendszert a valos szamok halmazan, ahol x # 0,y # 0!
2y 203
—t—+x+ty=—
X xy
x(x+1)+y(y+1) =36
7.7.28. Oldjuk meg az egyenletrendszert a valos szamok halmazan!
Vx?2+2y—-3=2x-1
x+2y =10
7.7.29. Oldjuk meg az egyenletrendszert a valos szamok halmazan, ahol x # 1,y # 1!
( x+1
! T
y+1 3
x2+2y? —4x—3y—2xy =0
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7.8. Szoveges feladatok

7.8.1. A 850-¢t osszuk két részre gy, hogy az els6 rész 8%-nak és a masodik rész 24%-nak az

Osszege 850-nek a 12%-a legyen.

7.8.2. Egy osztalyban a tanulok 30%-nak volt félévkor jelese matematikabol. Ha 4-gyel
kevesebb jeles lett volna, akkor 6tszor annyi tanulonak lett volna jelest6l kiilonbozo osztalyzata,

mint ahdny jeles lett volna. Mennyi az osztaly 1étszama?

7.8.3. Egy kétjegyli szam jegyeinek Osszege 12. Ha a jegyeket forditott sorrendben irjuk, akkor

az eredeti szam ¢€s az 01j szam kiilonbsége egy pozitiv szdm négyzete. Melyik az eredeti szam?

7.8.4. Egy apa és fia életkoranak dsszege 50 év. Ot év miilva az apa haromszor annyi idés lesz,

mint a fia. Hany év mulva lesz a fiu feleannyi idds, mint az apa?

7.8.5. Andrés ¢és Béla egyiitt 70 évesek. Andras ma kétszer annyi idds, mint Béla volt akkor,

amikor Andras Annyi idds volt, mint most Béla. Hany éves Béla?

7.8.6. Van két arany-eziist 6tvozet. Az elsében 2:3, a masodikban 3:7 a fémek aranya. Mennyit
kell venni a két 6tvozetbdl, hogy 80 kg olyan 6tvozetet kapjunk, amelyben az arany-eziist

aranya 5:117?

7.8.7. Az 6ra mutat6i 6 Orakor egy egyenesbe esnek, és ellentétes iranyba mutatnak. Mikor

kovetkezik be ez a helyzet 6 6ra utan, illetve 6 o6ra eldtt?

7.8.8. Az 6ra mutatdi 12 oérakor fedik egymast. Hany érakor fogjak legkdzelebb ismét fedni

egymast?
7.8.9. Mikor talalkozik, és mikor merdleges egymasra az o6ra két mutatoja 3 6ra utan?

7.8.10. Két vizcsapot egyszerre kinyitva % ora alatt toltenek meg egy medencét. Az altaluk

szolgaltatott vizmennyiség aranya 3:4. Mikor telik meg a medence, ha az elsé csapot 6 orakor,

a masodikat 6 6ra 25 perckor nyitjadk meg?

7.8.11. Andras és Béla sakkoznak. Andrasnak 6 masodperccel kevesebb, Bélanak 10
masodperccel tobb idére van sziiksége ahhoz, hogy sajat figurdit felallitsa a tablara, mint
amennyi id6re akkor lenne sziikség, ha az 9sszes sakkfigurat kozosen raknak fel. Mennyi 1d6

alatt rakjak fel egyediil a sajat figuraikat?
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7.8.12. Egy turaz6 o6t oran keresztiil gyalogolt. El6szor sik uton, majd hegynek fel, azutan
megfordult és ugyanazon az ton tért vissza kiindulasi pontjdhoz. Sik talajon 4, hegynek fel 3,

volgynek le 6 kilométert tett meg dranként. Mekkora utat jart be?

7.8.13. Egy motorcsonak és egy evezds csonak ugyanakkor, azonos iranyban elindul. A
motorcsonak 15 km megtétele utan visszafordul, és a visszafordulas helyétdl 9 km-re talalkozik

az evezodssel. Hatdrozzuk meg a motorcsonak sebességét, ha az evezdsé 4 km/h.

7.8.14. Egy 36 literes edény tele van alkohollal. Az edénybdl kiontiink valamennyi folyadékot
és a helyére vizet ontiink. Osszekeverés utan ismét kiontiink ugyanannyi folyadékot, mint
elészor. Az edényben 25 liter alkoholmaradt. Mennyi alkoholt dntéttiink ki eldszor és mennyit

masodszor?

7.8.15. Egy brigadd egy bizonyos munkat 15 nap alatt végezne el. Ha a brigadnak 4-gyel
kevesebb tagja lenne, és napi 2 o6raval tobbet dolgoznénak, a munka 16 napig tartana. A munkat
8 nap alatt akarjdk befejezni, ezért 4 0j tagot vesznek fel, és napi 4 oraval tobbet dolgoznak.

Hany tagu volt eredetileg a brigad, és hany orat dolgoztak volna naponta?

7.8.16. Harom cs0 egyiitt 2,5 ora alatt t61t meg egy medencét. Mennyi id6 alatt telik meg a
medence az egyes csoveken kiilon-kiilon, ha egyediil a masodik csdvon at kétszer annyi,

egyediil a harmadik cs6von 5 6rdval hosszabb 1d6 alatt telik meg, mint az els6n?

7.8.17. Egy munka elvégzéséhez harom gépet hasznaltak. Ezt a munkat az els6 €s a masodik
gép egyiitt 7,2 nap alatt, az elsd és a harmadik gép egylitt 9 nap alatt, a masodik és harmadik
gép pedig 12 nap alatt végezné el. Hany nap alatt végeznék el a gépek a munkat kiilon-kiilon?
Miutén a gépek 3 napig dolgoztak a munkan, a masodik gépet mashova vittek. Hany napig

kellett még dolgoznia az elsd és a harmadik gépnek a hatralévé munkan?

7.8.18. Egy személyvonatot 6 percig feltartoztattdk. Hogy a késést behozza, egy 20 km-es

szakaszon az eredeti sebességét 10 km/h-val megndvelte. Mekkora volt az eredeti sebessége?

7.8.19. Egy 50 méter hosszl katonai menetoszlop végérdl az elejére szalad egy futar, majd
azonnal visszatér az oszlop végére. Kozben az oszlop 120 méter utat tesz meg. Mekkora utat

tett meg a futar?

7.8.20. Két folyoparti varos tavolsdga 240 km. Ezt az utat a hajé oda-vissza 25 ora alatt teszi

meg. Mekkora sebességgel haladna ez a hajo all6 vizben, ha a folyo 4 km/h sebességgel folyik?
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7.9. Vegyes feladatok
Elséfoku egyenletek
7.9.1. Oldjuk meg a kdvetkezd egyenletet a valos szamok halmazén.

X X 4 _
x2—4 x2-—2x x%24+2x

7.9.2. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valos szamok halmazan.

x+2 (1 1)_2x
3

x+6\2 «x

7.9.3. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valos szdmok halmazan.
S5x(x —3)2=5(x—1)3+15(x +2)(x — 2)

7.9.4. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valos szamok halmazan.

72 3+2
+
x—1 x+1

=1

7.9.5. Oldjuk meg a kdvetkezd egyenletet a valos szamok halmazén.

9x—5_|_12x+1_9—108x+36x2
3x+1 2—-6x  4(9x2—1)

Masodfoku egyenletek
7.9.6. Oldjuk meg a kdvetkezd egyenletet a valos szamok halmazén.

2 1 _2x—1
x2—x+1 x+4+1 x3+41

7.9.7. Oldjuk meg a kdvetkezd egyenletet a valos szamok halmazan.

9x? —18x  6x 3+x 6(3x—3)

+ —_ =
x? -9 3+x 3-—x x?—9
7.9.8. Egyszertsitsiik a kovetkez6 tortet.
x%—9x + 14

2x2 —2x —4
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7.9.9. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valos szamok halmazan.
(2 +x+3)(x*+x+1)=15
7.9.10. Oldjuk meg a kdvetkezd egyenletet a valdés szdmok halmazan.

3

———— —2x> -6 5=0

Z+3x—3 T
Paraméteres egyenlet

7.9.11. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet, ahol a # 0,a # —x,a # —2x!

1 1
—+ + —
a a+x a+2x

7.9.12. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet, ahol x # +b!

2x x b?
x+b b—x 4(x%—b2)

7.9.13. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet, ahol a # x!

2a b? — a?

1— =
x—a a?®+x?—-2ax

7.9.14. Oldjuk meg a kovetkez0 egyenletet, ahol b # 0,c # 0,a # 2b!

x? _a-b +x
ab —2b%2  ac?—2bc?  bc

7.9.15. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletet, ahol x # +a!

X N 2x 5a?
x+a x—a 4(x%-a?

7.9.16. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szamok halmazan, ha a valds paraméter!

2(a—1)—4ax_(1—3a)x+ 1-a
a? -1 T a’?—a at+a
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7.9.17. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a raciondlis szamok halmazéan, ha az a paraméter

pozitiv egész szam!

1
2a

N

I
+ |2i-
Qe

|

1
2a

X
Rl

7.9.18. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a racionalis szdmok halmazén, ha az a paraméter

pozitiv egész szam!

1_1 x
a_ x a —0
LG

7.9.19. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a racionalis szamok halmazan, ha az a paraméter

pozitiv egész szam!

' 3

(x+8a x + 12a>

<x+4a 4a—x> 2
x—8a x—12a

x — 8a * x—12a) ~
7.9.20. Oldjuk meg a kdvetkez6 egyenletet az egész szamok halmazan, ahol a egész paraméter!
x(a+4)+alx+2)=2
Abszolutértékes egyenlet
7.9.21. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a racionalis szamok halmazan.
I3-2Ix||=12—-x|-3
7.9.22. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a racionalis szamok halmazan.
||||x| —2| -1 —2| =2
7.9.23. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a racionalis szdmok halmazan.

[13x — 1] = [2x + 1]| =1

7.9.24. A p valos paraméter mely értékeire lesz kettdnél tobb gyoke a valos szamok halmazan

a kovetkez6 egyenletnek?
12x + 3|+ |2x — 3| =px + 6
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7.9.25.

7.9.26.

7.9.27.

7.9.28.

7.9.29.

7.9.30.

7.9.31.

7.9.32.

Irracionalis egyenlet

Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szamok halmazan!

x=a—\/a2—x\/x2+a2
Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szamok halmazan!

Vi+a32x2—xa ! 1

Vitain +xat 4

Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szamok halmazan!

\/1+a2x2—ax_ 1

\/1+azxz+ax_c2

Oldjuk meg a kovetkezo egyenletet a valos szdmok halmazan!

x+c+\/x2—c2_9(x+c)
x+c—Vx2—c? 8c

Oldjuk meg a kdvetkezo egyenletet a valos szdmok halmazan!

(a—x)\/a—x+(x—b)\/x—b_

a—>b
Va—x++Vx—b

Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szamok halmazan!

Yx+2Yx2=3
Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szamok halmazan!
23/x2 —33¥x =20
Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szamok halmazan!

x-Vx—1 W—1_4
VaZ-1  Yx+1
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Elséfoku egyenlétlenség

7.9.33. Oldjuk meg a kdvetkezo egyenl6tlenséget az egész szamok halmazan.

2 8
|x — 13| > 9
7.9.34. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenldtlenséget a valds szamok halmazan.
lx —1|+|x+2|—-|x—-3|>4
7.9.35. Oldjuk meg a kdvetkezo egyenl6tlenséget a valos szamok halmazan.

[12x — 1| = 3| > 2

7.9.36. Oldjuk meg a kovetkezd egyenldtlenséget az egész szamok halmazan.

==l >
x—151 " 9
7.9.37. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenldtlenséget a valds szamok halmazan.

2x 1

>1
|x—3|—5+x+2_

Masodfoku egyenldtlenség
7.9.38. Oldjuk meg a kovetkezd egyenlStlenséget a valos szamok halmazan.
|x? —4x| <5

7.9.39. Oldjuk meg a kdvetkezd egyenlStlenséget a valds szamok halmazan, ahol p pozitiv valds

paraméter.
(p+x)2x+p)+ (x—p)p—2x) > (p +2x)* - p
7.9.40. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenldtlenséget a valds szamok halmazan.

2x—17>x—5
x—5 x+ 2

7.9.41. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenldtlenséget a valds szamok halmazan.

(x—1D(x-3)

CEDICED
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7.9.42. Oldjuk meg a kdvetkezd egyenl6tlenséget a valos szamok halmazan.

x2+2x—3>
x2—2x+8

Elsofoku egyenletrendszer
7.9.43. Oldjuk meg az egyenletrendszert a valos szamok halmazan!

x—2y+3z—u=5
y—2z+3u—x=0
z—2u+3x—-y=0
u—2x+3y—z=5

7.9.44. Oldjuk meg az egyenletrendszert a valos szamok halmazan!

(6x—2y—3z=25
3y+z—-2v=20
4x — 3y —2u =13

L x—2v+u=4

2y +v =17

7.9.45. Oldjuk meg az egyenletrendszert a valds szamok halmazén!

Xy +3x, +x3—5x4, =5
2%y +3x3 — x4 = 12
X3 —4x, =—1
X, =1

7.9.46. Oldjuk meg az egyenletrendszert a valos szamok halmazan a Gauss modszerrel!

X1+ Xy +x3+x, =05
X1+ 2x, —x3 +4x, = =2
2x1 — 3Xxy — X3 — 5x, = =2
31 + x5 +2x3+11x, =0

7.9.47. Oldjuk meg az egyenletrendszert a valos szamok halmazan a Gauss modszerrel!
Xy — 2%, +3x3+x4, =5
4‘x1 - 7x2 + 13x3 + 12.X4_ =22

2x1 - 3x2 + 6x3 + 7x4 =10
3x1 - 6x2 + 1OX3 + 6X4 =18
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7.9.48. Oldjuk meg az egyenletrendszert a valds szamok halmazan a Gauss modszerrel!

(le+3xZ+X3+x4:8
4x1—X2—6X3+2x4=1

|5x1—3x2+X3—§x4=2
kxl_zxZ_X3_3x4}=18

Masodfoku egyenletrendszer

7.9.49. Oldjuk meg az egyenletrendszert a valds szdmok halmazan!

{x(x—Zy)+\/x2—2xy+5 =1

x—4y=-3

7.9.50. Oldjuk meg az egyenletrendszert a valds szamok halmazan, ahol x # 0,y # 0!

x+ =-2
2y Y=
y
Z_Jy=—
o y

7.9.51. Oldjuk meg a kdvetkezd egyenletrendszert, ha annak csak egy valds szampar megoldasa

van!

{4x+\/y2—4x+ =y2—4

x+y=2a-1

7.9.52. Oldjuk meg az egyenletrendszert a valos szamok halmazan, ahol x # 0,y # 0!

4 +1

{—+y—=4

X 3
x+3

=2

o

7.9.53. Oldjuk meg az egyenletrendszert a valos szamok halmazan!

{2x2+y+ 2x2 4y =72

2x% —y —/2x2 —y =30
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Szoveges feladatok
7.9.54. Mekkora szoget zar be az ora kis-és nagymutatdja 9 ora 20 perckor?
7.9.55. Milyen idOpontokban fedi egymast az ora kis-€s nagymutatodja?

7.9.56. Egy vizsgan 20 kérdésre kell valaszolni. Az értékelésnél minden jo valasz 5 pontot ér,
minden rossz valasz esetén 2 pontot levonnak. Ha nem valaszol a vizsgaz6 a kérdésre, akkor

arra 0 pontot kap. Az egyik vizsgazé 48 pontot kapott. Mennyi jo valaszt adott a kérdésekre?

7.9.57. Tobb testvér osztozik az 6rokségen. A végrendelet szerint A kap 20000 Ft-t és a maradék
tized részét, B kap 40000 Ft-t és a maradék tized részét, és igy tovabb. Az osztozkodas utan
kidertilt, hogy a testvérek mindegyike egyenld Osszeget kapott. Hanyan voltak a testvérek?

Mennyi pénzt kaptak fejenként? Mennyi volt az 6rokség?

7.9.58. Két gyalogos egyszerre indul A-bol B-be. Az els6, aki oranként 2 km-rel tobbet tesz

meg, éppen egy Ordval hamarabb ér céljadhoz. Hany kilométert tesznek meg o6ranként, ha
B 24 km-re van A-t61?

7.9.59. Az A vérosbol reggel 5 orakor tehervonat indul B varosba, amely A-t6l 1080 km
tavolsagra van. 8 orakor B-bdl gyorsvonat indul A-ba. A gyorsvonat sebessége 15 km/h-val

nagyobb, mint a tehervonaté. Féluton talalkoznak. Hany 6rakor torténik ez?

7.9.60. Egy 120 m hosszu korpalyan két korcsolyazé azonos iranyban halad, és 20 percenként
talalkoznak. Az egyik korcsolyazé a kort 1 perccel hamarabb futja le, mint a masik. Mennyi a

két sportold sebessége?

7.9.61. Az A és B kerékparosok a C, illetve D véarosbol indultak el egymdssal szemben. Amikor
talalkoztak, kideriilt, hogy A 6 km-rel tobbet tett meg, mint B. Ha mindketten ugyanazzal a
sebességgel folytatjak tovabb az utjukat, akkor A a D varosba 4,5 oraval, B a C varosba 8§ oraval

a talalkozas utan fog megérkezni. Milyen tdvol van C és D véros?
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8. Exponencialis és logaritmus egyenletek, egyenlétlenségek,

egyenletrendszerek

8.1. Exponencialis egyenletek, egyenlétlenségek

Oldjuk meg a kovetkezo egyenleteket a valos szamok halmazan!

8.1.1.
x3 —x% —2x B
9x —81
8.1.2.
3¥-1.5% 3 =54
8.1.3.
2[gx+1 = (3-27%)x+1
8.1.4.
\VOx —8.3x = 3x+1 _ 24
8.1.5.
3-2x—1+2-2x—1_5
2x+1_1 " 3.2¢—1 2
8.1.6.
4% — 3.2% 4 16 =6
22X —3.2% 4 4
8.1.7.
3x 33+\/x—2
3Vx—2 - 3x =6
8.1.8.

3-16*+2-81* =5-36*%
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8.1.9.

2% 4 /2%¥+2.5x = 3 .5%X

8.1.10.
4x _ 4\/§+1 — 3 . 2x+\/§
8.1.11.
32X —\9¥+1-2-3¥=7
8.1.12.
V4% — 23X £ 16 + /4 X +23% + 16 = 8
8.1.13.
7 - 3x+1 — 5x+2 — 3x+4 — 5x+3
8.1.14.
V2 —x
0,125 42*73 = <—)
8
8.1.15.
05%° . 2x+2 — gg-1
8.1.16.
X+5 x+17
32x-7 = 0,25 12873
8.1.17.
P
2. (2ﬁ+3)mlﬁ_l =4
8.1.18.

3-781-10-Y9+3=0
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8.1.19.
32 -3 42-3" =4 - 241+ 84772
8.1.20.
4% - 377 = 3547 _ g2t

Oldjuk meg a kovetkezo egyenl6tlenségeket a valos szamok halmazan!

8.1.21.
84+7:2—4*>0
8.1.22.
4—x
1\x+5 1
— <
6" =
8.1.23.
x=1
1\x+3 g
(z) >
8.1.24.
27 S ox
3lx—4 = 9
8.1.25.
3*—-9 <0
2 -1
8.1.26.
x=2
32x2+2x—12 > (1)“3
—\9
8.1.27.

Vv3*+55>1-3*
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8.1.28.
x2—x+1*2>1

8.1.29.

1
—4 X2-7x+4 5
(x—4) =X2_8x+16

8.2. Logaritmus egyenletek, egyenldtlenségek

Oldjuk meg a valos szamok halmazéan a kovetkezo egyenleteket!

8.2.1.
X
(10g4 4‘x)2 — lOg4Z =8
8.2.2.
logyi1(x? +x —6)% =4
8.2.3.
2logg(2x) + logg(x? +1—2x) ==
8.2.4.
8(log4 \/E)Z —5log,16x+12=0
8.2.5.
log1 (x—3) 13 1084(x? +5x+12)
6 5 = <_)
2
8.2.6.
4(logys1(x* = 1))? = 9log, 44 (x — 1)°
8.2.7.

logg, 64 + 3log,, 8 =11
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8.2.8.

8.2.9.

8.2.10.

8.2.11.

8.2.12.

8.2.13.

8.2.14.

8.2.15.

8.2.16.

8.2.17.

logsy 81 + log(,3)9 = g
log, (log, x) + log,(log, x) = 2
log, (x*) —logxy x = g
X108 % = 27+/x

log, x X
x ezt = —

2

X
3 x—3+10g2(2x2) -

4

logz x

6(3'083%) "5 = (x2)lo8s¥ — 6075

1
loga{2 - logs[1 +log, (1 + 3 -log; )1} = 5

log, ¥ + loga(y +5) + log, 0,02 = 0

logie x +log, x +log, x =7
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8.2.18.

8.2.19.

8.2.20.

8.2.21.

8.2.22.

8.2.23.

8.2.24.

8.2.25.

8.2.26.

8.2.27.

3
log, x —log,2 x +log,+ x = 1

1
3-logy2x+=-logx x =2
2 v

log,(x+12)-log, 2 =1
log,(5x?) - (logs x)* = 1
1+ log2x —log(1—3x) =0

6 -log, 2 +log, x = log, 32

1
3 logx+2-log\/;=2

1
vx—1

AN

log, Vx —log
2

2+ (log2 — 1) +log(5¥* + 1) = log(5'"V* + 5)

log(x + \/§) = - log(x — \/§)
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Oldjuk meg a kovetkezd egyenlotlenségeket a valos szamok halmazan!

8.2.28.

8.2.29.

8.2.30.

8.2.31.

8.2.32.

8.2.33.

8.2.34.

8.2.35.

8.2.36.

logy,(2x —1) > -1

logi(6x +18) > —4
2

Vx? —=3x-logo,(x+2) <0

logi(x +1) +logi(x —1) = log13x + 1
2 2 2

log13x +logi(x —1) 2 logi(x +1) -1
2 2 2

08, 2
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8.2.37.

log,,1(2x? —3x+1) <2
8.2.38.

log, (5x —2x2 —-2) < 1
8.3. Egyenletrendszerek
8.3.1. Oldjuk meg a pozitiv valds szdmparok halmazan a kovetkezd egyenletrendszert:

{ log, (xy®) =1
log,(x%y) = —3

Oldjuk meg a valos szamparok halmazan a kovetkezd egyenletrendszereket:
8.3.2.

=3.9
8.3.3.
X y
{ 971.9y —27-27x =0
log(x —2) —log(2—y) =0
8.3.4.
Xy Xy
{2 2 —2 4 =2
logs(2y —x) =0
8.3.5.

{ log,(2x +y) — log,(x — 1,5y) = 2

logs(x +y) +logs(x —y) =2 + log;5
8.3.6.

x2 — x + 710g40(x*~y+3) — g
log,2y +log,zx =1
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8.3.7.

8.3.8.

8.3.9.

8.3.10.

8.3.11.

8.3.12.

8.3.13.

8.3.14.

{xlogz Y4 ylogz\/? =6
log,(xy) =3

X2 2
log, — — log, — =
08> v 08> o 3

logx y
x1°82y ¥ 973" =39

{(logx(xy) + log,, (xziyz> =0

k xlogsy — i
81

{loga x+log,y =2
log, x —log, y = 4

{ log(x? + y?) — 1 =1log13
log(x + y) —log(x —y) = 3log2

{logxy(x -y)=1
logxy(x +y)=0

X
log, (1 +;) =2—log,y

log, x +log,y =4

{logax+logay+loga4 =2+log,9
x+y—5a=0
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8.3.15.

8.3.16.

8.3.17.

8.3.18.

8.3.19.

8.3.20.

8.3.21.

8.3.22.

{ logx +logy =loga
2(logx —logy) =logh

3
log, x +log,2y = 3
3
log,zx +log,y = >
3
log, x +log,zy = 3
log,2x —log,zy =0

logg,x —log1y =2
a
logix +log,y =1
a

{82x+1 =32 24y—1

5.5X7Y = /252y+1

{ x+y=2V3

(x+y)-2Y*=3

{y4x=32-W

V3% =3 fo1y

{ 5-2%7Y*t2 _12.2%tY =37
12:2%7Y —10-2*v*1 =19
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8.4. Vegyes feladatok

Oldjuk meg a valos szamok halmazéan a kovetkezo egyenleteket!

8.4.1.
X 1
log,(12-2¥ 4+ 1) = logy =
8.4.2.
1 1
logs (Sx + 125) =1+ —+1logs6
2x
8.4.3.
| 4x® —dx + 1| | x
082 B2 a1
8.4.4.
x2 -loge+/5x2 — 2x — 3 — x - log1(5x% — 2x — 3) = x* + 2x
6
8.4.5.
10831 4 2. (x — 1)1083% = 3x2
8.4.6.
371 4+ 3% = 1 — cos(mx)
8.4.7.

log,(2x? + 18) —log,(6x) = 6x — x> — 8

8.4.8. A p valos paraméter mely értékeire valosak és kiilonbozéek a kdvetkezd egyenlet

megoldasai:

x2—px+B-3

G -

8.4.9. Milyen x, y valds szamparokra teljesiil az alabbi egyenlet

2%V 4 36X — 6 = /2Y+1-3% —9x _ 22y
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8.4.10. Milyen m paraméter érték esetén lesz pontosan egy megoldasa a kovetkezd

egyenletnek?

4:-9% + m?2 =4m-3*¥+ 16

8.4.11. Milyen p paraméter esetén van megoldasa az alabbi egyenletnek?

4sinx_(p+3)_25inx_p_4:0

Oldjuk meg a valos szamok halmazéan a kovetkez6 egyenletrendszereket!

8.4.12.
{ 3*-2Y =576
log z(y —x) =4
8.4.13.
x% 4+ xy +y? = a?
a
logxz Va + logy@\/g =75
8.4.14.
{log4 x—log,y=0
x2—5y2+4=0
8.4.15.
Wex - |V2v =3/128
log(x + y) = log40 — log(x — y)
8.4.16.
{9-1-y\/9_x—27-"\/27Y=0
log(x —1) —log(1—y) =0
8.4.17.

1 1
Elogx +Elogy —log(4—Vx) =0

(zsﬁ)ﬁ ~ 1255 =0
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8.4.18.

{ 27+ = 8
logx +logy =1+ log?2

Oldjuk meg a valds szamok halmazén a kovetkezd egyenleteket!

8.4.19.

8.4.20.

8.4.21.

8.4.22.

8.4.23.

8.4.24.

8.4.25.

8.4.26.

logx+7
x 4 — 1Ologx+1

1
1og(Z-2W—1)—1=10g( 2V¥2 4 2) — 2log2

2(log2 — 1) +log(5¥* + 1) = log(5'V* + 5)
glogx _ glogx—1 _ 3logx+1 _ clogx—1
xZ-(logx)3—%-logx _ \/1—0
log (64 - /2" ~#0x) = 0
log,(9 —2*) =3 —x

log2 +1log(4* 2 +9) =1+1log(2* 2+ 1)
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8.4.27.

1 x
2-10g2+(1+ﬂ)-log3—log(\/§+27) =0

8.4.28.
1
log(3V4x+1 — 24-Vax+l) _ 7 = 7 log16— Jx +0,25 - log4
8.4.29.
% 3+logx
(5) = 30000
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9. Fiiggvények

9.1. Elemi fiiggvények

9.1.1 Olvassuk le a grafikonokrol a kdvetkezo fiiggvények hozzarendelési szabalyat.

9.1.2 Abréazoljuk a kovetkezd linearis fliggvényeket.

Lf(x)=2x—1)B+x)—-2(x+1D(x—-1)

5x3+10
2. f(x) = xxz-:-zx
3.f(x) = 6x5_2 +3x—4

9.1.3 Abréazoljuk a kovetkezd linearis fliggvényeket.

_(x—=5hax=2
1'f(x)_{B—Zx,hax<2

%x,hax>6
2. f(x) =<2,ha —6<x<6
—%x,hax<—6

3—2x,hax <0
3. f(x) ={ 3,ha 0 < x4
11— 2x,hax = 4
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9.1.4 Olvassuk le a grafikonokrdl a kovetkezo fiiggvények hozzarendelési szabalyat.

9.1.5 Abréazoljuk a kovetkez abszolutértékes fiiggvényeket.
L) =1x2—4|-2 2.f(x)=|[l11—=x2 -2 3.f(x)=|Ix*>—6x+9| -4
9.1.6 Abréazoljuk a kovetkezd abszolutértékes fiiggvényeket.

Lf(x)=2x+2x] 2.f(x)=x|x|—1 3.f(x) =x? — x|x| 4.f(x)=|j§—|

9.1.7 Abréazoljuk a kovetkezd abszolutértékes fiiggvényeket.
L) =|x|+|x+4 2.f(x)=|x+1|—|x—3|
3 f(x)=—|x+2|—|x+3| 4.f(x)=[2x—-1|+|4—3x]|

9.1.8 Abréazoljuk a kovetkezd abszolutértékes fiiggvényeket.

1f(x) = |||x| —3| - 1| 2. f(x) = ||||3x+2| —2|+ 1| —4|
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9.1.9 Olvassuk le a grafikonokrél a kdvetkezo fiiggvények hozzarendelési szabalyat.

9.1.10 Abrazoljuk a kdvetkezé masodfoku fiiggvényeket.

Lf(x)=x*—-6x+8 2.f(x)=x*—x—-6 3.f(x)=(x-3)1-2x)
9.1.11 Abrazoljuk a kovetkezé masodfoku fiiggvényeket.

Lf(x)=—x?43x—2 2.f(x)=2x—-5B—-x) 3.f(x) =x(4—-3x)
9.1.12 Abrazoljuk a kovetkezd masodfoku fiiggvényeket.

x2 —2x,hax <2
L f(0) ={(x—2)(4—x),hax>2

x2 -3, hax <0
2. f(x) = 0,hax =0
3—x%hax>0

x?>—2,halx|>1
1—2x%halx| <1

3. ) = |
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9.1.13 Olvassuk le a grafikonokrol a kovetkezo fliggvények hozzarendelési szabalyat.

9.1.14 Abrazoljuk a kovetkezd linearis tortfiggvényeket.

2x + 7 2 7x — x*
1.f(x) ~ 13 fe=c—+ 3. f) = —3
9.1.15 Abrazoljuk a kovetkezd linearis tortfiiggvényeket.
3x? 6x% — 18x

1.f(x)=3+x%2 2. f(x) = -3 3. f(x) =

x2 — 2x x3 —5x2 + 6x
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9.2. Irracionalis és magasabb foku fiiggvények

9.2.1 Olvassuk le a grafikonokrodl a kovetkezo fliggvények hozzarendelési szabalyat.

9.2.2 Olvassuk le a grafikonokrol a kdvetkezo fiiggvények hozzarendelési szabalyat.
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9.2.3 Abréazoljuk a kovetkezd irracionélis fiiggvényeket.

1.f(x)=%\/x+3+2 2.f(x) =—V4—x+3

3.f(x) = —2Vx+5-3 4.f(x) =%x/ﬂ+4
9.2.4 Abréazoljuk a kovetkezd irracionalis fiiggvényeket.
L) =Vx—3+4+2 2.f(x)=Vx+4—-4
3.f(x)=—Vx+4—-3 4.f(x)=—-Vx—3+3
9.2.5 Abréazoljuk a kovetkezd hatvany fiiggvényeket.
Lf(x)=—x3+3 2.f(x)=x*—-16

3.f(x)=(x+3)2-3 4f(x)=kx—-4)*—-4
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9.3. Exponencialis és logaritmus fiiggvények

9.3.1 Olvassuk le a grafikonokroél a kovetkezo fliggvények hozzarendelési szabalyat.

9.3.2 Olvassuk le a grafikonokrol a kdvetkezd fiiggvények hozzarendelési szabalyat.

3
\
s | was Tan ey I
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9.3.3 Abrazoljuk a kovetkezd exponencialis fliggvényeket.

4* — 4
fl)=3"1+3 flo) =
2% 4+ 2
9.3.4 Abréazoljuk a kovetkezd exponencialis fiiggvényeket.
flx) =21 +1 f=0@3)""-3
9.3.5 Abréazoljuk a kovetkezd exponencialis fiiggvényeket.
fl) =127+ 2| fx)=2-37%+1
9.3.6 Abréazoljuk a kovetkezd exponencialis fiiggvényeket.
1 x—1
f@=2 -4 fw=(5) -3

9.3.7 Olvassuk le a grafikonokrol a kdvetkezd fiiggvények hozzarendelési szabalyat.
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9.3.8 Olvassuk le a grafikonokrol a kdvetkezo fliggvények hozzarendelési szabalyat.

9.3.9 Abréazoljuk a kovetkezd logaritmus fiiggvényeket.

1
f(x) = log, =~ 3 f@) =logilx ~ 2]
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9.3.10 Abrazoljuk a kovetkezd logaritmus fiiggvényeket.
f(x) = ‘logl(x+3)‘ f(x) =3 logz(x + 3)
2
9.3.11 Abrazoljuk a kovetkezd logaritmus fiiggvényeket.
1 1
FG) = 2+ logy (2x — 4) F) =3+ logs (5%) - 2

9.3.12 Abrazoljuk a kovetkezd logaritmus fiiggvényeket.

1 1
f(x) =2-log,(x+2)—2 f(x)=§-log%<—5x>

9.4. Trigonometrikus fiiggvények

9.4.1 Olvassuk le a grafikonokrol a kdvetkezd fiiggvények hozzarendelési szabalyat.
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9.4.2 Olvassuk le a grafikonokrol a kdvetkez6 fiiggvények hozzarendelési szabalyat.

5
"
3
j J ) 2
i
5wl T -ami2 T -mi2
o

w2 EE T w2 " 2
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9.4.3 Abréazoljuk a kovetkezd trigonometrikus fliggvényeket.

1. f(x)=—2-sin(x—%) 2. f(x)=%-sinx—2

9.4.4 Abréazoljuk a kovetkezd trigonometrikus fliggvényeket.

1. f(x)=—sin(x—%>+1 2. f(x)Z%'Sin<%x>+%

9.4.5 Abréazoljuk a kovetkezd trigonometrikus fliggvényeket.

1. f(x)=%-cos(x—%) 2. f(x)=-2-cosx—1

9.4.6 Abréazoljuk a kovetkezd trigonometrikus fiiggvényeket.

1. f(x)=—%-cos(x+g) 2. f(x)=2-cos(x—%)—1
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9.4.7 Abrazoljuk a kovetkezd trigonometrikus fiiggvényeket.

fx)=2-tgx—2 f(x)=tg(x+%)—2

9.4.8 Abrazoljuk a kovetkezd trigonometrikus fiiggvényeket.

1
f(x) =tg(2x) +1 f(x)=—§tg(x+g)

9.4.9 Abréazoljuk a kovetkezd trigonometrikus fliggvényeket.
I
f(x) =ctg(2x) —2 f(x) =2-ctg (x—Z)
9.4.10 Abrazoljuk a kovetkezd trigonometrikus fiiggvényeket.
_ 1 5 1 5 s
f(x)——ctg(zx)+ f(x)—i ctg( x—§)
9.4.11 Abrazoljuk a kovetkezd trigonometrikus fiiggvényeket.

f(x) =sinx + cosx f(x) =sinx —cosx

9.4.12 Abrazoljuk a kovetkezd trigonometrikus fiiggvényeket.
71'
f(x)=sinx+sin(x—z) f(x) =+3-cosx —sinx

9.4.13 Abrazoljuk a kovetkezd trigonometrikus fiiggvényeket.

V3 1
f(x)=7-sinx+§cosx f(x) =sinx +V3-cosx
9.4.14 Milyen pontokban metszik egymast a kovetkez6 fiiggvények?

1. f(x) = cos(3x) g<x>=sin(x+%)

s
2. f(x)=3-sinx g(x) = sin (5— x)
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9.5. Osszetett és inverz fiiggvények

9.5.1 Irjuk fel az fog osszetett fiiggvények hozzarendelési szabalyat.
1.f(x)=x% gkx)=3x—4

2. f(x) =+x, g(x)=sinx

3. f(x)=logyx, gkx)=|x|—x

4. f(x) =sinx, gx)= g—x

5.f(x)=x?>+2x, glx)=x-2

9.5.2 Irjuk fel az fog és a gof Osszetett fiiggvények hozzarendelési szabalyat.
Lf@=Vx g()=;

2.f(x)=x?2+5 gkx)=2x—-1

3f(x)=2-3x, glx)=x%*—-4

4.fx) ==, gx)=1-2x

x2’
9.5.3 frjuk fel az fof Gsszetett fliggvények hozzarendelési szabalyat.
1. f(x) =2+ 5x 2. f(x) =x*-3 3. f(x) = (x — 3)?

4fx)=Vi—-x? 5 f(x)=—=  6.f(x)=Vx

9.5.4 Abrazoljuk az alabbi fiiggvényeket és az inverziiket ugyanabban a koordinita

rendszerben.
1L.f(x)=x+3 2. f(x) =+/x, aholx >0 3. f(x) =x%? —4x, aholx > 2
4.f(x)=32—c, ahol x # 0 5. f(x) =Vx—2

9.5.5 Abrazoljuk az aldbbi fiiggvényeket és az inverziiket ugyanabban a koordinata

rendszerben.

X
1.f(x)=(%) 2. f(x) =logzx,aholx >0 3.f(x)=i—ti,aholx¢1
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4.f(x)=xxj,aholx¢1 5.f(x) =3Vx+4

9.5.6 Adjunk meg néhany olyan fliggvényt, amelyik azonos az inverzével. Mi jellemzi az ilyen

fliggvények grafikonjat?

9.6. Egyenletek, egyenldtlenségek grafikus megoldasa

Oldjuk meg a kovetkezo egyenleteket grafikus modszerrel a valds szamok halmazan.

9.6.1
x+4_x+2
3 5
9.6.2
2x_5—x
4 3
9.6.3
3—x_x+4
2 5
9.6.4
x| +x =1+ 2x
9.6.5
x| _8x—1
x| —x = 2
9.6.6
x—1-3="2
x 3
9.6.7
3—x=|x—3|
9.6.8

|x +4]=5—|x—1]
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9.6.9

9.6.10

9.6.11

9.6.12

9.6.13

9.6.14

9.6.15

9.6.16

9.6.17

9.6.18

4—3+1
7= 3%

x*4x?=1-2x

X2 —4x=x—-6

|x? —6x+5/=x—1

X>4+x—-7=6x*>+x+4

12x = 5x2 =5(x+2)(2 —x)

2*t* + 11 = 15(x + 3)
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9.6.19

2%t2 = —4x? +3x+ 9

9.6.20
log,lx| = |x| -1
9.6.21
4logsx =x?—2x+1
9.6.22
V10— x = x — 10
9.6.23
V10 —2x —x = -1
9.6.24
x—Vx+1=5
9.6.25
Vx—Vx—-3=1

Oldjuk meg a kovetkezd egyenl6tlenségeket grafikus modszerrel a valos szdmok halmazan.

9.6.26
(x+4)2<3—x
9.6.27
3x —
=>2x+3
9.6.28
2x+3 8—x
<
3 - 2
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9.6.29

9.6.30

9.6.31

9.6.32

9.6.33

9.6.34

9.6.35

9.6.36

9.6.37

9.6.38

X
3(x—1)>4—§

x+1

x| —x > —

x| +x<1-3x

lx —1] —3>2—|x|
e <x-a
3% X

lx + 3| <4+ |x+ 2|

<4
x+3

x—1

X — 2

x+3
x+1

1—2x>x—2
3x+4 2
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9.6.39

9.6.40

9.6.41

9.6.42

9.6.43

9.6.44

9.6.45

9.6.46

9.6.47

9.6.48

x?<|x|+3

2x2 4+ 3x—-5<—x*+2x—-9

2x — 1 <1
x2+3x—4 2

x+2)(x—1D(x-3)>0

2%t <5 —x

X

1
(5) F2<44|x+1]

logs|x| < |x|] -1

log,x > |x+1|+1
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9.6.49

Vx+6>x+6

9.6.50

Vx—24+x>4

9.6.51

Vx2+4x+4<x+6

9.7. Fiiggvények jellemzése
9.7.1 Adjuk meg a kdvetkezd fliggvények értelmezési tartomanyat.

+ 3 2. Fx) = 5x 3. F(x) = X
2 'fx_x2—6x 'fx_x3—4x2+3x

X
L) =1

9.7.2 Adjuk meg a kdvetkezo fliggvények értelmezési tartomanyat.

1 — x2

5
2. f() =g 3. f(x) =

x
x—5

L f(x) =

x2—9

9.7.3 Adjuk meg a kovetkezd fliggvények értelmezési tartomanyat.

l 1 i >
L /@) =% 2 f0) = lga =D 3. f(o) = LD

X

9.7.4 Adjuk meg a kdvetkezo fliggvények értelmezési tartomanyat.

1. f(x) = l;(65—1:19t)2 2. f(x) =4/lg(sinx) 3. f(x) =/1+tgx

9.7.5 Adjuk meg a kovetkezd fliggvények értelmezési tartomanyat.

1 Y 3
1. f(x) = /tgx +ctgx 2. f(x) = ’m 3. f(x)=1g s);n-l_x
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9.7.6 Adjuk meg a kovetkez6 fliggvények értékkészletét.

sinx — 8 _
1. f(x) =— 2. f(x) =lg(sinx),ahol0<x <m

9.7.7 Adjuk meg a kdvetkezo fliggvények monotonitdsat.
1. f(x) =x*—4x+3 2. f(x)=—x?>—2x+3
9.7.8 Adjuk meg a kdvetkezo fliggvények monotonitdsat.

2|x| — 4
|x| — 3

1. f(x)=-2]2x+6] 2. f(x)= %| 3. f(x) =
9.7.9 Dontsiik el az alabbi allitasokrol, hogy igaz vagy hamis.
1. Van olyan fiiggvény, amelyik paros €s paratlan is.
2. Van olyan péros és paratlan fliggvény is, amelyik a 0 helyen nincs értelmezve.
3. Csak egyetlen olyan fiiggvény van, amelyik paros is és paratlan is.
4. Ha egy péros fliggvény gorbéje szimmetrikus az x tengelyre, akkor a fliggvény paratlan is.

5. Ha egy polinom fliggvényben csak paros kitevdjli tagok vannak, akkor a fliggvény paros.

6. Ha egy polinom fiiggvényben csak paratlan kitevdjii tagok vannak, akkor a filiggvény

paratlan.
7. Ha egy paratlan fiiggvény az x = 0 helyen értelmezett, akkor f(0) = 0 lehet csak.
9.7.10 Allapitsuk meg a kovetkez6 fiiggvények paritasat.
1. fx)=3 2. f(x)=2x 3. f(x)=x+3
4. f(x)=1|x| =3 5 f(x)=|x+3| 6. f(x)=x*+3

9.7.11 Allapitsuk meg a kovetkezd fiiggvények paritasat.

1 fx)=—-x2-2 2. f(x)=—z 3. f(x) =+/x2 =2

4. f(x) =x3 5. f(x) :2x+1 6. f(x) =yx2—4x +4

x—1
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9.7.12 Allapitsuk meg a kovetkez6 fiiggvények paritasat.

Lf)=2x°+3x* —x?+5 2. f(x) =3x°+4x° —2x+7 3. f(0) =5

x%+3 1 1 1 1
2

— 5. f(x) = +—— 6. f(x) =

4 00 = x+1 x-—1

x+1 x-—1

X

9.7.13 Allapitsuk meg a kovetkez6 fiiggvények paritasat.
1. f(x) =x+sinx 2. f(x) =x-sinx 3. f(x) =x?-sinx
4. f(x) =x?+sinx 5. f(x) =x - (sinx)?
9.7.14 Allapitsuk meg a kovetkez6 fiiggvények paritasat.
1. f(x) =x+cosx 2. f(x)=x-cosx 3. f(x) =x?-cosx
9.7.15 Allapitsuk meg a kovetkez6 fiiggvények paritasat.

2% — 2% 2% 4 2%
1 f(x):T 2. f(x):T

9.7.16 Hatarozzuk meg a kovetkezd fliggvények periddusat.
X
1. f(x) = cos > — tgx 2. f(x) =sin2x + (cosx)? 3. f(x) =sin4x —tg2x + 1
9.7.17 Hatarozzuk meg a kovetkezo fiiggvények periddusat.

X 1
1. f(x) = (sinx)? + (cos x)? — 2 sinz 2. f(x) = cos2x +§tgx -

3. f(x) = (sin2x)? — (cos 2x)?

9.7.18 Hatarozzuk meg a kovetkezo fiiggvények periddusat.

1 f(x)=sin<§x—n)+cos<§x+n) 2. f(x)=tg<§+%)

X 2n>

3. f(x)ztg(g+?
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9.7.19 Hatarozzuk meg a kovetkezo fliggvények periodusat.

1. f(x) =lgvl—sin2x 2. f(x)=lg sin% 3. f(x) = lgtg?

9.7.20 Hatarozzuk meg a kovetkezo fliggvények periodusat.

1. f(x) = 26n0% 2 £(x) =sin5x — lgsin5x 3. f(x) = lgsinx — lg cosx

9.8. Fiiggvények hatarértéke

9.8.1 Hatarozzuk meg a kovetkezo fiiggvények hatarértékét.

L x2—x+2 o oxP—x+2 o ox?—x+2
. lim————— 2. im———— 3. lim———
x-0x%2 +x+2 x-1x2 +x+2 x>0 x2 + x + 2

9.8.2 Hatarozzuk meg a kovetkezo fiiggvények hatarértékét.

L x? —7x+10 . x?—7x+ 10 3 i x?—7x+ 10
'xl—%x2—5x+6 'x1£x2—5x+6 'xl—I>Ic>lox2—5x+6

9.8.3 Hatarozzuk meg a kovetkezd fiiggvények hatarértékét.

_ x3 —x _ x3—x _ x3—x
x>0 x* + x2 + x x-1x*+x2 +x x—ox* + x2 4+ x

9.8.4 Hatarozzuk meg a kovetkezd fiiggvények hatarértékét.

x4+ 2x?+2x+1 Cox3+2xr+2x+1 X3+ 2x?+2x+1
1. lim 2. lim 3. lim
X0 x2—1 x—>—1 x2—1 pramps x2—1

9.8.5 Hatarozzuk meg a kovetkezo fiiggvények hatarértékét.

LI x+2 5 o x+2 . ox+2
' xl—r>r(1)x2—4 ' xlrzlzxz—ﬁl- ' x—>00x2—4-

9.8.6 Hatarozzuk meg a kovetkezd fiiggvények hatarértékét.

L 3x* + 2x? . 3x* + 2x? 3 i 3x* + 2x?
. lim . lim . lim
x-0 x5 + 3x3 + 3x? x-1x5 + 3x3 + 3x? x—o0 x> 4 3x3 + 3x2

9.8.7 Hatarozzuk meg a kovetkez6 fiiggvény hatarértékét.

lim (\/xz +1- x)

X—00
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9.8.8 Hatarozzuk meg a kovetkezd fiiggvény hatarértékét.

lim (\/sz +1-— x)

X—00

9.8.9 Hatarozzuk meg a kovetkez6 fiiggvény hatarértékét.

lim( 9x2+2x—1—3x)

X—00

9.8.10 Hatarozzuk meg a kovetkezo fiiggvény hatarértékét.

V3x2 + 2 +/2x

im —;
xo0 yx3 4 x —x

9.8.11 Hatarozzuk meg a kovetkezo fliggvény hatarértékét.

VB VE—xa
m

x—0 X

9.8.12 Hat4rozzuk meg a kovetkezd fliggvény hatarértékeét.

. X
lim —
x-0+4/1 — cosx

9.8.13 Hatarozzuk meg a kovetkezd fliggvény hatarértékét.

. V5—x—-2
lim ———
2142 —x—1

9.8.14 Hatarozzuk meg a kovetkezd fliggvény hatarértékeét.

lim (\/x2+x—1—\/x2—x+1)

X—00

9.8.15 Hatarozzuk meg a kovetkezd fliggvény hatarértékeét.

lim (\/sz + 4x — \/sz — Sx)
X—00
9.8.16 Hatarozzuk meg a kovetkezo fliggvény hatarértékét.

lim ( 9x2 + 1—3x)

X—00
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A kovetkez6 feladatokban hasznaljuk fel az alabbi nevezetes hatarértéket:
X

. k k
lim <1+—) =e
X

X—>00

9.8.17 Hatarozzuk meg a kovetkezo fliggvény hatarértékét.

. (Sx + 7)"“
xow \3x + 2

9.8.18 Hatarozzuk meg a kovetkezo fliggvény hatarértékét.

o+
llm( )
x—oo \x — 1

9.8.19 Hatarozzuk meg a kovetkezo fliggvény hatarértékét.

1 X
lim (5 + —)
X—00 X
9.8.20 Hatarozzuk meg a kovetkezd fliggvény hatarértékeét.
I (1 + 1)x
xgg) 3 x
9.8.21 Hatarozzuk meg a kovetkezo fliggvény hatarértékét.
i (x — 1)"
xgg> 5x
9.8.22 Hatarozzuk meg a kdvetkezo fliggvény hatarértékét.
1
lim (1 - —)
X—00 X

9.8.23 Hatarozzuk meg a kovetkezd fliggvény hatarértékét.

R N
11m< >

X—00 X

x2

9.8.24 Hatarozzuk meg a kovetkezo fliggvény hatarértékét.

I <2x+ 5)
o \2x + 1
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9.8.25 Hatarozzuk meg a kovetkez0 fiiggvény hatarértékét.

x?
o [(x?—1\2
lim >
X—00 X

9.8.26 Hatarozzuk meg a kovetkezo fliggvény hatarértékét.

1 2x
lim (3 — —)
X—00 X
9.8.27 Hatarozzuk meg a kovetkezo fliggvény hatarértékét.
x+2

lim (2 + —)
X—00 X

A kovetkez6 feladatokban hasznaljuk fel az alabbi nevezetes hatarértéket:

. sinx
lim =
x-0 X

9.8.28 Hatarozzuk meg a kovetkezo fliggvény hatarértékét.

sin 2x

lim
x—0 X

9.8.29 Hatarozzuk meg a kovetkezd fliggvény hatarértékeét.

sin 7x

lim
x-0 3x

9.8.30 Hatarozzuk meg a kdvetkezo fliggvény hatarértékét.

sin x

im
x—0sin 5x
9.8.31 Hatarozzuk meg a kovetkezd fliggvény hatarértékét.

tgx

lim —
x—0 Sin x

9.8.32 Hatarozzuk meg a kovetkezo fliggvény hatarértékét.

lim(x - ctgx)
x—0
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9.8.33 Hatarozzuk meg a kovetkez0 fiiggvény hatarértékét.

I tg7x
x50 tg13x

9.8.34 Hatarozzuk meg a kovetkezo fiiggvény hatarértékét.

. 1—cosx
lim ———
x—0 X
9.8.35 Hatarozzuk meg a kovetkezd fliggvény hatarértékét.

. 1—cosx
lim ———
x—0 X

9.8.36 Hatarozzuk meg a kovetkezd fiiggvény hatarértékét.

. tgx —sinx
lim ——————
x-0 X

9.8.37 Hatarozzuk meg a kovetkezd fliggvény hatarértékeét.

I 1 — cos2x
xl—r>r(1) 3x?

9.9. Teljes fiiggvényvizsgalat

Végezziik el a kovetkezo fliggvények teljes vizsgalatat, majd abrazoljuk azokat!

9.9.1
_ 1
flx) =x+ o
9.9.2
1
f=1"0
9.9.3
_ 1
fe) = 1+ x2
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9.94

9.95

9.9.6

9.9.7

9.9.8

9.9.9

9.9.10

9.9.11

9.9.12

9.9.13

9.9.14

9.9.15

9.9.16

x
) =
x
f(x):1+x2
flx) =x3—9x

f(x) =—x3+3x

f(x) = x3 + 3x?

fxX)=x3+x+1

fe)=x=-2)(x+1)

f(x) = —x* + 4x?

flx) =x*—2x2+1

f(x) = x* —4x3

f(x) = 2x* — 4x?

flx) =x*—2x%2-3

f(x) =v1—x?
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9.9.17

fx)=x-Vx+3

9.9.18
fG) = e¥

9.9.19
fe) =e™

9.9.20

) =x-Inx

9.9.21
fx) = lnTx

9.9.22

f(x) =In(1 —x?)

9.10. Vegyes feladatok
9.10.1 Abrazoljuk a kovetkezd linearis fliggvényeket.

6x3+12x
x242

Lf(x)=(x—-2)3+2x)—2(x+ 1(x—2) 2. f(x) =

9.10.2 Abrazoljuk a kdvetkezd abszolutértékes fiiggvényeket.

Lf(x)=Ix2=1-4 2.fx)=|[l4—x%-2] 3.f(x)=|lx*—8x+ 16| — 4|

9.10.3 Abrazoljuk a kdvetkezd abszolutértékes fiiggvényeket.
1Lf(x) = |||2 — x| —1] - 2| —1 2.f(x)= |||5 —2x| + 3| - 1|
9.10.4 Abrazoljuk a kdvetkezé masodfoku fiiggvényeket.

1L.f(x) =—=-5x2+20x+25 2.f(x)=(xx+1DQ2-x)+4
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9.10.5 Abrazoljuk a kovetkezd fiiggvényt.

—2x+x% hax <2
fx) = 1L,hax =2
x,hax > 2

9.10.6 Abrazoljuk a kovetkez6 linearis tortfliggvényeket.

x? 43 3. FOo) = 2x?% — 6x
fx " x3 —5x2 + 6x

L FG0) =24+ — 2. f(x) =

x— 2 x% —x

9.10.7 Abrazoljuk a kovetkezd irracionélis fiiggvényeket.

1.f(x)=—%\/x— -2 2.f(x)=v4—x-3

3.f(x) =2Vx—543 4.f(x) = —%MJF 2
9.10.8 Abrazoljuk a kovetkezd irracionalis fiiggvényeket.
Lfx)=-Vx—-3-2 2.f(x)=-Vx—4+4
3.f(x)=Vx+4+3 4.f(x)=Vx+3-3
9.10.9 Abrazoljuk a kovetkezd hatvany fiiggvényeket.
Lf(x)=x3-3 2.f(x) =%x4—8

3. () =(x-32+3 4f(x)=@Cx+D*+4

9.10.10 Abrazoljuk a kovetkezé exponencialis fiiggvényeket.

x+2

fx) = (%) +2 Fx) =3+ 41
9.10.11 Abrazoljuk a kovetkez6 logaritmus fiiggvényeket.
flx) = log%(—x) +2 f(x) =—logs(x —3)+3
9.10.12 Abrazoljuk a kovetkez6 trigonometrikus fiiggvényeket.

f(x) =2 -sinx +V2cosx f(x)=cosx+cos(x—%)
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9.10.13 Abrazoljuk a kovetkez6 trigonometrikus fiiggvényeket.

f(x) = sin(x +g) + sin(x —g) f(x) = cos (%_HC) + cos (%— x)
9.10.14 irjuk fel az fog és a gof Gsszetett fiiggvények hozzarendelési szabalyat.
1L.f(x)=x>-3x, gkx)=2x+1
2.f(x) =vx+2, gx) =sin(2x)

3. f(x) =logs(x—1), g(x)=|x+3]|
4.f(x)=ﬁ, g(x)=cos(x—%)

9.10.15 Abrazoljuk az aldbbi fiiggvényeket és az inverziiket ugyanabban a koordinata

rendszerben.

1.f(x)=(§)x 2. f(x) =log, x,aholx >0 3.f(x)=§—i;,aholx¢2

4. f(x) = ﬁ,aholx +-3 5 f(x)=Vx+2
9.10.16 Oldjuk meg a kdvetkezd egyenleteket grafikus modszerrel.
1. |x—2|=3—|x+1] 2. [x—11-3=3—-|x—1]|

9.10.17 Oldjuk meg a kovetkezd egyenleteket grafikus modszerrel.

1
1. 3x2—4x+1=§x2+x+1 2. x>—5x411=—-x*>+3x+5

9.10.18 Oldjuk meg a kovetkezd egyenleteket grafikus modszerrel.

2
1. 3—|x—4]=Vvx—-1 2. {Jx2—-6x+9=x-3 3. —=(x—1)>2

X

9.10.19 Oldjuk meg a kdvetkezd egyenleteket grafikus modszerrel.
2x + 3
1. x3=2x+4 2. |x|-1=1-x% 3. =x+3
x+1
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9.10.20 Oldjuk meg a kdvetkezd egyenldtlenségeket grafikus modszerrel.
X 3
Llx—1=2+x+2] 2 4—-|x|<[x+3] 3. |§+2| >

9.10.21 Oldjuk meg a kovetkez6 egyenlétlenségeket grafikus modszerrel.

2x+3<0 ) 5—2x>0 3x—5
x—5 ' 2x — 3 ' X

<2

9.10.22 Oldjuk meg a kovetkez6 egyenlétlenségeket grafikus modszerrel.

x?2—7x+10 x—4 (x—4)(x+1)
1. ——=0 2. —>0 . <
x%2 —9x + 18 6 — 5x — x? 2-x)(x-1)

9.10.23 Oldjuk meg a kdvetkezd egyenldtlenségeket grafikus modszerrel.
2
1. 2<-2(x—2)*+4 2. XTZ+1S—(x—3)2+3 3. Vx—2> (x—2)?
9.10.24 Oldjuk meg a kovetkez6 egyenldtlenségeket grafikus modszerrel.

x+2 2
2. —=2|x|+3=>x? 3. x?—-6x+7<——
2 x—4

1 x <
. =
9.10.25 Oldjuk meg a kdvetkezd egyenldtlenség rendszert grafikus modszerrel.
1
y + > > |x? — 2x|
y<2-—|x—-1|

9.10.26 Allapitsuk meg a kovetkezd fliggvények paritasat.

1.f(x)=sin(x+%) 2. f(x) =cosx—2 3. (x)=cos(x—g)

4.f(x) =2 5.f(x) =(ogzx)?  6.f(x) = logs x?
9.10.27 Hatarozzuk meg a kovetkez6 fliiggvények periddusat.

2

L= -1 2 fw—osEoamd s s —tg(n)
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9.10.28 Hatarozzuk meg a kovetkezo fliggvények hatarértékeét.

L x?—5x+6 2 1 x2—5x+6 31 x?—5x+6
02 +3x—10 7 x2xZ+3x—10 O xowxZ+ 3x — 10

9.10.29 Hatarozzuk meg a kovetkezo fliggvények hatarértékeét.

11 <3x+1)x > i (8x—3>
' x1—>r2> 3x ' xl—{?o 8x+9

5x—2

9.10.30 Végezziik el a kovetkezo fliiggvény teljes vizsgalatat, majd abrazoljuk!

x3+ 4
xZ

f(x) =

9.10.31 Végezziik el a kovetkezo fliiggvény teljes vizsgalatat, majd abrazoljuk!

fx) =x3—2x%+2
9.10.32 Végezziik el a kovetkezo fliiggvény teljes vizsgalatat, majd abrazoljuk!
f) =@ -DE+1Dx+3)
9.10.33 Végezziik el a kovetkezd fliggvény teljes vizsgalatat, majd abrazoljuk!
fx) =x*+3x3+x%-5
9.10.34 Végezziik el a kovetkezd fliggvény teljes vizsgalatat, majd dbrazoljuk!
f(x) = 5x3 — 4x5

9.10.35 Végezziik el a kovetkezo fliiggvény teljes vizsgalatat, majd abrazoljuk!
fx)=x-e7*

9.10.36 Végezziik el a kovetkezd fliggvény teljes vizsgalatat, majd dbrazoljuk!

f(x) =x%-Inx
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10.Koordinata geometria

10.1. Vektorok, osztopontok

10.1.1. Egy ABCDEF szabalyos hatszog *A’ csucsabol a szomszédos F,B csucsba mutatd
vektorok rendre: u és v. Hatarozzuk meg ezek segitségével a kovetkezé vektorokat!

—_—— — — ——

AC; EA; FD; CE; OG, ahol O a hatszdg kdzéppontja, G pedig az AF oldal felezdpontja!

10.1.2. Egy ABCDEF szabalyos hatszog *O’ kdzéppontjabol a szomszédos A,B csticsba mutato
vektorok rendre: u és v. Hatarozzuk meg ezek segitségével a kovetkezd vektorokat! AC; EA

10.1.3. Egy ABCD paralelogramma bels6é P pontjabol az A,B,C csucsokhoz vezetd vektorok:
a, b, c. Hatarozzuk meg ezek segitségével a PD vektort!

10.1.4. Egy ABCD paralelogramma kiils P pontjabol az A,B,C csticsokhoz vezetd vektorok:
X, Y, Z. Hatarozzuk meg ezek segitségével a PD vektort!

10.1.5. Egy ABCDEFGH kocka k6zéppontjabol (O) az A,B,C csucsokhoz vezetd vektorai: : a,
b, c. Hatarozzuk meg ezek segitségével az OD és CG vektort!

10.1.6. Egy szabalyos négyoldalu gtla alaplapjanak cstcsai: A,B,C,D, csucspontja E. Az E-bol
A,B,C-be mutaté vektorok rendre a, b, c. Hatdrozzuk meg ezek segitségével az ED, EF

vektorokat, ha F az alaplap kozéppontja!

10.1.7. Egy négyzet két csucsanak koordinatai: (1,1), (6,-1). Hatarozzuk meg a masik két csucs

koordinatait, ha a két cstics a) szomszédos b) szemkozti!

10.1.8. Mekkora az egyenld (de nem nulla) hosszisagu a és b szoge, ha a+2b és az 5a-4b

egymasra merdleges vektorok!

10.1.9. Mekkora az a és b egységvektorok hajlasszoge, ha a-3b és az 2a+b egymasra merdleges
vektorok!

10.1.10. Az egyenlé hosszusagih a és b szoge 120°. Mekkora 2b-a és az 5a+4bvektorok

hajlasszoge?
10.1.11. A P pont helyvektora p= @’(Iog3 x,log, y), a Q pont helyvektora

g=FQ(|og3(xy), |og3(lj J , ahol 0<x<1, és y>1.
X

a) Bizonyitsuk be, hogy a g vektor koordinatdi nagyobbak, mint a p vektor megfeleld

koordinatai!
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b) Mekkora szdget zar be az aﬁ illetve a p vektor egymassal?

c) Legyen x:;. Abréazold a P illetve Q pontok halmazat!

10.1.12. AT pont helyvektora OﬁT(Iog5 x,log, y), az S pont helyvektora &[Iogs(xy), |ogs(lj ]
X

ahol 0<x<1, és y>1.

a) Milyen kapcsolat van a 2 vektor megfelelé koordinatai kozott?

b) Mekkora szdget zar be az ST illetve az OT vektor egymassal?

c) Legyen x=125. Abrazold a T, illetve az S pontok halmazat!

10.1.13. Az a és b vektorok koordinatai a p valos paraméter fiiggvényében: a(cos p ; sin p) és
b(sin’p; cos?p).

a) Add meg a két vektor koordinatainak pontos értékét, ha p=2m/3.

b) Mekkora a két vektor hajlasszoge p=21/3 esetén?

¢) Hatarozzunk meg olyan p értéket, amely esetén a két vektor merbleges egymasra!

10.1.14. Az a és b vektorok koordinatai az m valds paraméter fliggvényében: a(sin m ; -cos
m)és b(sinm; cos?m).
a) Add meg a két vektor koordinatainak pontos értékét, ha m=3m/4.

b) Mekkora a két vektor hajlasszoge k=4m/3 esetén?
c) Hatdrozzunk meg olyan k értéket, amely esetén a két vektor merdleges egymasra!

10.1.15. Az ABCDEFGH téglatest ¢lei AB=5, AD=4, AE=3. Az A csucsbdl indul6 élvektorok
AB =a, AD =b, AE =c. Az A cstcsbél indulé 3 élvektor, 3 lapatlo-vektor, és egy testatlo-
vektor indul ki. Adja 6ssze ezt a hét vektort, és az sszegvektort jelolje AT.

a) Fejezze ki az AT vektort az a,b,c vektorok segitségével!

b) Milyen hosszu az AT ?

€) Mekkora szoget zar be az AT és AE vektorok?

d) Mekkora az AS - AT értéke, ha S a HFC haromszog stlypontja?

10.1.16. Az ABCDEFGH kocka élei 12cm-esek. Az A csticsbol indulé élvektorok AB =a, AD
=b, AE =c. Az A cstcsbol induld 3 lapatlo-vektor, és egy testatlo-vektor indul ki. Adja 6ssze
ezt a négy vektort, és az dsszegvektort jelolje AT.

a) Fejezze ki az AT vektort az a,b,c vektorok segitségével!

b) Milyen hosszl az AT ?
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) Mekkora szoget zar be az AT és AE vektorok?
d) Mekkora az AS - AT értéke, ha S a HFC haromszog sulypontja?

10.1.17. Adott az A(2,1), B(7,-4), C(11,p) haromsz6g. Hatarozzuk meg a p valds paraméter

értékét, ha a B csticsndl 1évo szog 60°.

10.1.18. Adott az A(-2,5), B(5,-1), C(8,m) haromsz6g. Hatarozzuk meg a m valos paraméter

értékét, ha a B csticsnal 1évo szog 120°.

10.1.19. Adott az A(-8,24), B(48,16), C(0,0) haromszog. D a CF sulyvonal negyedeld pontja.
Mekkora szdget zarnak be az AD és AF vektorok?

10.1.20. Adott az A(-16,12), B(24,32), C(0,0) haromszog. E az AF sulyvonal stlyponttol
kiilsnbdz6 harmadold pontja. Mekkora szdget zarnak be az BE és BF vektorok?

10.1.21. Ha az a+3b vektor merdleges a 7a-5b vektorra, és az a-4b vektor merbleges a 7a-2b

vektorra, akkor mekkora szoget zar be az a és b vektor?

10.1.22. Adottak az a(2-2p, x?) és b(x+1,5-p) vektorok. Hatarozzuk meg a p valds paraméter

értékét tigy, hogy az a és b vektorok minden valds x esetén tompaszdget zarjanak be!

10.1.23. Egy rombusz két szemkozti csticsanak koordinatai: A(-10,2), C(6,-2). Hatarozzuk meg
a B,D csucsok koordinatait, ha a BD 4tl6 hossza a) kétszer b) fele olyan hossza, mint az AC

atlo hossza!l

10.1.24. Egy téglalap két szomszédos csticsanak koordinatai: A(-3,2), B(9,-4). Hatarozzuk meg
a C,D csticsok koordinatait, ha a BC oldal hossza a) haromszor b) harmad olyan hosszu, mint
az AB oldal hossza!

10.1.25. Egy haromszog oldal felez6pontjai F1, F2, F3. Hatarozzuk meg a csticsok koordinatait,
ha

a) F1(-3,-1), F2(5,2), F3(1,3).

b) F1(2,0), F2(3,1), F3(-2,-1).

10.1.26. Egy négyzet egyik csticsa az x, masik csucsa az y tengelyre illeszkedik. Milyen

kapcsolat van a négyzet kozéppontjanak két koordinatdja kozott?

10.1.27. Egy rombusz egyik csucsa az y tengelyre illeszkedik. Az ebbdl kiinduld atlo kétszer
olyan hosszu, mint a masik atlo. Egy szomszédos csucs illeszkedik az y=2 egyenesre.
Bizonyitsuk be, hogy a rombusz kozéppontja vagy x-2y+4=0, vagy Xx+2y-4=0 egyenesre
illeszkedik!
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10.2. Egyenesek

10.2.1. Irjuk fel az A(0,5), B(-3,1), C(5/3,1) haromszog belsé, és kiilsé szogfelezbinek
egyenletét!

10.2.2. Allapitsuk meg az e,f egyenesek hajlasszogét, ha
a) e: 3x+4y=5, f: 12x-5y=3
b) e: 5x-2y=10, f: x+4y=1

10.2.3. A koordinatarendszer P(1,6) pontjabol egy golyodt inditunk az a(3,-4) vektorral egy
iranyba. A goly6 az f: 4x-3y=10 egyenesrol visszapattan, és egy egyenes mentén halad tovabb.

Adjuk meg ennek az egyenletét!

10.2.4. Egy bees6 fénysugar atmegy a P(3,4) ponton és visszaverddik a 2x+y=2 egyenesen. A
visszaverddés utan atmegy a Q(5,2) ponton. Mi lesz a visszavert fénysugar egyenesének
egyenlete?

10.2.5. Hatarozzuk meg annak a haromszognek az oldal egyeneseinek az egyenletét, amelynek

egyik csucsa C(4,-7) és két magassagvonalanak egyenlete -7x+4y+36=0 és x+3y+12=0!

10.2.6. Szamitsuk ki annak a haromszdgnek az oldal egyeneseinek az egyenletét, amelynek

egyik csucsa A(3,-4) és két magassagvonalanak egyenlete 7x-2y-1=0 és 2x-7y-6=0!

10.2.7. Egy haromszog egyik csucsa B(-3, 3). A ,,C” csucsbol induld sulyvonal egyenlete:
7x+y=13, szintén ,,C”-bdl induldé magassagvonal egyenlete: 4x+3y=5. Hataroz meg a masik 2

csucs koordinatait!

10.2.8. Egy haromszog egyik cstucsa A(-3, -1). A ,,C” csticsbol indulé stulyvonal egyenlete: x-
y=1, szintén ,,C”’-bdl induld magassagvonal egyenlete: 2x+y=3. Hataroz meg a masik 2 cslcs

koordinatait!

10.2.9. Egy haromszog A csucsabol indulé magassagvonalanak egyenlete: y=x+2. Ebbdl a
csticsbol induld stlyvonal egyenlete: 3x-y=4. A B(-2,2). Hatarozzuk meg a B-vel szemkozti

oldal egyenletét!

10.2.10. Egy haromszog csucsainak koordinatai: A(-6,0), B(3,3), C(-3,9). Szamitsuk Ki milyen

tavol van a stilypont a B csticson athalad6 magassagvonalto6l?

10.2.11. Egy haromszog csucsanak koordinatai: A(-6,-2), B(4,0), sulypontja S(-2,1). Szamitsuk

ki milyen tavol van a stlypont a BC oldal felezémerdleges egyenesétol?
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10.2.12. Egy derékszogli haromszdg egyik befogdjanak végpontjai: (-7,2) ¢és (-4,-2).
Atfogojanak meredeksége 2/11. Mekkora a hdromszog teriilete?

10.2.13. Adottak az e:2x-3y=5, és f:5x+12y=7 egyenesek. Allapitsuk meg a hajlasszogiiket, és

azt hogy milyen tavol van az f egyenes az origotol.

10.2.14. Egy haromszog egy csucspontja A(-2,2). Két egyenesének egyenlete: x-6y+14=0,
x+3y-13=0. Sulypontja S(1,3). Hatarozzuk meg a haromszog szogeit, valamint sulypont és a

harmadik oldalegyenes tavolsagat!

10.2.15. Egy derékszdgi haromszog egyik oldalegyenese valamelyik koordinatatengely, masik
oldalegyenese az 3x+y=12 egyenes, egyik csucsa az origd. Hatarozzuk meg a haromszog

teriletét!

10.2.16. Az a, b wvaléos paramétereck mely értékeire lesznek egymassal az
(at+2)x+(at3b+5)y+3=0 és (at2)x-(2a+bh-2)y-2=0 egyenesek parhuzamosak?

10.2.17. Az 'm’ paraméter mely értékeire metszi egymast egy pontban az mx-y=2, az
X-my=-3m-1, és az y=2x egyenes?

10.2.18. Egy konvex négyszog AB, BC, CD, DA oldalegyeneseinek egyenlete rendre:
3x-4y-20=0, 3x+5y-20=0, 4x-3y+12=0, 5x+3y+15=0. Bizonyitsuk be, hogy:

a) a négyszognek nincs derékszoge

b) atléi a koordinatatengelyekre illeszkednek

¢) a négyszog hurnégyszog!

10.2.19. Adott az x-y+1=0 és az x+2y-8=0 egyenesek.

a) Ezek a koordinatatengelyekkel egy konvex négyszoget fognak kozre. Mekkora ennek a
tertilete?

b) Az emlitett 4 egyenes 6 metszéspontja koziil 4 egy konkav négyszoget csucsai. Mekkora
ennek a kertilete?

10.2.20. Egy haromszog csucspontjainak koordinatai A(0,3), B(8,0), C(8,8). Hatarozzuk meg
annak az egyenesnek az egyenletét, amely parhuzamos az x=2y egyenessel, és felezi a

haromszog teriiletét!

10.2.21. Adottak az x+2y=6, x+2y=12 egyenesek. [rjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét,
amely athalad a (6,-3) ponton, és a fenti két egyenest olyan pontokban metszi, melyek elsd

koordinatainak kiilonbsége 4.

10.2.22. Adottak az x-2y=4, x-2y=10 egyenesek. {rjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét,
amely athalad a (2,2) ponton, és a fenti két egyenest olyan pontokban metszi, melyek elsd

koordinatainak kiilonbsége 2.
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10.2.23. Az x+y=5 egyenesre allitsunk merdlegest az 1 ordinatdju pontjdban. Ennek a
merdleges egyenesnek melyik lesz az a pontja, amelynek feleakkora az ordinatdja, mint az
abszcisszaja?

10.2.24. Egy haromszog két csucsa A(0,10), B(15,0). A harmadik cstcsa illeszkedik 2x+3y=6

egyenesre. Hatarozzuk meg a teriiletét!

10.3. Korok

10.3.1. Irjuk fel azoknak a koroknek az egyenletét, amelyek érintik mindkét koordinatatengelyt,

valamint az (3,3) kozéppontu, 3 egység sugart kort!

10.3.2. Melyek azok a K(1,1) kdzéppontl, r=1 egység sugari koron 1évé pontok, amelyek
koordinatai kielégitik a 2*"1+2%=5 és x+2y=1 egyenletrendszert?

10.3.3. Melyek azok a K(50,50) kdzéppontu, r=49 egység sugara koron beliil 1évo pontok,

amelyek koordinatai kielégitik a kdvetkezd egyenletrendszert?
% Ig?x —lg+/x =1
x-y=10
10.3.4. Adjuk meg az (x-4)*+(y-7)’=169 és (x+4)>+(y-5)>=169 kordk metszéspontjainak

koordinatait!

10.3.5. Hatarozzuk meg az (x+2)%+(y-2)>=25 és (x-12)%+(y-4)?>=125 kérdk metszéspontjai,
valamint a P(-2,3) pont altal meghatarozott haromszog teriiletét!

10.3.6. Hatarozzuk meg annak a kornek az egyenletét, amely a (4,0) pontban érinti az x tengelyt,

¢s az y tengelybdl egy 6 egység hosszu szakaszt metsz ki!

10.3.7. Hatarozzuk meg annak a kornek az egyenletét, amely a (0,5) pontban érinti az y tengelyt,

¢s az x tengelybdl egy 24 egység hosszl szakaszt metsz ki!

10.3.8. Hatarozzuk meg annak a kornek az egyenletét, amely athalad a (0,4) ponton, sugara 25

egyseg, €s az x tengelybdl egy 14 egység hosszl szakaszt metsz ki!

10.3.9. Hatarozzuk meg annak a kornek az egyenletét, amely a 2x+y=19 egyenletli egyenest a

P(7,5) pontban érinti, és a koordinatatengelyekbdl ugyanakkora hosszu szakaszokat vag le?

10.3.10. Hatarozzuk meg a x-y=-1, x+2y=-4, 3x-y=9 egyenesekkel megadott haromszdg koré

irhato korének egyenletét, és a beirhatd korének sugarat!
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10.3.11. Lehet-e egy hurnégyszog négy csucspontja az A(1,6), B(-2,7), C(-7,2), D(2,-1)
pontok?

10.3.12. irjuk fel annak a kornek az egyenletét, amely illeszkedik a P(3,7) pontra, az
X2+y?+22X-16y+160=0 kort kiviilrél, az x2+y*+2x+2y-98=0 kort pedig beliilrdl érinti!

10.3.13. irjuk fel annak a kornek az egyenletét, amely érinti az abszcisszatengelyt, az
X2+y2-16X-6y+24=0 és az x>+y2-6y+8=0 egyenletii korok koziil az egyiket beliilrél, a mésikat

pedig kiviilrdl érinti!

10.3.14. Hatarozzuk meg az az X?+y?-4x-8y-5=0 egyenletii kor 6 abszCissz4jii pontjaiba huzhato

érinték metszéspontjat!

10.3.15. Hatarozzuk meg az az x?+y?+4x-8y-80=0 egyenletii kor 2 ordinataju pontjaiba huzhato
érint0k metszéspontjat! Adjuk meg annak a sikidomnak a teriiletét, melyet az érintdk, illetve az

érintési pontok altal meghatarozott kisebbik koriv hatarol!

10.3.16. Hatarozzuk meg a P(9,2) pontbol az (x-2)?+(y-1)>=25 kérhdz huzhatd érintdk
egyenletét!

10.3.17. Hatarozzuk meg a P(6.5,8) pontbol az x?+y>+12x-16y=0 korhoz huzhaté érintok

egyenletét! Adjuk meg az érinték hajlasszogét!

10.3.18. Hatdrozzuk meg az Xx?+y*-16x-2y+40=0 kor azon érintdit, amelyek az f:-3x-4y=6

egyenessel parhuzamosak, illetve arra merélegesek!

10.3.19. Hatarozzuk meg az X?+y?-4x-2y-20=0 kor azon érintdit, amelyek egy ¥ meredekségii

egyenessel parhuzamosak, illetve arra merélegesek!

10.3.20. Hatarozzuk meg a ¢ paraméter értékét, hogy az x-y=c egyenes érintdje legyen a
(x -4)% + (y +6)* = 32 kornek!

10.3.21. Hatarozzuk meg az m paraméter értékét, hogy a 2x+y=m egyenes érintdje legyen az
(x +2)* + (y +2)*> = 80 kornek!

10.3.22. Hatarozzuk meg az x>+y?+2x+6y+6=0 és az x>+y>-4x+3=0 korok kozos érintdinek
egyenletét!

10.3.23. Hatarozzuk meg az (x+9)*+(y+4)’= 9 és az (x-3)*+(y+2)>=1 korok kozos kiilsé

érintéinek egyenletét!

10.3.24. Hatarozzuk meg, mekkora teriiletii részekre bontja a x>+y?+2x+2y-43=0 kort az

x+3y=11egyenes! Milyen hosszu hur és iv hatarolja az egyes részeket?
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10.3.25. Egy egyenl6 szaru haromszog szarai a C(2,5) pontban metszik egymast. Beirt korének
egyenlete: (x-2)%+(y+1)?>=9. Hatarozzuk meg a haromszdg hidnyzo csucsait, keriiletét és

tertiletét!

10.3.26. irjuk fel annak a kornek az egyenletét, melynek sugara V8, illeszkedik az A(0,4)
pontra és kiviilrl érinti az (X+1)%+(y+1)?=2 kort.

10.3.27. Egy egyenl6 szart haromszog beirt korének egyenlete x?+y?-8x-4y+16=0. Egyik oldal

egyenese az x tengely, egy masik oldal egyenese az y = g x egyenes. {rjuk fel a harmadik oldal

egyenletét!

10.3.28. Egy szabalyos haromszog koré irt korének egyenlete x?+y?-10x+6y+9=0. Egyik cslicsa

az A(10,-3) pont. Hatarozzuk meg a masik csticsat is!

10.3.29. A PQRS szimmetrikus trapéz koré irhato korének egyenlete x?+y2-6x-4y-87=0. A PQ
alap egy pontja A(-3,-5). A trapéz szimmetriatengelyének egyenlete y=2x-4. A szarak hossza

10~/2 . Hatarozzuk meg a csucsok koordinatait!

10.3.30. Hatarozzuk meg a ¢ paraméter értékét, hogy az x2+y?-8x-6y-c=0 egyenletii korhdz az
origdbol hiizhato érint6k hajlasszoge 60° legyen!

10.4. Parabolak

10.4.1. Hatarozzuk meg a kovetkez6 parabolak egyenletét, €s abrazoljuk ezeket, ha

a) Fokuszpontja F(-4,2), vezéregyenese d: y= - 4.

b) Tengelypontja T(3,1), paramétere 2, szimmetriatengelye az x tengellyel parhuzamos.
c) Paramétere 4, vezéregyenese d: x=6, szimmetriatengelye e: y=3.

d) Fokuszpontja F(1,2), tengelypontja T(1,5)

10.4.2. Hatarozzuk meg a kovetkezd paraboldk fokusz- és tengelypontjat, vezéregyenesét,

szimmetriatengelyét. Abrazoljuk a parabolakat!
Q) y=x2-4x+6

b) x=0.5y?-4y+7

) y =-1/10 x* +1/5x + 2/5

d) y?=-8x +2y + 7

10.4.3. irjuk fel annak a parabolanak az egyenletét, melynek a szimmetriatengelye parhuzamos
az x tengellyel, paramétere 4, és illeszkedik a (3,-1) és (9,11) pontokra!

10.4.4. Irjuk fel annak a parabolanak az egyenletét, melynek a szimmetriatengelye az y tengely
a tengelypontja a (0,-4), és az x tengelybdl 8 egység hosszu szakaszt metsz ki!
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10.4.5. Hatdrozzuk meg az y=0.5x? parabola 2, illetve 8 ordinat4jti pontjait dsszekotd szakasszal

parhuzamos, illetve az arra merdleges érintd egyenletét!

10.4.6. Hatarozzuk meg az y=0.5x? parabola, illetve az x?+y?-4y=0 kor altal meghatarozott

haromszog keriiletét, teriiletét!

10.4.7. Hatarozzuk meg az y = 0.5x? - 2x + 4 parabola 4 abszcisszaji pontjaba huzhato érintd

egyenesnek az irdnyszogét!

10.4.8. Hatarozzuk meg, hogy az y = x? - 4xX + 3 parabola mely pontja van legkdzelebb

a-2X +Yy = -14 egyeneshez. Hatarozzuk meg ezt a tavolsagot!

10.4.9. Hatarozzuk meg, hogy az -y? + x +4y = 5 parabola 4 ordinataji pontjaba huizhat6 érintd

mekkora teriiletii hdromszoget hataroz meg a koordinatatengelyekkel!

10.5. Tartomanyok

10.5.1. Adottak a kovetkez6 ponthalmazok: A: { (x,y)eR?| x>+ y* + 8x - 6y < 0}.

B: { (xy)eR?| |y | <3}.
a) Abrazoljuk koz6s koordinatarendszerben a megadott tartomanyokat!
b) Hatarozzuk meg a kovetkez6 halmazokat! A N B, A\B

10.5.2. Adottak a kovetkezé polinomok: A(m)=m?+8m+3.5. Abrazoljuk az A(x)+A(y)=0
tartomanyt! Hatarozzuk meg -8 abszcisszaju pontokba hiizhato érint6k metszéspontjat!

10.5.3.Abréazoljuk derékszogii koordinitarendszerben azokat a pontokat, amelyek (x,y)
koordinatai kielégitik az | x | + | y | - 3 <O feltételt!

10.5.4. Abrazoljuk derékszogii koordinatarendszerben azokat a pontokat, amelyek (x,y)
koordinatai kielégitik az xy-(y-2)? < 0 feltételt!

10.5.5. Abrazoljuk koordinatarendszerben azon pontok halmazat, melyek (x,y) koordinataira
teljesiil, hogy:

a) 16x2-9y?=0

b) 12x%-12y?+7xy = 0

C)|3x+2y-4|=8

10.5.6. Abrazoljuk derékszogii koordinatarendszerben azokat a pontokat, amelyek (x,y)
koordinatai kielégitik az | | x |- |y | | - 2 = 0 feltételt!

10.5.7. Abrazoljuk derékszogii koordinatarendszerben azokat a pontokat, amelyek (x,y)
koordinatai kielégitik az (| x | -2 )-(|y| +3) = 0 feltételt!
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10.5.8. Abrazoljuk derékszogii koordinatarendszerben azokat a pontokat, amelyek (x,y)
koordinatdi kielégitik az (| X | - 2 )>+(|y | + 3)? = 0 feltételt!

10.5.9. Abrazoljuk derékszogii koordinatarendszerben azokat a pontokat, amelyek (x.y)

koordinatai kielégitik a kdvetkezo feltételt!

X—4< y<yax—x?

10.5.10. Hatarozza meg azon pontok halmazat a sikon, melyek (x,y) koordinatéira teljesiil az
X% +y?
X+l

=4 Osszefliggés!
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11.Trigonometria

11.1. Szogfiiggvények derékszogii haromszogben, szinusz-és koszinusz tétel

11.1.1. Egy derékszogli haromszog minden oldala egész szam, és egyik befogdja 2 cm-el

kisebb, mint a mésik befog6. Mekkorak a szdgei?

11.1.2. Egy egyenld szara haromszog szarai 39 cm-esek, teriilete 540 cm?. Beirt korének sugara
10 cm. Mekkorak tized pontossaggal a szogei? Hatarozzuk meg a haromszog koré irhatd

korének a sugarat!

11.1.3. Egy derékszogli haromszog atfogdhoz tartozd magassag 8 cm, ez 1:3 ardnyban osztja
az atfogot. Mekkorak a szogei? Milyen tavol van a beirhatd kor kozéppontja a derékszogl

csucstol?

11.1.4. Egy derékszogli haromszog rovidebbik befogoja 3 cm-rel hosszabb, mint, az atfogora
es6 merdleges vetiilete, de 6 cm-el rovidebb, mint az atfogd. Milyen tdvol van a sulypont a

rovidebbik befogotol?

11.1.5. Egy egyenld szarti haromszdg teriilete 48 cm?. Szarainak hossza 10 cm. Mekkorak a

szogei, a koré illetve beirhatd korének sugara?

11.1.6. Egy egyenl6 szart haromszog alapja 10 cm, A hozza tartoz6 magassag 12 cm. Mekkora

a szarhoz tartozé magassaga? Mekkora a koré, és a beirt kor kdzéppontjanak a tavolsaga?

11.1.7. Egy szimmetrikus trapéz alapon fekvd szogei 30°-osak. Mekkordk a szarai, alapjai, ha

a beirhat6 kor sugara 4 cm?

11.1.8. Egy szabalyos sokszog oldala a koré irt kor sugaranak /2 — 3 szerese. A beirhaté

korének a sugara 10 cm. Mekkora a sokszog keriiletének €s teriiletének pontos értéke?

11.1.9. Adjuk meg a szabalyos n-szdgbe irhat6. és a koré irhato kor altal meghatarozott sikidom

teriiletét, ha a sokszog teriilete T!

11.1.10. Egy hegyre a keleti és nyugati oldalrdl két 6svény vezet, amelyek azonos szintrdl
egymastol légvonalban 16 km tavolsagra indulnak. Milyen magas a hegy, ha a két dsvény

emelkedési szoge 16°, illetve 21°13°?
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11.1.11. Egy hegy tetején egy emlékmi van. a mellette 1év6 volgy egy pontjabol az alapkd 31°
emelkedési szogben latszik. Ha 12 métert tdvolodunk a hegytdl, az emlékmii 22°emelkedési

szogben latszik. Milyen magas a hegy?

11.1.12. Egy domb tetején 25 m magas mobil jelerdsito torony van. Egy volgy egy pontjabdl a
kilatotorony alja 35,7°, a teteje 49,2°emelkedési szogben latszik. Mekkora utat tesz meg az a
madar, amelyik a volgy e pontjabdl a kilatotorony tetejére egyenes mentén repiil? Milyen magas

a domb?

11.1.13. A t6liink keletre fekvo hegy csucsat 25° emelkedési szog alatt latjuk. Ha a vizszintes
talajon 3 km-t gyalogolunk délre, akkor innen a csucs 22° emelkedési szog alatt latszik. Milyen

magas a hegy?

11.1.14. A toliink északra fekvo hegy csucsat 24° 35’ emelkedési szog alatt latjuk. Ha a
vizszintes talajon 2.5 km-t gyalogolunk keletre, akkor innen a csucs 23° emelkedési szog alatt

latszik. Milyen magas a hegy?

11.1.15. Egy vizszintes egyenes uton haladunk. Az 1t bal oldalan a hegy tetejét az utrol 45°-0s

emelkedési szogben latjuk. 1 km-t tovabb haladva az emelkedési szog mar 60°-os. Ujabb
1 km megtétele utan mar 30°-os az emelkedési szog. Milyen magas a hegy?

11.1.16. Egy ABC haromszog AB oldala 18 cm. Egy rajta 1évé D pont 4:5 ardnyban osztja az
AB oldalt. Az AC, DC, BC szakaszok aranya 5:6:8. Hatarozd meg a haromszog masik két

oldalanak hosszat!

11.1.17. Egy haromszog egyik szoge 60°-0s. Ennek a szognek a felezdje a szemkozti oldalt egy
3 és egy 4 cm-es részre bontja. Mekkordk a haromszdg oldalai, a 60°-0s szdg felezdje, és

szogei?

11.1.18. Héarom kor sugara 6 cm, 8 cm, illetve 9 cm, barmely ketté paromként kiviilrdl érinti

egymast. Mekkora annak a sikidomnak a teriilete, amelyet a harom kor 1-1 ive hatarol?

11.1.19. Milyen hossztak az éramutatok, ha végpontjuk 6 orakor 30 cm, 4 drakor 6119 cm

tavolsagra vannak egymastol?
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11.1.20. Milyen hosszuak az 6ramutatok, ha végpontjuk 9 érakor 12.5 cm, 4 érakor SV3T

tavolsagra vannak egymastol?

11.1.21. Egy egyenes orszagutbol balra egy egyenes mellékut dgazik el 40° alatt. A mellékut
mentén két lakohdz van ismeretlen tavolsagra egymastol. Az eldgazastol 450 métert tovabb
haladva az orszaguton, a lakohdzak felé mutatd iranyok 120° illetve 75°. Milyen messze van

egymastol a két épiilet?

11.2. Addicios-tételek alkalmazasa

Bizonyitsuk be az alabbi egyenléségeket, (ahol értelmezve van a Kifejezés)!

11.2.1.
cosa + sina
———— =tan(45° + a)
cosa —sina
11.2.2.
[sin(5+a)] ~[sin G -] = é
11.2.3.
2(cosa)? —1 _
2 -tan (% - a) . [sin (% + a)]z
11.2.4.
T 2 1-—sin2a
tan (Z - a)] - 1+ sin 2«
11.2.5.
cos 2a _ (sin2a)?
(cota)? — (tana)?2 4
11.2.6.
—1 iir;:; a =tana ' tan (% + %)
11.2.7.

1+sin2a_ 1+tana
cos2a 1—tana

= tan(45° + a)
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11.2.8.

11.2.9.

11.2.10.

11.2.11.

11.2.12.

11.2.13.

11.2.14.

11.2.15.

11.2.16.

11.2.17.

sinx + cos(2y —x) _1+sin2y

cosx —sin(2y —x)  cos2y

tan (%— %) ‘(1+sina)

’ = cota
sina

Zsin(%—a)cos(%+a)=1—sin2a

sina — sin 3a + sin 5«
= tan 3«

cosa — cos 3a + cos 5a

_ ) 2m ) 4r
sma+sm<a+?)+sm<a+?) =0

[sin(45° + a)]? — [sin(30° — @)]? — sin 15° - cos(15° + 2a) = sin 2a

a>2 2sina — sin 2«
"~ 2sina + sin 2a

(cos B)? + [cos(a + B)]? — 2 cosa - cos B - cos(a + B) = (sin a)?

a
cosa+sina-tan§= 1
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11.2.18.

11.2.19.

11.2.20.

11.2.21.

11.2.22.

11.2.23.

11.2.24.

11.2.25.

11.2.26.

11.2.27.

11.2.28.

tan— =
2 sina
tan 2« 1
=1+
tan a cos2a

2 [cos(45° + a)]? = 1 —sin2a

cosa + sina
— =tan2a +
cosa —sina cos2a

2 -sin(45° + a) - sin(45° — a) = cos 2«

sin 3a
4sin(60° + a) cos(30° + a) =

sina

1
cos2a

= tan (g — a) tanQa —m) — 1

s (5 =) - sn (2= (a =) -

tan (% — %) (1+sina)

. = cota
sina
1 — 2(cos a)?
——— =tana —cota
sin & cos a

a)z 2sina — sin 2«
2sina + sin 2a
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11.2.29.

) n+2a_ cosa

M T 1 " sina
11.2.30.

1+sir12cz_t (TL’+ )

cos2a g Te

11.3 Trigonometrikus egyenletek, egyenlotlenségek, egyenletrendszerek

Oldjuk meg az alabbi egyenleteket a valos szamok halmazan!

11.3.1.
1—sinb5x = (cosg—x - sing—x)2
2 2
11.3.2.
sinx + sin2x + sin3x + sin4x = 0
11.3.3.
sin(x + 30°) + cos(x + 60°) = 1 + cos 2x
11.3.4.
sinx + sin 2x + sin 3x = cos x + cos 2x + cos 3x

11.3.5.

cos 2x — cos8x + cosbx =1
11.3.6.

COS X — COos 2x = sin 3x

11.3.7.

sin(x — 60°) = cos(x + 30°)
11.3.8.

sin 5x + sinx + 2(sinx)? =1
11.3.9.

(sinx)?(tanx + 1) = 3sinx (cosx — sinx) + 3
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11.3.10.

11.3.11.

11.3.12.

11.3.13.

11.3.14.

11.3.15.

11.3.16.

11.3.17.

11.3.18.

11.3.19.

11.3.20.

11.3.21.

cos 4x = —2(cos x)?

1
sinx + cosx = ——
sin x

sin 3x = cos 2x

(sin §)4 + (cos g) = g

(1 + cos 4x) sin 4x = (cos 2x)?
(sinx)* + (cosx)* = cos 4x
3(cosx)? — (sinx)? —sin2x =0
(cosx)? + 3(sinx)? + 2v/3sinxcosx = 1

6(sinx)? + 3 sinx cosx — 5(cos x)? = 2

3 5
(sinx)? + E(cos x)? = Esinxcosx

sinx +V3cosx =1

sinx+cosx=1
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11.3.22.

11.3.23.

11.3.24.

11.3.25.

11.3.26.

11.3.27.

11.3.28.

11.3.29.

11.3.30.

11.3.31.

11.3.32.

11.3.33.

sinx + cosx =1+ sin2x
sin 3x + cos 3x = V2
sin x sin 7x = sin 3x sin 5x
cos x sin 7x = cos 3x sin 5x
sin x sin 2x sin 3x = %sin 4x
2(cos x)? + 4 cos x = 3(sin x)?
5cos2x = 4sinx
s
tan(Z+x> +tanx—2=0

ox+m
1 — cos(m — x) + sin 3 =0

3w mT—X
2[1—sin<7—x)] =+/3tan >

sinx — cosx — 4(cos x)? sinx = 4(sinx)3

sin x
cotx +—=2
1+ cosx
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11.3.34.

(sinx)3(1 + cotx) + (cosx)3(1 + tanx) = cos 2x

11.3.35.
tanx + tan 2x = tan 3x
11.3.36.
1+sinx +cosx = ZCOS(;—%)

11.3.37.

1 — (cos 2x)? = sin3x — cos (g + x)
11.3.38.

(sinx + cosx)? = 2sin (% + x) sin (% - x)

11.3.39.

(1—tanx)(1+sin2x) =1+ tanx
11.3.40.

(1 + sin2x)(cosx — sinx) = 1 — 2(sin x)?
11.3.41.
(Cosszcgs(;;? 20" _ Sin(x + 30 sinx — 30°)
11.3.42.
sin(60° + x) + sin(60° — x) tan x cotx

2 T+ (anx)2? |1+ (cotn)??

11.3.43.
o o tan’ + cot’
51n(Z+x) —sm(Z—x) =T
11.3.44.
2v2sin(45° + x) = M
1+ sinx
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11.3.45.

sin 3x = 4 sin x cos 2x

11.3.46.
tan 2x tan x _ _
—————— — 25sin(45° + x) sin(45°—x) = 0
tan2x —tanx
11.3.47.
tan(x + 45°) + tan(x — 45°
( ) > ( ) = tan(x + 45°) tan(x — 45°) tan x
11.3.48.
( X x)z 2
sin——cos=) =
2 2 X X+
tan7 — tanT
11.3.49.
sinx X
=1 Z 4+ 45°) — tan(45° —
sin(30° + x) + sin(30° — x) an (2 A ) tan(45° ~ %)

11.3.50.

m\\¢ 1

. 4 . = _

(sinx)* + (sm (x + 4)) =3
11.3.51.

3
sin(x + 30°) + cosx = >

11.3.52.

Legyen a > 0. Milyen x esetén teljesiil az egyenloség?

1
t =
an(ax) p—
11.3.53.
1
(sinx)* + (cosx)* — (sinx)® — (cosx)® = 2
11.3.54.
sin x sin 2x
coSxVcos2x = ———
Vcos 2x
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11.3.55.

11.3.56.

11.3.57.

11.3.58.

11.3.59.

11.3.60.

11.3.61.

11.3.62.

11.3.63.

11.3.64.

11.3.65.

V1+2cos2x — V1 + 2cos2x =0

2(sin x)?
1
(cosx)?

[cosx —sin(m —x)]*+1=

V1+sinx —sinx—1=0

sindx + cos2x =0

sinx +sin2x =cosx +cos2x +1

cos2x +3sinx =1

sinx —cosx =1

tan x
(sinx)? =
2
sin x
2sin(30°+ x) —cosx =1+ ——
10
sin x _
1+cosx

7
i 6 6 = —
(sinx)® + (cos x) 16
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11.3.66.

11.3.67.

11.3.68.

11.3.69.

11.3.70.

11.3.71.

11.3.72.

11.3.73.

11.3.74.

11.3.75.

11.3.76.

11.3.77.

tan 3x = sin 6x
sin (g cos x) =1
sin 4x + (cos 2x)? = (sin 2x)?
cos3x = 3 cosx
V3sinx + cosx = V3
V3sin2x — 2(sinx)? = 1
tanx + cotx = 2sin 2x
sin2x + 1 = 4(cos x)?
sinx + tanx = sin 2x

V3sinx = cos x
2(sinx)? + cosx = 2

cos2x = sinx
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Oldjuk meg az alabbi egyenlétlenségeket a valés szamok halmazan!

11.3.78.

11.3.79.

11.3.80.

11.3.81.

11.3.82.

11.3.83.

11.3.84.

11.3.85.

11.3.86.

11.3.87.

1

1 T

+
(sinx)?

>4 xini,negészszém

[cos(mx)]? < 1
2

1
cosx(tanx— ><O
CcoS X

2cosx < sin2x
) 1
sin(mvx) < 5
sin 3x > sin(6x) — 2
1
(tan2x)? ———=< 1

(cos 2x)2
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11.3.88.

11.3.89.

11.3.90.

11.3.91.

11.3.92.

11.3.93.

11.3.94.

11.3.95.

11.3.96.

11.3.97.

11.3.98.

(cos 2x + sin2x)? < 1 + sin 4x

(cos2x)? < |(sin2x)? — 1|

T
. 2 -
4 sin x (cos x)* > cos (2 +x)

cos (3% - Zx)

COS X

tanx < 0

5m
tan (7 — x) = cotx

VA
sin (Sx - 7) < cot(3x —m)

sin 2x sin 5x < cos 5x cos 2x

V3 1

—cosx < =sinx
2 2

cosx + sinx <2

cosx — sinx = V2

1
(cotx)? — (sinx)? > 5
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11.3.99.
2 cosx — cos 2x > (sinx)?
11.3.100.

2sinx —sin2x >1—2cosx

Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszereket a valos szamok halmazan!

11.3.101.
x+y x—y 1
cos cos > T3
1
cosx - cosy =4
11.3.102.
Zsinx+cosy =1
{16(sinx)2+(cos;»c)2 =4
11.3.103.
1
(sinx siny = —
{ 42
1
t -t —_—
k anx-tany =
11.3.104.
sinx = 2siny
{ E
Ccosx = > cosy
11.3.105.
{ x'sin2a+y-cos2a =y
x-(1—cos2a)+y-sin2a=1
11.3.106.

1
sinx — cosy =5

cos 2x + cos 2y = 5
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11.3.107.

x+y=m
{sinx +siny =0
11.3.108.
Xty . x-y o
{sm 5 sin 5 =
sinx = siny
11.3.109.
{sin nx cosmy =0
x+y=0
11.3.110.
{tan x coty = sinxcosy
cosx = —1
11.3.111.
{tanx coty =1
tanycotx =1
11.3.112.
1
(sinx)? — cosy = >
1
(cosx)? +siny = >
11.3.113.
+y = 21
X+y=-
sinx
— =2
siny
11.3.114.
inGx—y) = 5
sin(x —y) = >
1
cos(x+y) ==
2
11.3.115.

{sinx+cosy: 0
cosx +siny = =2
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11.3.116.

_ 1
sinx-cosy =3

1
cosx-siny = —3
11.3.117.
{sin 2x-cos3y =1
sin4x = cos 3y
11.3.118.
sinx —cosy =5
cos2x + cos 2y = 3
11.3.119.
X+y=m
{sinx +siny =1
11.3.120.
o
cosx +cos2y =1
11.4 Vegyes feladatok

11.4.1. Bizonyitsuk be a kdvetkez6 egyenldséget!
2[(sinx)® + (cos x)®] — 3[(sinx)* + (cosx)*] +1 =0
11.4.2. Hozzuk egyszertiibb alakra a kdvetkez6 kifejezést!
(sina)? + (sinB)? + 2 sina sin § cos(a + B)
11.4.3. Legyen a +  + y = m. Bizonyitsuk be a kdvetkezd egyenldséget!
(sina)? + (sinB)? + (siny)? — 2 cos a cos B cosy = 2
11.4.4. Legyen a + B + y = m. Bizonyitsuk be a kdvetkezo egyenlOséget!

cotacotf + cotacoty + cotfcoty =1
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11.4.5. Bizonyitsuk be a kovetkezd egyenldséget!

T 2r 1
cos c cos =7
11.4.6. Bizonyitsuk be a kovetkezd egyenloséget!
T 4 3m 1
cos5 cos = =3

2

114.7. Legyen 0 < a < g és sin2a = P t%’ ahol t adott érték! Hatarozzuk meg a

sin a + cos a értékét!
11.4.8. Legyen 0 < a < 1 és

cosa (1 + cosa) + (sina)?

tanx = — .
sina (1 + cosa) —sinacosa

Hatarozzuk meg az x értékeét!

11.4.9. Fejezziik ki a kdvetkezo kifejezést cot x segitségével!

1
(sinx)?(cos x)?

Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszereket a valds szamok halmazan!

11.4.10.
{ (tanx)? — 2(coty)? =1
2(tanx)? — 3(coty)? = 3
11.4.11.
264y =2
tan2x +tany =1
11.4.12.

X
tan— = -1

{xy =naholnegész szam
8
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11.4.13.

{tanx—tanSy =0
cot3x +tan9y = 2

11.4.14.

{sin2x+ cosy =0
cos2x —siny = 2

Oldjuk meg az alabbi egyenldotlenségeket a valés szamok halmazan!

11.4.15.
(sinx)* > 4 — 3(sinx)?
11.4.16.
! +1 < (tanx)?
(cosx)? cosx = anx
11.4.17.
! 2 < (cotx)? -1
(sinx)? sinx cotx
11.4.18.
1+ sinx >sin2x + 2cosx
11.4.19.
< tanx
CcoS x
11.4.20.
1
- > cotx
sinx
11.4.21.
sin x cos 5x > cos x sin 5x
11.4.22.

cos 2x cos 3x < sin 2x sin 3x
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11.4.23.

cosx + sinx
cosx —sinx

11.4.24.
(tanx)? — (sinx)?
(cotx)? — (cosx)?
11.4.25.
1
(cos x)* — (sinx)* > 2
11.4.26.

3
(cosx)* + (sinx)* > 7

Oldjuk meg az alabbi egyenleteket a valés szamok halmazan!

11.4.27.
1
sinx — 5= J(cos6x)? —1
11.4.28.
T T
cos(x—z) —cos(3x+z) =2
11.4.29.
) 1
sin x cos x 3 =+v1—tanx
11.4.30.
V2
Vveotx —1 =sinx—7 ahol0<x<m
11.4.31.
COS X
V1 —sinx = - —
v1+ sinx
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11.4.32.

) TN T T
sm(x+H) = Cosxsma+cosa

11.4.33.

V1 +sinx ++/1— (sinx)?2 = 2 cos x
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12.Sikgeometria

12.1.Haromszogek

12.1.1. Egy derékszogii haromszog atfogdja 41cm. Teriilete 180 cm?. Mekkorak a befogok?

12.1.2. Egy derékszogili haromszog egyik befogdja 24 cm. Teriilete 120 cm?. Mekkora a koré,
illetve bele irhato kor sugara?

12.1.3. Hany olyan derékszogli haromszdg van, melynek egyik befogdja 15 cm, és oldalainak

mérdészama cm-ben mérve egész szam?

12.1.4. Hany olyan derékszdgii haromszog van, melynek egyik befogoja 40 cm, és oldalainak

mérdszdma cm-ben mérve egész szam?

12.1.5. Egy derékszogl haromszdg atfogoja c. Az atfogdhoz tartozo stlyvonal mértani kdzepe
a két befogonak. Mekkorak a befogdk?

12.1.6. Egy ABC egyenl6 szarii haromszog alapja 60 cm, magassaga 40 cm. Az AB alap F
felez6pontjabol merdlegeseket bocsatunk a szarakra, ezek talppontjai D és E. Mekkora a CEFD

négyszog kertilete, teriilete?

12.1.7. Egy ABC egyenld szar(i haromszog alapja 24 cm, magassaga 5 cm. Az AB alap F
felezOpontjabol merdlegeseket bocsatunk a szarakra, ezek talppontjai D és E. Mekkora a CEFD

négyszog kertilete, teriilete?

12.1.8. Az ABC egyenld szart haromszog (AC=BC) alapja 12 cm, szara 10 cm, alapjainak
harmadolopontjai D,E. Ezekbdl bocsassunk merdlegeseket a szarakra, ezek talppontjai F,G.

Hatarozzuk meg a DFCGE 6tszog keriiletét, tertiletét!

12.1.9. Az ABC egyenld szaru haromszog (AC=BC) keriilete 64 cm, alapjanak és a hozza
tartoz6 magassaganak aranya 3:2. Alapjainak harmadoldpontjai D,E. Ezekbdl bocsassunk
merdlegeseket a szarakra, ezek talppontjai F,G. Hatarozzuk meg a DFCGE 0tszog kertiletét,

teriiletét!

12.1.10. Egy haromszdg két oldala 6 cm illetve 7 cm. A harmadik oldalhoz tartozé magassag 4
cm. Mekkora a 3. oldal?

12.1.11. Egy haromszog két oldala 10 cm illetve 17 cm. A harmadik oldalhoz tartozé magassag
8 cm. Mekkora a 3. oldal?
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12.1.12. Egy szabalyos haromszog koré irhaté kor sugara 2 cm-rel nagyobb a beirt kor

sugaranal. Mekkorak a haromszdg oldalainak a hossza?

12.1.13. Egy derékszogli haromszog két oldala 10, és 12 cm. Mekkora lehet a koré, illetve beirt

korének a sugara?

12.1.14. Egy derékszogii haromszdg beirt korének a sugara 3 cm, teriilete 54 cm?. Mekkorak
az oldalai?

12.1.15. Egy derékszogii haromszdg beirt korének a sugara 1 cm, keriilete 15 cm. Mekkorak az
oldalai?

12.1.16. Hatdrozd meg a beirt, és a koré irt kor kozéppontjainak a tavolsagat abban a

derékszogli haromszogben, melyben a két befogd 12 és 16 cm!

12.1.17. Hatdrozd meg a beirt, és a koré irt kor kozéppontjainak a tdvolsagat abban a

derékszogli haromszogben, melyben a két befogo aranya 5:12, és az atfogd 26 cm!

12.1.18. Egy derékszogii haromszog két befogojanak aranya 8:15. Atfogdja 34 cm. Hatarozzuk
meg a befogokhoz tartozd szogfelezok hosszat! Milyen hosszi a derékszogli cstucsot és a

beirhato kor kdzéppontjat 0sszekotd szakasz hosszat!

12.1.19. Egy derékszogii haromszog atfogdja az egyik befogotol 2 cm-rel, a masik befogotol
16 cm-rel hosszabb. Mekkora az atfogéhoz tartozd magassaga? Mekkora a befogdk atfogora

es® merdleges vetlileteinek aranya?

12.1.20. Egy derékszogii haromszog atfogdjat a hozza tartoz6 magassag olyan szakaszokra
bontja, melyek kiilonbsége 6 cm. Az egyik befogd kétszer akkora, mint a masik. Mekkordk a

haromszog oldalai?

12.1.21. Egy derékszogii haromszog atfogdjat a hozza tartozd6 magassag olyan szakaszokra
bontja, melyek kiilonbsége 1 cm. Az kisebbik befogd 1 cm-rel rovidebb, mint az 4tfogo.

Mekkora a haromszogbe irhatd kor sugara?

12.1.22. Egy derékszogl haromszdg atfogdja c. Az egyik befogd a masik befogo és az atfogd
mértani kozepe. Mekkorak a befogok?

12.1.23. Az ABC derékszogii haromszog egyik befogdja 15 cm, a masik befogoja 9 cm-rel
rovidebb, mint az AB atfogd. Az AC befogod egy belsd K pontjara igaz, hogy AK=BK. Mekkora
a BK szakasz hossza?

182



12.1.24. Az ABC haromszogben az A csucshoz tartozé magassag talppontja D, a B csticshoz
tartozo¢ E. Az AB oldal felezOpontja F. Mekkordk a DFE haromszog szogei, ha a CAB szog
52°, a CBA szdg pedig 61°?

12.2.Négyszogek

12.2.1. Egy téglalap oldalai 20 és 12 cm-esek. A hosszabbik oldalan hol van az a pont, ami
egyenld tavol van két atellenes cstcstol? A rovidebik oldalan hol van az a pont, ami egyenld

tavol van két atellenes csucstol?

12.2.2. Egy derékszogl trapézt az egyik atldja két egyenld szarti derékszogli haromszogre

bontja. Mekkora a trapéz teriilete, ha a derékszogl szar d hosszusaga?

12.2.3. Egy ,,a” oldali négyzet egyik atlojanak harmadol6 pontja milyen tavol van a

csucsoktol?

12.2.4. Mekkora atmér6jii kor irhatd egy 20 cm illetve 14 cm alappal rendelkez6 szimmetrikus
trapézba?

12.2.5. Egy ABCD derékszogii érintdtrapéz szarainak az 6sszege 30 cm. Szamitsuk ki a trapéz
oldalainak a hosszat, ha a beirt kornek, az alapokra nem merdleges AD szarral vett érintési
pontja 1:7 aranyban osztja az AD szarat! (A BC szaron 1év6 E osztopontra igaz, hogy
CE:EB=1:77)

12.2.6. Egy ABCD derékszogli trapéz beirt korének sugara 10 cm. Szadmitsuk ki a trapéz
oldalainak a hosszat, ha a beirt kdrnek, az alapokra nem merdleges AD szarral vett érintési
pontja negyedeli az AD szarat! (A BC szaron 1év6 E osztopontra igaz, hogy CE : EB = 1:3)

12.2.7. Egy ABCD trapéz (AB || CD) BD és AC atlojanak metszéspontja E. Az ABE
haromszdg teriilete kilencszerese a CDE haromszog teriiletének. Az ABCD trapéz teriilete

hanyszorosa az EBC haromszdg teriiletének?

12.2.8. Egy ABCD trapéz BD ¢és AC atlojanak metszéspontja E. Az AB alap kétszer akkora,
mint a vele parhuzamos CD. Az ABCD trapéz teriilete hanyszorosa az EDA haromszog

teriletének?

12.2.9. Egy ABCD trapéz teriilete 420 cm? Az AB és a CD alapok aranya 5:2. Mekkora

tertileti részekre bontjak a trapézt az oldalfelezOpontok altal meghatarozott szakaszok?
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12.2.10. Egy ABCD trapézban 6sszekotjiik az oldalfelezépontokat. A keletkezd haromszogek
koziil a legnagyobbnak a teriilete 60 cm?. Mekkora a trapéz teriilete, ha az AB alap kétszerese
a CD alapnak?

12.2.11. Egy trapézban 0sszekotjiik az oldalfelezOpontokat. A keletkezé haromszogek koziil a
legkisebbnek a teriilete 120 cm?. Mekkora a trapéz teriilete, ha az AB alap haromszorosa a CD
alapnak?

12.2.12. Egy hiirnégyszog szogeinek aranya 5:6:7. Mekkorak lehetnek a hurnégyszog szogei?
12.2.13. Egy hiirnégyszog szogeinek aranya 6:9:5. Mekkorak lehetnek a hurnégyszog szogei?

12.2.14. Egy kor ABCD pontjaira a kovetkezok teljesiilnek: Az AB, illetve CD szel6t
elmetssziik egy AD-vel parhuzamos egyenessel. Ez az egyenes az AB szel6t E, a CD szel6t F
pontban metszi. Milyen sikidom az BCFE négyszog?

12.2.15. Két kor metszéspontjain keresztiil hizunk 1-1 szel6t, melyek a koroket tovabbi 1-1
pontban (A,B illetve C,D) metszik. Milyen sikidom az ABCD négyszog?

12.2.16. Egy szimmetrikus érint6trapéz alapjainak hossza 20 illetve 10 cm. Mekkorak az atlok

¢s a trapéz teriilete?

12.2.17. Egy szimmetrikus érintétrapéz szarainak hossza 24 cm. Alapjainak aranya 2:1.

Mekkorak az atlok és mekkora teriiletli részekre bontjak az atlok a trapézt?

12.2.18. Egy 25 cm sugaru kor koré egy olyan derékszogii trapézt rajzolunk, melynek legkisebb
oldala 37.5 cm. Mekkora a trapéz teriilete?

12.2.19. Egy 10 cm sugaru kor koré egy olyan derékszogi trapézt rajzolunk, melynek legkisebb

oldala 15 cm. A trapéz teriiletének hany szézaléka esik a koron kiviilre?

12.2.20. Adott egy szimmetrikus trapéz magassaga mértani kdzepe az alapoknak? Milyen

négyszog az adott trapéz?

12.3.Sokszogek

12.3.1. Egy szabalyos sokszognek 170 atloja van Osszesen. Hany Iényegesen kiilonb6zo

(hosszra valo tekintettel) atloja van?

12.3.2. Egy szabalyos sokszog belsé szogeinek sszegét az X°* —1790x* —18000x = 0 egyenlet

gyoOkei adjak. Hany atloja, szimmetriatengelye van?
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12.3.3. Egy szabalyos sokszdg atloinak szamat az X* —11x* — 26X = 0 egyenlet gyokei adjak.

Mekkora egy bels6 szoge? Hany kiilonbdz6 hosszusagu atloja van?

12.4 Koros feladatok

12.4.1. Milyen tavol van egymastdl egy 10 cm sugara korben egy 12 cm-es, illetve egy 16 cm-

es parhuzamos har?

12.4.2. Mekkoraaz r,ha R =10 cm?

N

12.4.3. Mekkoraa R, har=5cm?

12.4.4. A félkor sugara 1 cm. Mekkora a masik két kor sugara?

12.4.5. A két nagyobb kor sugara J2 cm. Mekkora a kisebbik kor, és a félkor sugara?

12.4.6. Mekkora a kor sugara, ha a korivek sugara 10 cm?

12.4.7. Mekkora a korivek sugara, ha a kor sugara 6 cm? (lasd. fenti abra)
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12.4.8. Mekkora a kor sugara, ha a félkorok sugara 10 cm?

12.4.9. Mekkora a félkorok sugara, ha a kor sugara 6 cm? (lasd fenti abra)

12.4.10. Szamitsuk ki a szaggatott vonallal jelolt kor sugarat, ha a félkorok atméréje 8 cm!

12.4.11. Szamitsuk ki a félkorok sugarat, ha a szaggatott vonallal jelolt kor sugara 5 cm!

12.4.12. Egy kor sugara 5 cm. Eltoljuk a kort ugy, hogy ha az eredeti kor kdzéppontjat
Osszekotjiik az eltolt korrel vald metszéspontokkal, akkor a két sugar merdleges lesz egymasra.

Mekkora a két kor kozos részének a teriilete?

12.4.13. Egy kor sugara 6 cm. Eltoljuk a kort ugy, hogy ha az eredeti kor kdzéppontjat
Osszekotjiik az eltolt korrel valdo metszéspontokkal, akkor a két sugar 120°-os szoget zar be

egymassal. Mekkora a két kor k6zos részének a teriilete?

12.4.14. Egy 8, illetve 5 cm sugara kor kozos belsé érintészakaszainak a hossza 10 cm.
Mekkora a kézéppontjainak a tavolsaga?

12.4.15. Egy 12, illetve 8 cm kor kozos kiilsé érintészakaszainak a hossza 32 cm. Mekkora a

kozéppontjainak a tavolsaga?

12.4.16. Egy 10, illetve 8 cm kor kozéppontjainak a tavolsaga 20 cm. Milyen hosszu a k6zos

kiilso, illetve k6zos belsd érintdszakaszok hossza?

12.4.17. Két kiviilr8l érintkezé kor sugarai 9 cm, 4 cm. Erintik ugyanazt az egyenest is.

Mekkora az érint6 szakasz hossza?
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12.4.18. Két kiviilr6l érintkezé kor sugarai 24 cm, 14 cm. Erintik ugyanazt az egyenest is.
Mekkora az érintési pontok tavolsaga?

12.4.19. Egy 10 cm sugaru félkoriv felezOpontja P. A félkoriv tetszdleges Q pontjdnak az

atmérdre esd merdleges vetiilete M. Mivel egyenlé a PM?+QM??

12.4.20. Egy A pontbdl egy k korhoz huzott érintészakasz hossza 30 cm. Az A-bdl a korhoz
hazott szeld 12 cm tavolsagra van a k kor kozéppontjatél. Ennek a szeldnek kisebbik szelete

15 cm. Mekkora a k kor sugara?

12.4.21. Egy 5 cm sugaru korhoz 12 cm hosszu érintdket huzhatunk egy kiils6é pontbdl. Milyen

hosszu az a szakasz, amely az érintési pontokat koti 6ssze?

12.4.22. Egy A pontbol egy k kdrhoz hazott érintd 10 cm. Az A ponton athaladé szeld a k kor

kdzéppontjatdl 4 cm tavolsagra van, hosszabbik szelete 20 cm. Mekkora a k kor sugara?

12.4.23. Egy A pontbol egy k korhdz huzott érinté 6 cm. Az A pont a k kor kozéppontjatol (K)
9 cm tavolsagra van. A P-bdl a k-hoz hiuzott szel6 () hosszabbik szelete 12 cm. Mekkora a K

pont €s az e egyenes tavolsaga?

12.4.24. Egy 6 illetve 8 cm sugart kor kozéppontjainak tavolsaga 20 cm. A centralisuk

(kozéppontjaikat 6sszekotd egyenes) melyik pontjabol hiizhato egyenld hosszua érint6?
12.5.Hasonlosag

12.5.1. Mekkorak annak a haromszdgnek az oldalai, amelybe két olyan érintkezd kor irhato,

melyek a haromszog oldalait is érintik, és a sugarak 6, illetve 9 cm?

12.5.2. Mekkorak annak az egyenld szari haromszdgnek a szarai, amelybe két olyan érintkez6
kor irhatd, melyek a haromszdg oldalait is €rintik, és a nagyobbik sugara 8§ cm, a hdromszog
alapja pedig 12 cm?

12.5.3. Egy egyenl6 szart haromszog alapjahoz tartoz6 magassaga 12 cm, a szarhoz tartoz6é 9

cm. Mekkora a haromszogbe irhat6 kor teriilete?

12.5.4. Egy egyenld szart haromszog alapjahoz tartozo illetve a szarhoz tartoz6 magassaganak

aranya 5:4. Teriilete 48 cm?? Mekkora a haromszog koré irhaté kor sugara?

12.5.5. Az ABC haromszog B csticsabdl induld egyenes az AC oldalt egy P pontban metszi. Az
igy keletkez6 ABC illetve CPB szogek megegyeznek. Az AP szakasz hossza 5 cm, a PC
szakasz¢ 6cm. Mekkora a BC oldal?
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12.5.6. Az ABC haromszog B csticsabdl indul6 egyenes az AC oldalt egy P pontban metszi. Az
igy keletkez6 ABP illetve ACB szdgek megegyeznek. Az AB oldal hossza 6 cm, az AC oldalé
12 cm. Mekkorék a PC és AP szakaszok?

1257.A D ¢és E pontok az ABC egyenldszari héaromszog

harmadolopontjai. Hatarozzuk meg az FA és FB szakaszok aranyat!

125.8.A D az ABC egyenl6szari hiromszog CB oldalat 1:3

aranyban osztja, mig az E pont a CA oldalt 3:1 aranyban. Hatarozzuk

meg az FB és FA szakaszok aranyat!

12.5.9. Egy szabalyos haromszog oldalai 12 cm hosszuak. Az egyik
oldalaval parhuzamos két egyenes harom egyenlo tertiletii részre bontja a haromszdget. Milyen

hosszuak a parhuzamosok haromszdgbe esé szakaszai?

12.5.10. Egy szabalyos haromszog oldalai 10 cm hossztiak. Az egyik oldalaval parhuzamos
egyenes két egyenld terliletii részre bontja a haromszoget. Milyen hosszi a parhuzamos
haromszogbe esé szakasza? Mekkora keriiletii sikidomokra bontja ez a szakasz a szabalyos

haromszoget?

12.5.11. Egy haromszog egyik oldalanak harmadoldpontjain keresztiil parhuzamosokat huzunk

az egyik oldallal. Hatarozzuk meg a keletkez6 sikidomok teriiletének aranyat!

12.5.12. Egy haromszog egyik oldalanak negyedeldpontjain keresztiil pairhuzamosokat huzunk

az egyik oldallal. Hatarozzuk meg a keletkez0 sikidomok tertiletének aranyat!

12.5.13. Egy egyenl6 szart haromszog alapja 24 cm, a hozza tartozé6 magassag hossza 15 cm.
A haromszogbe téglalapot irunk, amelynek egyik 8 cm hosszu oldala illeszkedik a haromszog
alapjara, a masik két csticsa pedig a haromszog 1-1 szaran talalhatd. Mekkora a téglalap masik
oldala?

12.5.14. Egy egyenld szaru haromszog alapjahoz tartoz6 magassag hossza 12 cm, szara 20 cm.
A haromszogbe téglalapot irunk, amelynek egyik 10 cm hosszu oldala illeszkedik a haromszog
alapjara, a masik két csticsa pedig a haromszog 1-1 szaran talalhatd. Mekkora a téglalap masik
oldala?

12.5.15. Az ABCD trapéz AD szaranak hossza 6 cm. A trapéz DCE kiegészité haromszdgének
DE oldala 4 cm hosszi. Mekkorak az alapok, ha az CD alap 2 cm-el rovidebb? Hogy aranylik

a kiegészitd haromszog teriilete a trapéz tertiletéhez?
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12.5.16. Egy szimmetrikus trapéz hosszabbik alapja 15 cm, a révidebbik 10 cm. Szara 2 cm-el
kisebb, mint a kiegészitd haromszogének azon oldala, amely a szar egyenesén van. Mekkora a

szara? Hogy aranylik a kiegészitd haromszog teriilete a trapéz teriiletéhez?

12.5.17. Egy trapéz alapjai 12 és 8 cm. Kossiik 0ssze a szarak harmadolopontjait az alapokkal

parhuzamosan, hatarozzuk meg a keletkez6 szakaszok hosszat!

12.5.18. Egy trapéz alapjai 25 és 15 cm. Kossiik 0ssze a szarak negyedeldpontjait az alapokkal

parhuzamosan, hatarozzuk meg a keletkez6 szakaszok hosszat!

12.5.19. Hatarozzuk meg az FE szakasz hosszat, ha AB=5 cm,
CD=3 cm, AF=10 cm!

12.5.20. Hatarozzuk meg az AB szakasz hosszat, ha FE=6 cm,
CD=8 cm, AF=12 cm! ’ F ‘

12.5.21. Egy 21 illetve 28 cm sugar(i kor k6zos belsé érintéinek metszéspontja 30 cm-re van a
kisebbik sugara kor kozéppontjatol. Milyen tavolsagra van a két kozéppont egymastol?

12.5.22. Egy 3 illetve 4 cm sugard kor kozos kiilsé érintdk metszéspontja 40 cm-re van a

nagyobbik sugart kor kozéppontjatol. Milyen tavolsagra van a két kozéppont egymastol?

12.6.Vegyes feladatok

12.6.1. Egy derékszdgli haromszog befogdinak aranya 4:3. Teriilete 54 cm?. Az atfogéhoz
tartoz6 magassag két haromszogre bontja. (h1, ho) Mekkora ezek keriilete? Milyen tavolsagra
van a hi, ho haromszogek beirhatd korének kézéppontja?

12.6.2. Egy deré¢kszogi haromszog atfogdja 26 cm, beirhaté korének sugara 4 cm. Mekkora
teriiletti haromszogekre (hi, h2) bontja az eredeti haromszoget az atfogéhoz tartoz6 magassag?
Milyen tavolsagra van a két haromszog (hi, h2) beirhatd korének kozéppontja? Milyen

tavolsagra van a két haromszog (hy, h2) koré irhatd korének kézéppontja?

12.6.3. Vizszintes talajon allo, két fliggbleges oszlop tavolsaga 10 m. Az egyik oszlop 3 m, a
masik 6 m magas. A talppontjukat 6sszekotd szakasz melyik pontjabol latszik derékszog alatt

az oszlopok tetejét 0sszekotd szakasz?

12.6.4. Vizszintes talajon allo, két fliggbleges oszlop tavolsaga 12 m. Az egyik oszlop 5 m, a
masik 9 m magas. A talppontjukat 6sszekotd szakasz melyik pontjabol latszik derékszog alatt

az oszlopok tetejét 0sszekotd szakasz?
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12.6.5. Egy észak-kelet felé halad6 autérol két hegycsucs (amelyek 100 km tavolsagra vannak
egymastol) koziil az egyik északi, a masik keleti irdnyban helyezkedik el. Hirom 6ra mutlva az
egyik nyugati, a masik délkeleti irdnyban helyezkedik el. Mekkora az aut6 sebessége, ha
egyenes vonalban halad?
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13.Térgeometria

13.1.Hasabok, hengerek

13.1.1. Egy kocka ¢€le 3 cm-rel kisebb, mint egy masik kocka €le. Térfogatuk kiilonbsége 447.75
cm?®. Mekkora a felszineik kiilonbsége?

13.1.2. Két kocka koziil egy fehér kocka felszine 30%-al kisebb, mint egy feketé¢. Hany %-al
nagyobb a fekete kocka térfogata, mint a fehéré?

13.1.3. Két kocka koziil egy fehér kocka térfogata 20%-al kisebb, mint egy feketéé. Hany %-al
kisebb a térfogata, mint a fekete kocka térfogata?

13.1.4. Egy deciméterben mérve egész szam ¢élhossziisag kockat feldarabolunk 486 db kockara
ugy, hogy koziiliik 485 db egybevagd 1dm €l kocka és egy *b’ €l kocka. Hatarozzuk meg az

eredeti kocka és a ’b’ €l kocka felszinének kiilonbségét!

13.1.5. Egy centiméterben mérve egész szam ¢lhosszisagh kockat feldarabolunk 118 db
kockara ugy, hogy koziiliik 117 db egybevago 1 cm élii kocka és egy *b’ €lii kocka. Hatarozzuk
meg, hogy a ’b’ élii kocka térfogata hany %-a az eredeti kocka térfogatanak!

H G

13.1.6. Adott az abra szerinti ABCDEFGH kocka, a K pont a
BF ¢l F-hez kozelebbi harmadolopontja. \

a) Mekkora a kocka térfogata, ha KG =4- V10 cm. A vélaszt
tized dm3-ben adjuk meg!

b) Mekkora szdget zar be az EFG haromszog sikja az EGK

haromszog sikjaval? ; :
13.1.7. Adott a 13.1.6 feladat abraja szerinti ABCDEFGH kocka, a K pont a BF ¢l felez6pontja.
a) Mekkora a kocka térfogata, ha KG =4- J5dm . A valaszt szazad m3-ben adjuk meg!

b) Mekkora szoget zar be az EFG haromszog sikja az EGK

haromszog sikjaval?

13.1.8. Adott az abra szerinti ABCDEFGH téglatest. A
DAHZ/=45°, illetve a BAF £=30°.

a) Mekkora az FAH/?

b) Mekkora az AEH ¢és az AFH sikok hajlasszoge?
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13.1.9. Adotta 13.1.8-as feladat abraja szerinti ABCDEFGH téglatest. A DAH/=30°, illetve
a BAFZ=60°.

a) Mekkora az GBE£?

b) Mekkora az ADB ¢és az EDB sikok hajlasszoge?

13.1.10. Adott a 13.1.8-as feladat abraja szerinti ABCDEFGH téglatest. AB=10 cm, BC=8 cm,
AE=6 cm. Az FG ¢l felez6pontja legyen P, a GH ¢l felez6pontja pedig R.

a) Hatarozzuk meg az ADHE lap és a DAP haromszog sikjanak a hajlasszogét!

b) Hatarozzuk meg az ABCD lap és a ABR haromszog sikjanak a hajlasszogét!

13.1.11. Egy téglalap egyik oldala kétszerese egy masik oldalnak, és minden oldala 3-tdl
nagyobb, centiméterben mérve egész szam. A téglalapot befestjiik kékre, majd a lapjaival

parhuzamosan 1 cm élii kockékra daraboljuk. Igy 136 olyan kocka keletkezik, amelyiknek
pontosan az egyik lapja kék. Mekkora lehet a téglatest térfogata?

13.1.12. Egy négyzetes oszlop minden oldala 4-t6] nagyobb, centiméterben mérve egész szam.
Az oszlopot befestjiik kékre, majd a lapjaival parhuzamosan 1cm éli kockékra daraboljuk. igy
64 olyan kocka keletkezik, amelyiknek pontosan két lapja kék. Mekkora lehet az oszlop
térfogata?

13.1.13. Egy szabalyos haromszog alapti hasab alaku tartdly magassaga 20 m, térfogata
500-v3 m?.

a) Mekkora a felszine?

b) Milyen magasan all benne 6000— 600-+/3 hektoliter folyadék, ha az egyik oldallapjara
fektetjiik?

13.1.14. Egy konténer olyan 1.5 méter magas egyenes hasab, melynek alaplapja egy

szimmetrikus trapéz 1.6 és 4 méteres alapokkal, szarai 2 méteresek.
a) Készitslink vazlatot, és szamitsuk ki a konténer térfogatat!

b) Allapitsuk meg milyen magasan all benne 4.5 m® folyadék (ha ,,természetes helyzetben”, a
trapézok a vizszintesre merdlegesen, helyezkednek el, gy hogy az 1.6 méteres alap €rintkezik
a talajjal).

13.1.15. Egy konténer olyan 3.12 m® térfogati egyenes hasab, melynek alaplapja egy

szimmetrikus trapéz, 2.2 €s 3 méteres alapokkal, szarai 1 méteresek.

192



a) Készitslink vazlatot, és szamitsuk ki a hasdb magassagat!

b) Allapitsuk meg milyen magasan all benne 2 m® folyadék (ha ,,természetes helyzetben”, a
trapézok a vizszintesre merdlegesen, helyezkednek el, ugy hogy az 2.2 méteres alap érintkezik
a talajjal)!

13.1.16. Egy tartaly alakja olyan egyenes szabalyos hatszdg alapu hasab, melynek alapéle 0.75
méter, magassaganak a 40%-a a hatszog legrovidebb atloja.

a) Hatarozzuk meg a tartaly felszinét és térfogatat!

b) Milyen magasan all benne a 1.5 m® viz, ha az egyik oldallapjara allitjuk?

13.1.17. EQy szabalyos haromszog oldala 12 cm. Minden oldaldval huzunk egy parhuzamost
egy 0.3 dm-tdl kisebb d tavolsagra. A parhuzamosok mentén felhajtjuk a lapokat, és igy
keletkezik egy szabalyos haromszog alapu hasab. Mekkora d esetén lesz a hasab térfogata

maximalis?

13.1.18. Egy négyzet oldalainak hossza 20 cm. Minden oldalaval hizunk egy parhuzamost egy
5 cm-tdl kisebb x tavolsagra. A parhuzamosok mentén felhajtjuk a lapokat, és igy keletkezik

egy négyzetes oszlop. Mekkora x esetén lesz az oszlop térfogata maximalis?

13.1.19. Egy forgashenger alapkorének atmérdje 20 cm, magassdga 40 cm. Elmetssziik a
tengelyétdl 3 cm tavolsagra 1évo, parhuzamos sikkal. Mekkora a lemetszett, kisebbik rész

felszine, térfogata?

13.1.20. Egy forgashenger magassaga 25 cm. Elmetssziik a tengelyétdl 4 cm tavolsagra 1évo,
parhuzamos sikkal Ggy, hogy az alapkoron keletkez6 hur hossza 6 cm. Mekkora a lemetszett,
kisebbik rész felszine, térfogata?

13.1.21. Egy forgashenger felszine 500m cm?, tengelymetszetének teriilete 300 cm?. Elmetssziik
a tengelyétdl 6 cm tavolsagra 1évd, parhuzamos sikkal. Mekkora a lemetszett, kisebbik rész

felszine, térfogata?

13.2. Gulak, kapok

13.2.1. Egy szabalyos négyoldalu gula alapéle 12 cm, oldaléle 10 cm. Elmetssziik az alaplappal,
parhuzamos sikkal igy, hogy a keletkezo testek térfogata megegyezik. Mekkora a sikmetszet

keriilete? Milyen tavol van a sikmetszet az alaplaptol?
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13.2.2. Egy szabdlyos hatoldalt gula alapéle 10 cm, magassaga 12.5 cm. Elmetssziik az
alaplappal, parhuzamos sikkal ugy, hogy a lemetszett gtila térfogata nyolcadrésze az eredeti
gula térfogatanak. Mekkora a sikmetszet kertilete? Milyen tavol van a sikmetszet az alaplaptol?

13.2.3. Egy kocka ¢lei 12 cm-esek. Minden cstcsnal a hozzé kdzelebb es6 élharmadolopontokat
tartalmazé sik mentén levagjuk a sarkokat. Hatdrozzuk meg a keletkezd test felszinét és
térfogatat!

13.2.4. Egy kocka minden csucsnal a hozza kozelebb es6 élnegyedelépontokat tartalmazo sik
mentén levagjuk a sarkokat. A megmaradt test térfogata 120 cm®. Mekkora a kocka éle?

13.2.5. Hatarozzuk meg annak az dbran lathat6 e -

testnek a felszinét és térfogatat, amelynek

alaplapja egy téglalap, oldallapjai két
egybevagd egyenld szari haromszog, és két
egybevagd szimmetrikus trapéz. AB=10 cm,

BC=4 cm. BF=5 cm, EF=6 cm.

13.2.6. Hatarozzuk meg az el6z6 feladathoz hasonlo test felszinét és térfogatat, ha az alaplap
keriilete 68 cm, teriilete 284 cm?. EF=BF= 10 cm.

13.2.7. Egy épiilet also része egy 3 méter magas, szabalyos 10-szog alapu hasab 1.5 méteres
alapélekkel, felsd része egy 2 méter magas gula, melynek alaplapja megegyezik a hasab
feddlapjaval. Hany fiitétest kell a felmelegitéséhez, ha 1 fiitétest 150 m3-t tud felfiiteni? Mennyi
pénzbdl lehet kiviilrél lefesteni, ha egy 5 literes festék ara 15.000 Ft? (1 literrel 75 m? teriilet

festhetO be és ugyanazzal a festékkel festjiik le az also, és a felsd részét is)

13.2.8. Egy szabalyos haromoldalu gula alaplapjanak teriilete 7243 cm?, oldallapjanak teriilete
2477 cm?2 Mekkora a térfogata?

13.2.9. Egy szabalyos négyoldalu gula felszine 420 cm?, oldallapjanak teriilete az alaplap
teriiletének 4/5 -6d része. Mekkora a térfogata?

13.2.10. Egy gtla magassaga 20 cm. Az alapjatdl 5 cm tavolsagra 1évo parhuzamos sikmetszet
teriilete 144 cm?. Mekkora a giila térfogata?

13.2.11. Egy egyenes korkup alkotoja 15 cm. Tengelymetszetének teriilete 108 cm?. Mekkora
a kup felszine, térfogata, kiteritett palastjanak kdzépponti szoge?

13.2.12. Egy egyenes korktip tengelymetszetének teriilete 600 cm?, az alkotok az alaplappal
50°-o0s szoget zarnak be. Mekkora a klip felszine és térfogata, kiteritett palastjanak kdzépponti
szOge?
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13.2.13. Egy kiip magassaga 15 cm. Az alapjatol 8 cm tavolsagra 1évd parhuzamos sikmetszet
teriilete 100 cm?. Mekkora a kup felszine, térfogata?

13.2.14. Egy egyenes korkup kiteritett palastjanak a teriilete p .A kiteritett palast kozépponti
szoge 150°. Mekkora a kup térfogata?

13.2.15. Egy egyenes korkup tengelymetszetének a teriilete 60 cm?. A kiip alaplapjatol 3 cm-
re elmetssziik a kupot az alaplapjaval parhuzamos sikkal. Ennek a sikmetszetnek a teriilete
16m cm?2. Mekkora a kiip térfogata?

13.3. Csonkagula, csonkakup

13.3.1. Egygulat elmetsziink az alaplapjaval parhuzamos sikokkal magassaganak harmadol6-

pontjain keresztiil. Hatdrozzuk meg a keletkez6 testek térfogatanak az aranyat!

13.3.2. Egygulat elmetsziink az alaplapjaval parhuzamos sikokkal magassaganak negyedelo-

pontjain keresztiil. Hatdrozzuk meg a keletkez6 testek térfogatanak az aranyat!

13.3.3. Egy kupot tigy metsziink el az alaplapjaval parhuzamos sikkal, hogy a keletkez6 kup és

csonkakup térfogata egyenld. Hatdrozzuk meg a magassaguk aranyat!

13.3.4. Egy kupot tigy metsziink el két, az alaplapjaval parhuzamos sikkal, hogy a keletkez6

testek térfogata egyenld. Hatarozzuk meg a magassaguk aranyat!

13.3.5. Egy szabalyos négy oldali csonkaguldban az alaplap és a feddlap teriiletének aranya
1:4, az oldallap teriilte feleakkora, mint az alaplap. Térfogata 360 cm®. Mekkora a felszine?

13.3.6. Egy tartaly alakja lefelé keskenyedd négyoldalu csonkagula, melynek alapéle 2 m,
fedééle 3 m, mélysége 1.5 m. Mennyi viz van benne, ha a magassaganak haromnegyed részéig

ér?

13.3.7. Egy tartaly alakja lefelé keskenyedd csonkaktip, mely alapkorének atmérdje 120 cm,
fedokorének atmérdje 2 m, mélysége 1 m. Mennyi viz van benne, ha a csonkaktp

magassaganak 92%-1g ér?

13.3.8. Egy tartaly alakja lefelé keskenyedd négyoldalu csonkagula, melynek alapéle 160 cm,

feddéle 4m, mélysége 2.5 m. Hany liter folyadék van benne, ha a magassaganak 45%-ig ér?

13.3.9. Egy tartaly alakja lefelé keskenyedd hatoldalu csonkagula, melynek alapéle 40 cm,
feddele 1 m, mélysége 3 m. Hany liter folyadék van benne, ha a magassaganak két harmad

részeéig €r?
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13.3.10. Egy szabalyos négyoldalu gulat elmetsziink egy olyan sikkal, ami 4thalad az alaplap
egyik atlojan, és a giila magassagan (a csucspont és annak az alaplapra es6 merdleges vetiiletét
Osszekoté szakaszon). Ennek a sikmetszetnek a teriilete 96 cm?. A gula csucsatol 6 cm-re
elmetssziik a ghilat az alaplapjaval parhuzamos sikkal. Ennek a sikmetszetnek a teriilete 48 cm?.

Mekkora a keletkez6 csonkagula felszine és térfogata?

13.3.11. Egy egyenes korkup tengelymetszetének a teriilete 90 cm?. A kiip alaplapjatol 4 cm-
re elmetssziik a kupot az alaplapjaval parhuzamos sikkal. Ennek a sikmetszetnek a teriilete
25m cm?2. Mekkora a keletkezé csonkakup térfogata?

13.3.12. Egy egyenes korkup magassaga 8 cm, alapkorének atmérdje 12 cm. Az alaplappal
parhuzamosan kettévagjuk a kapot ugy, hogy a sikmetszet illeszkedik a kup tengelymetszet

beirhatd korének kozéppontjara. Mekkora a keletkezd csonkakup felszine?

13.4. Egymasba irt testek, gombok

13.4.1. Egy szabalyos négyoldalu gula minden éle 10 cm. Mekkora a bele irhatd maximalis

térfogata kocka felszine?

13.4.2. Egy egyenes korktp alkotoja 15 cm, alaplapjanak atmérdje 18 cm. Egy olyan hengert
irunk bele, melynek alaplapja illeszkedik a kap alaplapjara, fedokore pedig érinti a kap
palastjat, tovabba magassaga egyenl6 az alaplapjanak atmérdjével. Mekkora ennek a hengernek

a térfogata?

13.4.3. Egy szabalyos négyoldalt gula oldaléle 12 cm, magassaga 10 cm. Mekkora a bele,

illetve koré irhatdé gomb térfogata?

13.4.4. Egy szabalyos négyoldalu gtila alapéle 8 cm, magassaga 5 cm. Mekkora a bele, illetve

koré irhat6 gomb térfogata?

13.4.5. Egy egyenes korkup nyilasszoge 80°, alkotdja 10 cm. Mekkora a bele, illetve koré irhatod

gomb felszine?

13.4.6. Egy egyenes korkiip tengelymetszetének teriilete 240 cm?, alkotdja 26 cm. Mekkora a

bele, illetve koré irhatdé gomb felszine?

13.4.7. Egy forgaskorkup alkotéja 20 cm, alapkdrének atmérdje 32 cm. Az alaplappal
parhuzamosan kettévagjuk a kupot gy, hogy a sikmetszet illeszkedik a kup beirhatéd

gombjének kdzéppontjara. Mekkora a Mekkora a keletkezé csonkakup térfogata?
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13.4.8. Egy félgomb atmérdje 50 cm. Mekkora a lehetd legnagyobb térfogatii beleirhato
téglatest magassaga, amelynek alaplapja (oldalai 10 és 12 cm) illeszkedik a félgomb fokorére?

13.4.9. Egy vizszintesen fekvd papirlap felett 16 cm-re van egy lampa. Ez megvilagit egy

rézgolyodt a lapon, melynek arnyéka 24 cm atmérdji kor. Mekkora a rézgoly6 térfogata?

13.4.10. Egy csonkakip alapkorének atmérdje 32 cm, fedokorének atmérdje 20 cm. Mekkora

a beleirhaté gomb térfogata?

13.4.11. Egy lefelé keskenyedd csonkaktp belsejében 1évé 24 cm sugar goémb érinti a
csonkakup alapkorét, melynek atmérdje 16 cm, €s paléstjat is. A fedokor atmérdje 40 cm.

Mekkora a csonkaktp térfogata?
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14.Sorozatok

14.1. Szamsorozatok, rekurziv sorozatok

14.1.1. Hanyféleképpen jutunk fel egy 12 1épcsébdl allo 1épesdsoron, ha 1 vagy 2 1épcsdfokot

Iéphetiink egyszerre?

14.1.2. Hanyféleképpen jutunk fel egy 8 1épcsébdl allo 1épesdsoron, ha 1,2 vagy 3 1épeséfokot

Iéphetiink egyszerre?

14.1.3. Egy sorozat tagjait a harmadik tagtdl kezdve a kovetkezd rekurziv képlettel tudjuk
megadni: an=(-1)"-an-1+an-2, ahol a;=1 és a>=1. Mennyi a sorozat 2019. eleme, és az els6 2019

tag Osszege?

14.1.4. Egy sorozat tagjait a harmadik tagtol kezdve a kovetkezd rekurziv képlettel tudjuk
megadni: ax=ak-1-ak-2, ahol a;=1 és a,=1. Mennyi a sorozat 2018. eleme, ¢s az elsé 2018 tag

osszege?

14.1.5. Bontsuk csoportokra a pozitiv egész szamokat a kovetkez6 szerint: (1), (2,3), (4,5,6),
(7,8,9,10),...... stb. a) Az 50.-ik csoportnak melyik az els6 és melyik az utols6 eleme? A 2019
hanyadik csoportnak hanyadik eleme?

14.1.6. Bontsuk csoportokra a természetes szamokat a kovetkezo szerint: (0), (1,2), (3,4,5),
(6,7,8,9),...... stb. a) A 100.-ik csoportnak melyik az elsd és melyik az utolsé eleme? Az 1789
hanyadik csoportnak hanyadik eleme?

14.1.7. Egy tenyészetben az elsd percben 2 mm? teriilet lesz fertézott, a masodik percben 3
ijabb mm? teriilet fertdzédik meg. Ezek utan a fertézés minden percben az addigi 6sszegnek
megfeleld, azaz a harmadik ordban 5, a negyedik ordban 10 mm? teriilet fertézédik meg.

Valtozatlan tendencia mellett hanyadik percben emelkedik a fertdzott teriilet 10 m? felé?

14.1.8. Egy teriileten januarban hogy 4 j nytl volt, februarban 3 kisnyul sziiletett. Ezek utan a
nyulak szaporoddsa minden hénapban az addigi Osszegnek megfeleld, azaz marciusban 7,
aprilisban mar 14 kisnyul sziiletett. Valtozatlan tendencia mellett melyik honapban lesz a
nyulak szdma 100.000 felett?

14.1.9. Egy an szamsorozatra a kdvetkezdk teljesiilnek. A harmadik tagtél kezdve minden tag
kiszamithatd az an = an1t12-an2 képlet alapjan. Az ai1, a2, as-9a1 egy szamtani sorozat

szomszédos tagjai. Az an szamsorozat elsd 5 tagjanak az 9sszege 682. Mekkora a hatodik tagja?
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14.2. Szamtani és mértani sorozatok

14.2.1. Egy haromjegyli szam jegyei egy szamtani sorozat tagjai. Ha a szamot elosztjuk
jegyeinek Osszegével 20.5-et kapunk. Ha a szazasok és a tizesek helyén 4all6 szamjegyeket

felcseréljiik, akkor az eredetitdl 270-el nagyobb szdmot kapunk. Melyik ez a szdm?

14.2.2. Egy haromjegyli szam jegyei egy szamtani sorozat tagjai. Ha a szamot elosztjuk
jegyeinek Osszegével 48-at kapunk. Ha a szazasok és az egyesek helyén allo szamjegyeket

felcseréljiik, akkor az eredetitdl 396-al kisebb szamot kapunk. Melyik ez a szam?

14.2.3. Egy szamtani sorozat els§ 3 tagja a tizes szamrendszerben felirva ab;ba;a0b. Melyek
ezek a szamok?

14.2.4. Egy szamtani sorozat elsé 3 tagja a tizes szamrendszerben felirva a;ab;bba. Melyek
ezek a szamok?

14.2.5. Az a, szamtani sorozatrol tudjuk, hogy a;=t, és at=r, adjuk meg az a, sorozatot az n, r, t
fiiggvényekében!

14.2.6. Az an szamtani sorozat differencidja d, elsé harom elemének Gsszege bi, kdvetkezo
harom elemének Osszege bz, és igy tovabb. Igazoljuk, hogy a bn sorozat is szamtani, illetve

adjuk meg a differenciajat, elsé elemét as-el és d-vel.

14.2.7. Az a, szamtani sorozat differencidja d, els6 6t elemének Osszege bi, kovetkezd 6t
elemének Osszege bo, €s igy tovabb. Igazoljuk, hogy a by sorozat is szadmtani, illetve adjuk meg

a differenciajat, els6 elemét as-el és d-vel.

14.2.8. Egy szamtani sorozat 1011.-ik eleme egyenld a sorozat differenciajaval. Mennyi az els6
2019 tag 0sszege?

14.2.9. Egy szamtani sorozat elsé 10 elemének Osszege 390. Az elsé 5 elem 6sszege 200-al

kisebb, mint a kdvetkezd 5 tag 6sszege. Melyik ez a sorozat?

14.2.10. Egy an szamtani sorozat elsé 21 eleme koziil a paratlan indexii tagok Osszege 15-el
nagyobb, mint a parosoké, valamint axo = 3a9. a) Hanyadik tagja a 23? b) Az els6tdl kezdve
hany tagot kell 6sszeadni, hogy az 0sszeg legalabb 2000 legyen?

14.2.11. Melyik az a szdmtani sorozat, amelyben az els6 két tag négyzetdsszege 208, a masodik

¢s a harmadik tag négyzetdsszege 4007

14.2.12. Egy der¢kszogli haromszog oldalai egy szamtani sorozat szomszédos tagjai. Mekkorak
a szogei?
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14.2.13. Egy derékszogli haromszdg oldalai egy szamtani sorozat szomszédos tagjai,

differencidja 3 egység. Mekkorak a szogei?

14.2.14. Egy derékszogli haromszog oldalai egy szamtani sorozat szomszédos tagjai,

leghosszabb oldala 20 egység. Mekkora a beirhaté kor sugara?

14.2.15. Egy derékszogii haromszog oldalai egy szdmtani sorozat szomszédos tagjai, teriilete
24 cm?. Mekkora a koré irhaté kor sugara?

14.2.16. Egy haromszdg oldalai egy szamtani sorozat szomszédos tagjai keriilete 210 cm.
Legrovidebb és leghosszabb oldalanak szorzata 4836 cm?. Mekkora a teriilete?

14.2.17. Egy haromszog oldalai egy szamtani sorozat szomszédos tagjai keriilete 27 cm.
Legrovidebb és leghosszabb oldalanak szorzata 65 cm?. Mekkora a teriilete?

14.2.18. Egy haromszog oldalai egy szamtani sorozat szomszédos tagjai, differencidja 2,
legkisebb szoge: 44.415°. Mekkora a beirhato kor sugara?

14.2.19. Egy haromszog oldalai egy szamtani sorozat szomszédos tagjai, legnagyobb szoge
73.4°. differenciaja 2. Mekkora a koré irhat6 kor sugara?

14.2.20. Egy haromszdg oldalai egy szamtani sorozat szomszédos tagjai. Legrovidebb oldala 5

cm. Tudjuk, hogy a haromsz6g nem szabalyos. Igazoljuk, hogy nincs 60°-os szdge!

14.2.21. Egy haromszog oldalai egy szamtani sorozat szomszédos tagjai. Leghosszabb oldala 8

cm. Tudjuk, hogy a haromszdg nem szabalyos. Igazoljuk, hogy nincs 60°-os szoge!

14.2.22. Egy konvex sokszdg oldalai egy szamtani sorozat egymast koveto tagjai. Legkisebb
szoge 135°, legnagyobb pedig 177°. Hany oldalu a sokszog?

14.2.23. Egy konvex sokszdg oldalai egy szamtani sorozat egymast koveto tagjai. Legkisebb
szoge 142.5°, legnagyobb pedig 172.5°. Hany oldalu a sokszog?

14.2.24. Egy konvex sokszog szogei (fokban) szamtani sorozat tagjai. ElsO tagja 143°,

differenciaja 2. Hany csticsa van a sokszognek?

14.2.25. Egy négyszog szogei valamilyen sorrendben szdmtani sorozat szomszédos tagjai.

Milyen négyszog lehet? Bizonyitsuk be!

14.2.26. Egy focitornan az egyik csoportban minden csapat jatszott minden csapattal. Az elért
pontszamok egy szamtani sorozatot alkotnak. Hany csapat szerepelt a csoportban, ha az utolsé

helyezett csapat 2 pontot szerzett? (GyOzelemért 2, dontetlenért 1 pont jar).
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14.2.27. Egy szigortan monoton ndvekvd szamtani sorozatban a harmadik és az elsd tag
kobének Gsszege 756. Négyzetiik kiilonbsége a differencia 24-szerese. Melyik ez a sorozat?

14.2.28. Egy szigortan monoton ndvekvd szamtani sorozatban a harmadik és az elsd tag
kobének osszege 1072. Négyzetiik kiilonbsége a differencia 32-szerese. Melyik ez a sorozat?

14.2.29. Egy mértani sorozat negyedik tagja a 28, hetedik tagja 1.75. Tagja-e a sorozatnak a
7 . ) . o n o 3069 C
rv) ? Hany tagot kell 0sszeadni az elsotdl kezdve, ha az Gsszeg 6—4? Elérheti-e a tagok

Osszege az 500-at?

14.2.30. Egy aut6 sebessége indulaskor 120 km/h. Ez percenként 1%-al csokken. Mennyi id6
mulva jut el az autd ilyen feltételek mellett a 167 km-re 1év0 teleptilésre. Megtehet-e 300 km-

es tavolsagot az autd?

14.2.31. Egy mértani sorozat elsé harom tagjanak az 0sszege 26, az els6 és a harmadik tag
szorzata 36. Melyik ez a sorozat?

14.2.32. Egy mértani sorozat elsé harom tagjanak az Osszege 21. Ha a madsodik tagot
megszorozzuk az els6 és a harmadik 6sszegével, akkor 80-at kapunk. Melyik ez a sorozat.

14.2.33. Egy mértani sorozat elsé harom tagjanak az Osszege 28. Ha a masodik tagot
megszorozzuk az els6 és a harmadik 6sszegével, akkor 160-at kapunk. Melyik ez a sorozat.

. . : 1 :
14.2.34. Egy mértani sorozat elsd, harmadik és 6todik tagjanak Osszege %, masodik és

negyedik tagjdnak osszege 13. Melyik ez a sorozat?

14.2.35. Egy mértani sorozat els6, harmadik és 0todik tagjanak Osszege 63, masodik és

negyedik tagjdnak osszege 30. Melyik ez a sorozat?

14.2.36. Egy mértani sorozat harmadik és hetedik tagjanak osszege 68, hatodik és negyedik
tagjanak 0sszege -40. Melyik ez a sorozat?

14.2.37. Egy vetélked6ben két csapat ugyanolyan pontszammal indult, és minden forduloban
mindkét csapatra igaz volt, hogy ugyanannyiszorosara novekedett a pontszdma, de az ,,A”
csapatnal ez a novekedés nagyobb mértékii volt. fgy a méasodik forduloban az ,,A” csapatnak
16 ponttal volt tobb, mint a ,,B” csapatnak. A 3. forduldban mar 56, a 4. forduléban mar 148

volt a kiilonbség. Hany ponttal végeztek a csapatok az 5. forduléban?
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14.2.38. EQy lizemben két brigdd janudrban ugyanannyi terméket készitett, és minden
honapban mindkét brigadra igaz volt, hogy ugyanannyiszorosara novekedett a termelése, de a
,.Szorgalmasok” brigadnal ez a ndvekedés nagyobb mértékii volt. igy februarban nekik 20
darabbal volt tobb, mint a ,,Kitartéak™ brigddnak. Marciusban mar 70, a 4. forduléban mar 185

volt a kiilonbség. Mekkora volt a brigadok termelése januarban?

14.2.39. Egy mértani sorozat els6 harom tagjanak az 0sszege 448. A kovetkez6 3 tag Osszege

3584. Hany 10 jegyt tagja van a sorozatnak?

14.2.40. Egy mértani sorozat elsé harom tagjanak az 6sszege 91. A hatodik, hetedik, nyolcadik
tag 0sszege 2912. Hany 13 jegyl tagja van a sorozatnak?

14.2.41. Egy mértani sorozat masodik tagja % harmadik tagja 5—12 Mutassuk meg, hogy

akarhany tagot adunk 0ssze az elso tagtol kezdve az 6sszeg nem haladhatja meg a 32.5-et!

14.2.42. Egy mértani sorozat elsd tagja %, hanyadosa 32. Mekkora n esetén teljesiil

a,-a,-8,-...-a =2048"7?

14.2.43. Egy mértani sorozat els6 tagja % hanyadosa % . Legfeljebb mekkora lehet n értéke,
ha a -a,-a,-...-a, >25"'°? Mutassuk meg, hogy akéarhany tagot adunk §ssze az els§ tagtol

kezdve az 6sszeg nem érheti el az % -et!

14.2.44. Egy verseny dontdjében 4 csapat vett részt. Az elsd helyezett pontszama 2. helyezett
pontszamanak § -szorosa. A masik 3 csapat pontszdmai egy mértani sorozat harom szomszédos

tagja. A negyedik csapat 12 pontot ért el, mig a 4 csapat 6sszesen 102 pontot. Hany pontot

szerzett az els6 harom csapat?

14.2.45. Egy utazasi iroddanak négy busza van. A legnagyobb busz 54 féréhelyes. A harom
legnagyobb busz féréhelyei egy mértani sorozat 3 tagjat alkotjak. A legkisebb busz féréhelye a

sorban az el6tte 1évé busz féréhelyeinek %-ed része. Hany fosek a buszok, ha a 4 buszon

Osszesen 132 {6 helyezhetd el?
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14.3. Kamatos kamat, hiteltorlesztés, jaradékszamitas

14.3.1. Kiss Ur betett a bankba egymilli¢ forintot, évi 5%-os kamatra. A kamatot minden év

végén irjak jova.

a) Hany év kell, hogy a szamlan legalabb 700 000 forinttal tobb legyen, mint a nyitaskor?

b) Mekkora kamat esetén duplazodna meg a pénze 10 év alatt?

14.3.2.Nagy Ur 5 évig minden honapban az unokéija szamara félretett egy Osszeget. Az els6
hénapban 2000 Ft -ot tett le, majd minden honapban 200 Ft -al tobbet mint az el6z6 honapban.

Az 0t év elteltével betette a pénzt egy szamlara.

a) Mennyi pénz lesz a szamléan a betétel utdn 6 évvel, ha havi 0.5%-o0s kamatlabat adott a bank?
b) Hany %-o0s éves kamat esetén lenne a betétel utdn ujabb 5 év elteltével masfélszerannyi a
szamlan?

C) 4%-os éves kamatlab esetén mennyi id6 alatt duplazodna meg a szamlan 1év6 pénz?

14.3.3. Kovécs Ur 1 évig minden héten a gyereke szamara félretett egy osszeget. Az els6 héten
400 Ft -ot tett le, majd minden héten az el6z6 héten félretett 6sszegnek az 5%-al tobbet. Az év
elteltével a meglévo Osszeget felkerekitette, hogy 5000-el oszthatd legyen, és betette a pénzt

egy szamlara.

a) Mennyi pénz lesz a szadmléan a betétel utan 5 évvel, ha évi 3%-os kamatlabat adott a bank?
b) Hany %-os havi kamat esetén lenne a betétel utan 3 év elteltével 40%-al tobb a szdmlan?

¢) 0.4%-os havi kamatlab esetén mennyi id6 alatt duplazédna meg a szamlan 1évé pénz?

14.3.4. Az ,,A” cég évi termelése jelenleg a ,,B” cég termelésének 80%-a. Az ,,A” cég termelése
évi 10%-al, a ,,B” cég termelése évi 6%-al nd. Valtozatlan mutatok mellett hany év alatt lesz a

két cég termelése kozel egyforma?

14.3.5. Az ,,A” cég jelenleg egy év alatt annyit hasznot termel, mint a ,,B” cég 9 honap alatt.
Az ,,A” cég termelése évi 15%-al, a ,,B” cég termelése €vi 10%-al nd. Valtozatlan mutatok

mellett hdny év alatt lesz a két cég termelése kozel egyforma?

14.3.6. Egy hizlaldaban az egyik évben azt tapasztaltdk, hogy a kocdk szamanak p%-0S
csokkentése egy koca esetén a fiatal malacok szamanak 2p%-os novelését vonja maga utan,
amennyiben a p < 25% teljesiil. Evente 1000 sertés esetén 5000 siildé volt 4tlagosan.

a) Mennyi malac sziiletett a kocak 5%-o0s csokkentése utan?

b) Mekkora a p értéke, ha a malacok dsszmennyisége 10%-al n4?
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14.3.7. Egy tyuktelepen az egyik évben azt tapasztaltdk, hogy a tytkok szdmanak t%-0s
csOkkentése az egy tyukra esé tojasok szamanak 1.5t%-os novelését vonja maga utan (t<20).

20000 tyuk esetén négy millid tojas volt az dssztermelés.

a) Mennyi tojas volt az §ssztermelés a tyukok 6%-os csokkentése utan?

b) Mekkora a t értéke, ha a tojasok dsszmennyisége 2.5%-al n6?

14.3.8. Kovacs Ur szeretné egy évre a pénzét (2 millié Ft) bankba tenni. Egyik ajanlat, hogy 3
havonta kap 2.5% kamatot. Nem bizik a forintarfolyamban, igy kér egy olyan ajanlatot,
amelyben a 285 Ft /CHF arfolyamon atvaltott pénzét svajci frankban tenné a szamlara. Ebben
az esetben kéthavonta ajanlottak 0.5%-0s kamatot.

a) Melyik ajanlattal jar jobban Kovacs Ur?

b) Milyen arfolyamvaltozasnak kell bekovetkeznie, hogy a masik ajanlat legyen a kedvezobb?

14.3.9.Kiss Ur szeretné két évre a pénzét (3 millio Ft) bankba tenni. Egyik ajanlat, hogy
félévente kap 3.2% kamatot. Nem bizik a forintarfolyamban, igy kér egy olyan ajanlatot,
amelyben a 320 Ft /EUR arfolyamon atvaltott pénzét eurdban tenné a szamlara. Ebben az
esetben kéthavonta ajanlottak 0.35%-0s kamatot.

a) Melyik ajanlattal jar jobban Kovacs Ur?

b) Milyen arfolyamvaltozasnak kell bekdvetkeznie, hogy a masik ajanlat legyen a kedvezobb?

14.3.10. Egy bank a kovetkezd megtakaritasi format ajanlja tigyfeleinek. Ingyen nyithatnak
szamlat, ha legalabb 500.000 Ft -ot elhelyeznek rajta, és minden honap elsé napjan legalabb
15.000 Ft -ot fizetnek a szamlara. Ebben az esetben minden hénap utolsé napjan 0.5%-0S
kamatot irnak jova a szamlan szereplé Gsszeghez. Igy 5 év elteltével lehet a szamlan 1évé

0sszeghez hozzaférni.

a) Mennyit vehet fel 5 év elteltével az az ligyfél, aki januar 1.-én nyit szamlat 1M Ft -al, és a
tovabbiakban minden hénap elsé napjan 20.000 Ft -ot fizet a szdmlara? (Tehat a kovetkezd

befizetés februar 1.-én)
b) Mennyi 1d6 elteltével lenne a szamlan 3M Ft ?

14.3.11. Egy bank a kovetkezé megtakaritasi format ajanlja tigyfeleinek. Ingyen nyithatnak
szamlat, ha nyitaskor legalabb 300.000 Ft -ot elhelyeznek rajta, €és minden tovabbi honapban a
honap elsé napjan legalabb 10.000 Ft -ot fizetnek a szamlara. Ebben az esetben minden honap
utols6 napjan 0.3%-os kamatot irnak jova a szamlan szereplé Gsszeghez. Igy 2 év elteltével

lehet a szdmlan 1évo 6sszeghez hozzaférni.
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a) Mennyit vehet fel 2 év elteltével az az tligyfél, aki januar 1.-én nyit szamlat és a

minimum feltételeket teljesiti?

b) Mennyit kellene havonta fizetnie a honap els6 napjan, hogy 3 év elteltével legalabb 2M

Ft legyen a szdmlan?

14.3.12. Kovacs Ur a kovetkezd hosszu tava befektetési format vélasztott egy banknal. 500.000
Ft -ot fizetett be januar elsején, és a kovetkezd honaptdl kezdve minden honap elsé napjan
20.000 Ft -ot fizetett be a szamlara. A bank minden év december 31.-én 8%-o0s kamatot ir jova

a szamlan szerepl6 osszeghez. igy 10 év elteltével lehet a szamlan 16v6 6sszeghez hozzaférni.

a) Mennyit vehet fel 10 év elteltével Kovéacs Ur?
b) Mekkora 0sszeggel kellett volna nyitni a szamlat, hogy 10 év elteltével 6M Ft szdmlan?

14.3.13. Egy dohanyos naponta 1.000 Ft -ot kolt cigarettara. Arra gondol, hogy ezt a pénzt
inkabb félreteszi, és mivel tudni szeretné, hogy pontosan mennyit takarit meg, egy 1j szamlat
nyit, és minden €v januar elsé munkanapjan beteszi a szdmlajara a az abban az évben félretett
Osszeget. A bank minden év végén 5% kamatot ir jova a szamléan szerepld 0sszeghez. Mindent
meg tud valositani az elképzelései koziil, egy évig nem dohdnyzik, a félretett 0sszeget beteszi
a megnyitott szamlara. Elhatarozasat tartani a tudja a tovabbiakban is. Mennyi pénzt is takaritott
meg az elsO betétel utani 15 év alatt, ha nem szamolunk a cigaretta dranak dragulasaval, tehat
minden évben valtozatlan 6sszeget tesz be a bankba? (Az egyszerliség kedvéért szokoévvel sem

kell szamolni, ezek miatt fellépo tobbletdsszeg ugyanis elhanyagolhato.)

14.3.14. Egy dohanyos naponta 1.200 Ft -ot kolt cigarettara. Arra gondol, hogy ezt a pénzt
inkabb félreteszi, €s mivel tudni szeretn¢, hogy pontosan mennyit takarit meg, egy j szamlat
nyit, ¢s minden év januar els6 munkanapjan beteszi a szamlajara a az abban az évben félretett
Osszeget. A bank minden év végén 6% kamatot ir jova a szamlan szerepld Osszeghez. Mindent
meg tud valositani az elképzelései koziil, egy évig nem dohanyzik, a félretett 6sszeget beteszi
a megnyitott szamléara. Elhatarozésat tartani a tudja a tovabbiakban is. Hany évig tartson az

elhatarozasa, hogy 20 MFt legyen a szamlan?

14.3.15. Egy szerencsés ember 10 MFt-ot 6rokol. Ugy dont, hogy egy szamlara helyezi a
pénzt. Minden honap elsé napjan felvesz egy bizonyos Osszeget. Az 6rokség szamlara valo
keriilését kovetd honap elsé napjan lesz az elsd kivétel. A bank minden honap utolsé napjan
0.4% kamatot ir jové a szamlan szerepld 6sszeghez. fgy 8 évig elég a pénz, tehat 96 pénzfelvétel

torténik. Mekkora 6sszeget tud felvenni havonta?

14.3.16. Kiss Ur lottéhuzasnal 5 MFt-ot nyer. Ugy dont, hogy egy szamlara helyezi a pénzt.
Minden honap elsé napjan felvesz egy bizonyos Osszeget. Az nyeremény szdmlara valo

keriilését kovetd honap elsé napjan lesz az elsd kivétel. A bank minden honap utols6 napjan
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0.35% kamatot ir jova a szamlan szereplé Osszeghez. Igy 10 évig elég a pénz, tehat 120

pénzfelvétel torténik. Mekkora 6sszeget tud felvenni havonta?

14.3.17. Egy tippmix jatékos egy alkalommal 1 MFt-ot nyer. Ugy dont, hogy egy szamlara
helyezi a pénzt, majd minden honap elsé napjan felvesz 20.000 Ft-ot. Az nyeremény szamlara
valo kertilését kovetd honap elsé napjan lesz az elsd kivétel. A bank minden honap utolséd
napjan 0.3% kamatot ir jova a szdmlan szerepld Osszeghez. Természetesen egy id6 utan kitiriil

a szamla, mennyi ideig tart ez?

14.3.18. Kovacs Ur 3 MFt hitelt vett fel egy banktol 5 évre. Minden hénap elsé napjan fizeti
a torlesztérészletet. A bank minden honap utolsé napjan 0.5% kamatot szdmol a fentalld

tartozasra. Mekkora a torlesztorészlet?

14.3.19. A Nagy csalad lakéasvasarlashoz 8 MFt hitelt vett fel egy banktol 15 évre. Minden
honap elsd napjan fizeti a torlesztorészletet. A bank minden honap utolsé napjan 0.6% kamatot

szamol a fentallo tartozasra. Mekkora a torlesztOrészlet?

14.3.20. A Kiss csalad lakasvasarlashoz 12 MFt hitelt vett fel egy banktol. Minden hénap els6
napjan fizetik a torlesztorészletet. A bank minden honap utolsé napjan 0.5% kamatot szdmol a
fentallo tartozasra. Mennyi idére kell felvenniiik a hitelt, ha legfeljebb havi 75.000 Ft

torlesztérészletet tudnak vallalni?

14.4. Vegyes feladatok

14.4.1. Egy szamtani és egy mértani sorozat elsO tagja egyarant 5. A mértani sorozat harmadik
¢s 6todik tagja rendre megegyezik a szdmtani sorozat negyedik ¢€s tizenhatodik tagjaval. Melyek
ezek a sorozatok?

14.4.2. Egy szamtani sorozat elsé harom tagjanak az Osszege 48. Az els6 tag valtozatlanul
hagyasa mellett a masodik tagot kettdvel, a harmadik tagot 7-el ndvelve egy mértani sorozat

harom szomszédos tagjat kapjuk. Mekkora a mértani sorozat hanyadosa?

14.4.3. Egy novekvd szamtani sorozat elsé harom tagjanak az 6sszege 60. Az elsé tagot 64-¢l
novelve, a masik két valtozatlanul hagyasa mellett egy mértani sorozat harom szomszédos

tagjat kapjuk. Mi a két sorozat elsé harom tagja?

14.4.4. Egy szdmtani sorozat els6 harom tagjdnak az Gsszege 24. Ha az els6 taghoz 1-et, a
masodikhoz 2-t, a harmadikhoz 35-6t adunk egy mértani sorozat harom szomszédos tagjat

kapjuk. Hatarozzuk meg a szamtani sorozatot!
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14.4.5. Egy szamtani sorozat elsé harom tagjanak az dsszege 30. Ha a harmadikhoz 5-6t adunk
egy mértani sorozat elsé harom szomszédos tagjat kapjuk. Hany tagot kell 6sszeadni a mértani

sorozatban az els6tél kezdve, hogy az 6sszeg legalabb 10.000 legyen?

14.4.6. Egy szamtani sorozat elsé harom tagjanak az 0sszege 21. Ha ezekhez rendre harmat,
egyet €s harmat adunk, akkor egy mértani sorozat elsé harom szomszédos tagjat kapjuk.

Hatarozzuk meg ennek a hanyadosat!

14.4.7. Egy szamtani sorozat elsé harom tagjanak az Osszege 21. Ha ezekhez rendre hatot,
tizenharmat és harmincat adunk, akkor egy mértani sorozat elsé hdrom szomszédos tagjat

kapjuk. Hatarozzuk meg a szamtani sorozatot!

14.4.8. Egy szamtani sorozat masodik tagja 7. Els6, harmadik és nyolcadik tagja pedig egy
mértani sorozat szomszédos tagja. Mekkora a mértani sorozat hanyadosa?

14.4.9. Egy szamtani sorozat elsé négy tagjahoz rendre 5-6t, 6-0t, 9-et és 15-6t adva egy mértani

sorozat egymast koveto tagjait kapjuk. Melyik ez a két sorozat?

14.4.10. Egy szdmtani sorozat els6 0t tagjanak az dsszege 25. Az elsd, a masodik és az 6todik
tag egy mértani sorozat elsé harom tagja. Mekkora az elsd tag, a szamtani differencidja és a

mértani sorozat hanyadosa?

14.4.11. Egy szamtani sorozat elso 0t tagjanak az 6sszege 20. A masodik, harmadik és az 6todik
tag egy mértani sorozat els6 harom tagja. Mekkora a szamtani differencidja és a mértani sorozat

hanyadosa?

14.4.12. Egy mértani sorozat els6 harom tagjanak az Osszege 112. Ha az elsé két tag
valtozatlanul hagyasa mellett, a harmadikat tizenhattal csokkentjiik, egy szamtani sorozat

harom szomszédos tagjat kapjuk. Hatarozzuk meg a szamtani sorozatot!

14.4.13. Egy mértani sorozat els6 harom tagjanak az 0sszege 26. Ha az els6 taghoz 1-et, a
masodikhoz 6-ot, a harmadikhoz 8-at adunk, egy szamtani sorozat harom szomszédos tagjat

kapjuk. Hatarozzuk meg a szamtani sorozatot!

14.4.14. Egy mértani sorozat elsé harom tagjanak az 6sszege 52. Ha az els6 taghoz 2-6t, a
masodikhoz 10-et, a harmadikhoz 2-6t adunk, egy szamtani sorozat harom szomszédos tagjat

kapjuk. Hatarozzuk meg a mértani sorozatot!

14.4.15. Egy mértani sorozat els6 harom tagjanak az 6sszege 114. Ha a harmadik szdmot 72-
vel csokkentjiik egy szamtani sorozat harom szomszédos tagjat kapjuk. Hatarozzuk meg a

meértani sorozatot!
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14.4.16. Egy mértani sorozat els harom tagjanak az dsszege 63. Ha az els6 taghoz 3-at adunk,
a harmadik szamot 30-al csokkentjiilk egy szamtani sorozat harom szomszédos tagjat kapjuk.

Hatarozzuk meg a mértani sorozatot!

14.4.17. Egy mértani sorozat els harom tagjanak az dsszege 26. Ha az els6 taghoz 1-et adunk,
a harmadik szdmhoz pedig 3-at, akkor egy szdmtani sorozat harom szomszédos tagjat kapjuk.

Hatarozzuk meg a mértani sorozatot!

14.4.18. Egy mértani sorozat elsd harom tagjanak a szorzata 216. Ha a harmadik tagot
harommal csokkentjiik, akkor egy szamtani sorozat elsé harom tagjat kapjuk. Melyik ez a

mértani sorozat?

14.4.19. Harom szam, melyek Osszege 15, egy szamtani sorozat elsd harom tagja, négyzeteik

rendre pedig egy mértani sorozat elsé harom tagja. Melyik ez a 3 szdm?

14.4.20. Négy szam egy mértani sorozat elsé négy tagja. Ha az elsé valtozatlanul hagyasa
mellett a masodikhoz 6-ot, a harmadikhoz 3-at adunk, a negyedikbdl pedig 36-ot levonunk,

akkor egy szamtani sorozat szomszédos tagjait kapjuk. Melyik ez a négy szam?

14.4.21. Ot szam koziil az elsé harom egy mértani, az utolsd négy pedig szamtani sorozat tagjai,

ez utdbbiak Osszege 20. A masodik ¢és 6tddik szam szorzata 16. Melyik ez az 6t szdm?

14.4.22. Négy szam kozil az els6 és az utols6 0sszege 14, a masodik és harmadik 0sszege 12,
az elsé harom szam egy mértani, az utolsé harom szam egy szamtani sorozat tagjai. Melyek

ezek a szamok?

14.4.23. Hatarozzuk meg azt a négy szamot, amelyre igaz, hogy az elsd6 harom szam egy
szamtani, az utolsd6 harom szam egy mértani sorozat tagjai, illetve a harmadik szam 12-vel

nagyobb, mint az elsd, és a negyedik szam a masodik haromszorosatol 6-al nagyobb!

14.4.24. Az a, b, c pozitiv szamok egy mértani sorozat elsé harom tagjat adjak. Ha az els6 két
tag valtozatlanul hagydsa mellett a harmadik tagot a + 2b — vel csokkentjiik, akkor egy szamtani
sorozat harom szomszédos tagjat kapjuk. Az a, b + 9, ¢ szdmok szintén egy szamtani sorozat

szomszédos tagjai. Melyek ezek a szamok?

14.4.25. Egy szamtani €s egy mértani sorozat elsé tagja 1, és hatodik tagja -1. Mekkora pozitiv

n esetén lesz az elsd n tag 6sszege mindkét sorozatban ugyanakkora?

14.4.26. Az {an}, {bn}, {Cn} egész tagu mértani sorozatok.
(1) Az a1, by, €1 egy mértani sorozat szomszédos tagjai, melynek kvociense 2.
(2) {an}, {bn}, {cn} sorozatok hanyadosai olyan szamtani sorozatot alkotnak, melynek

differenciaja 1.
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(3)az+ b2 +c2=24.
(4) c1+c2 +c3=84.
Hatarozzuk meg az a, by, ci-et!
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15. Kombinatorika

15.1. Permutaciok, variaciok

15.1.1. Egy csoport 1étszdma 12, 50%-ban fit. Hanyféleképpen sorakoztathatjuk ugy fel az

osztalyt, hogy:

a) egymas mellett helyezkedjenek el a tanuldk, és a lanyok kozott sem tesziink kiilonbséget, és
a fiak kozott sem.

b) kettes oszlopban sorakoztatjuk ugy, hogy fitik csak lanyok mellett allhatnak

€) egymas mellé sorakoztatjuk ugy, hogy fiuk és lanyok felvaltva kovetik egymast?

15.1.2. Hany nyolcjegyli szam képezhetd a 0,2,2,2,3,3,4,4 szamjegyekbdl, ha a szam
a) paros
b) paratlan

15.1.3. Hany 5-tel oszthat6 tiz jegyt szam képezheto a 0,1,1,1,1,2,3,3,3,5 szamjegyekbdl?

15.1.4.Hany darab hatjegyti szam képezhet6 a 0,1,2,3,4,5 szamjegyek egyszeri

felhasznalasaval, amely:
a) 5-el oszthat6?
b) 4-el oszthat6?

15.1.5. Hany darab 6tjegyti szdm képezhet6 a 0,1,2,3,4,5 szamjegyek felhasznalasaval, amely:
a) 5-el oszthat6?
b) 4-el oszthat6?

15.1.6. Hany darab 3-mal oszthaté hatjegyli szam képezhetd a 1,2,3,4,5 szamjegyekbdl,

amelyben minden szdmjegy legalabb egyszer szerepel?

15.1.7. Hany darab 6-al oszthatd hétjegyli szdm képezheté a 0,1,2,3,4,5 szamjegyekbdl,

amelyben minden szdmjegy legalabb egyszer szerepel?

15.1.8. Hany olyan szam létezik, amelyben minden szdmjegy annyiszor szerepel, amennyi az

értéke, ha
a) a szam hatjegyi
b) a szam hétjegyii

15.1.9. Egy né és egy férfi 5 gyereket szeretne. Felirtak 5 fia (Andras, Béla, Csaba, Daniel,
Endre) és 5 lany (Agnes, Bea, Csilla, Dora, Eva) nevet. Sziiletésiikkor ezek koziil adtak nevet
a kicsiknek. Hanyféleképpen hangozhat el az 6t név, ha a sziiletésiik sorrendjében mond;jak ki

egymas utan?
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15.1.10. Egy nd és egy férfi 4 gyereket szeretne. Felirtak 4 fiti (Andras, Béla, Csaba, Daniel) és
3 lany (Agnes, Bea, Csilla) nevet. Sziiletésiikkor ezek koziil adtak nevet a kicsiknek.
Hanyféleképpen hangozhat el a négy név, ha a sziiletésiik sorrendjében mondjak ki egymas

utan?

15.1.11. Harom szabalyos kiillonbdz0 szinli dobokockéat feldobva hanyféleképpen fordulhat eld,
hogy a dobott szdmok

a) Osszege legalabb 6?

b) 6sszege legfeljebb 16?

c) szorzata legfeljebb 1507

d) szorzata legalabb 8?

15.1.12. Melyek azok az n ¢és k nemnegativ egész szamok, melyekre n elem k-tagi ismétlés

.....

15.1.13. Mennyi az 6tjegyli csupa paratlan szamjegybdl allo szamok Osszege, ha
a) a szamjegyek nem ismétlédhetnek

b) a szamjegyek ismétlddhetnek

15.1.14. Mennyi az 6tjegylil csupa paros szamjegybdl allo szamok 0sszege, ha
a) a szamjegyek nem ismétlddhetnek
b) a szamjegyek ismétlddhetnek

15.1.15. Mennyi a négyjegyl szamok Osszege, ha
a) a szamjegyek nem ismétlddhetnek
b) a szamjegyek ismétlédhetnek

15.1.16. Héany féleképpen olvashatjuk ki a KOMBINATORIKA szot, ha a bal felsé sarokbol

indulva csak jobbra és lefelé lehet haladni?
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oldH|»Z—|®

> Z |2

15.1.17. Hany féleképpen olvashatjuk ki a PERMUTACIO szét, ha a bal felsé sarokbél indulva

csak jobbra és lefelé lehet haladni?
PIE|R | M|U|T|A

M|UI|T|A
C
I

E R
R|(M|U A
M|U|T|A|C

Oy~ O >

211



15.1.18. Hény féleképpen olvashatjuk ki az dbran a KOMBINATORIKA sz6t, ha a bal felsd
sarokbol indulva csak jobbra és lefelé lehet haladni?

Il INJA|T|O|R|I |[K|A
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15.1.19. Héany féleképpen olvashatjuk ki az dbran a KOMBINATORIKA sz6t, ha a bal felsd
sarokbol indulva csak jobbra és lefelé lehet haladni?

Il INJA|T|O|R|I |[K|A
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15.1.20. A 20! hany 0-ra végzddik?

15.1.21. Adott n kiilonb6zd elem. Mekkora az n értéke, ha az egymastol kiilonbozd elemek
szamat

a) kettdvel novelve a permutaciok szama 156-szorosara n6?

b) harommal ndvelve a permutaciok szama 1320-szorosara nd?

) néggyel novelve a permutaciok szama 1680-szorosara nd

15.1.22. Sorba rendezziik az 1,2,3,4,5,6,7,8 szamokat. Hany olyan szamot kapunk, melyben a
a) 2,3,4 szamok valamilyen sorrendben egymas mellé keriilnek
b) 2,3,4 szamok novekvo sorrendben egymas mellé keriilnek
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) 2,3,4 szamok egymashoz képest novekvéd sorrendben (nem feltétleniil egymas mellé)
helyezkednek

15.1.23. Sorba rendezziik a 0, 1,2,3,...n szamokat. Hany olyan szamot kapunk, melyben a
a) 0,1,2,.....k (k<n) szamok valamilyen sorrendben egymas mellé keriilnek

b) 0,1,2,.....,k (k<n) szamok novekvo sorrendben egymas mellé keriilnek
c) 0,1,2,....k (k<n) szdmok egymashoz képest novekvo sorrendben (nem feltétleniil egymas
mellé) helyezkednek

15.1.24. Az 3,3,3,4,4,5,6,7 szdmjegyek felhasznaldsdval hany nyolcjegyli szdmot Iehet

késziteni, amelyben a
a) 3-cs szamjegyek egymas mellett vannak?
b) 6,7 -es szamok nem egymas mellett vannak?

15.1.25. Az 1,1,1,1,2,2,2,3,4,5 szamjegyek felhasznaldsaval hany tizjegyli szamot lehet

késziteni, amelyben az
a) 1-es szamjegyek egymas mellett vannak?
b) 3,4,5 -6s szamok nem egymas mellett vannak?

.....

.....

aranylik egymashoz, mint 15:16-hoz. Mekkora az n?

15.2. Kombinaciok

15.2.1. Hany f6t kell 12 f6bdl kivalasztani, hogy a kivalasztast
a) 66
b) 220 féleképpen tudjuk végrehajtani?

15.2.2. Hany f6t kell 10 f6bdl kivalasztani, hogy a kivalasztast
a) 45
b) 120 féleképpen tudjuk végrehajtani?

15.2.3. Hany fébdl kell kivalasztani 6 embert, hogy a kivalasztast
a) 28
b) 210 féleképpen tudjuk végrehajtani?

15.2.4. Hany f6bol kell kivalasztani 5 embert, hogy a kivalasztast

a) 56
b) 21 féleképpen tudjuk végrehajtani?
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15.2.5. Egy urnaban 6 fekete ¢s 8 fehér golyd van. Egymas utdn kihuzunk 4-et ugy, hogy
kihuzas utan a golyokat visszatessziik. Hanyféleképpen torténhet ez, ha tudjuk, hogy tobb

fekete lesz a kihuzottak k6zott, mint fehér?

15.2.6. Egy urndban 7 fekete és 10 fehér golyd van. Egymaés utdn kihtizunk 5-6t tigy, hogy
kihuizas utan a golyokat nem tessziik vissza. Hanyféleképpen torténhet ez, ha tudjuk, hogy tobb

fehér lesz a kihtizottak kozott, mint fekete?

15.2.7. Egy bajnoksagban dsszesen 900 pontot osztottak ki. A gybézelem 3, a dontetlen 1, a
vereség 0 pontot ért. Tudjuk, hogy éppen annyi dontetlen sziiletett, mint a hany csapat van.

Hany csapat vett részt, ha mindenki jatszott mindenkivel oda-vissza?

15.2.8. Hanyféleképpen lehet 6 egyforma krémest 3 gyerek kozott elosztani, ha a siitiket elvagni
nem lehet?

15.2.9. Hanyféleképpen lehet 8 egyforma csokit 4 diak kozott elosztani, ha minden diaknak jut,
és a csokikat feldarabolni nem lehet?

15.2.10. Hanyféleképpen alakithato ki 14 feln6ttbdl és 8 gyerekbdl két foci csapat (1 csapat —
11 £6), hogy mindkét csapatban legyen legalabb egy gyerek?

15.2.11. Héanyféleképpen alakithat6 ki 10 feln6ttbol és 4 gyerekbdl két hétfds kézilabda csapat,
hogy mindkét csapatban legyen legalabb egy gyerek?

15.2.12. 20 goly¢ koziil 6 fehér. Kivalasztunk 5 golydt, hany fehér van ezek kozott, ha ezen
lehetdségek szama 54607

15.2.13. A 32 lapos magyar kartyabol kivalasztunk 4 lapot. Hainy makk van ezek kozott, ha

ezen lehetdségek szama 13447

15.2.14. Egy 12 tagu Egyesiileti Vezet6ség 3 tagh elnokséget valaszt. Hanyféleképpen tehetik,

ha Marti vagy Fruzsi szerepel az elnokségben?

15.2.15. Hanyféleképpen lehet 2 piros, 4 fekete és 5 sarga golyot egymas mellé elhelyezni tgy,

hogy piros goly6 ne keriiljon fekete mellé?

15.2.16. Hanyféleképpen lehet 2 oroszlant, 5 tigrist és 6 pumat kivezetni a kifuton, ha oroszlan

és tigris nem kovetkezhet egymas utan?

15.2.17. Andras, Béla, Csaba és Dani kezében egy kék és egy piros zaszl6 van. A gyerekek

koziil barki felemelheti barmelyik zaszlot. Hany olyan eset van, amelyben:
a) pontosan 3 gyerek emeli fel a zaszlojat?
b) legfeljebb egy gyerek emeli fel valamelyik zaszlojat?
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c) legalabb egy gyerek felemeli valamelyik zaszl6jat?

15.2.18. A 32 lapos magyar kartyabol hizunk 6 lapot.
a) Hanyféleképpen torténhet ez, ha legalabb 1 piros van a kihuzottak kdzott?
b) pontosan 2 piros és 2 felsd van a kihuzottak kozott?
) pontosan 3 zold és 2 kiraly van a kihtzottak kozott?

15.2.19. Az 52 lapos francia kartyabol huzunk 8 lapot.

a) Hanyféleképpen torténhet ez, ha legalabb 7 treff van a kihtizottak kozott?
b) pontosan 3 karé és 3 asz van a kihtzottak kozott?

C) pontosan 4 kor és 3 kiraly van a kihuzottak kozott?
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15.2.20. Az 52 lapos francia kartyabol leosztunk egy jatékosnak 5 lapot. Hanyféleképpen lehet

a kezében

a) poker (4 egyforma figura)?

b) full (3+2 egyforma figura)?

C) szinsor (5 egymast kovet6 figura ugyanazon szinbdl, pl: kér 8,9,10, J,Q)?
d) 2 par?
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15.3. Binomialis-tétel, Pascal-haromszog

15.3.1. A Pascal — haromszog alapjan hatarozzuk meg, hogy milyen p paraméter esetén van
maximuma a kovetkez6 kifejezésnek?

14
)
()
15.3.2. Adjuk meg a Pascal haromszog 7., 8., €s 9. sorat!
15.3.3. Fejtsiik ki a kovetkezo hatvanyokat:

a) (5x+6y)*
b) (3x-4y)°

15.3.4. Fejtsiik ki a kovetkez6 hatvanyokat, és végezziik el a lehetséges dsszevonasokat!
a) (4x%+2x)°
b) (3x3-6x2)°

15.3.5. Fejtsiik ki a kovetkez6 hatvanyokat, és végezziik el a lehetséges dsszevonasokat!
7

a) (i/} + x2)
4

B) (v — V)

15.3.6. Igazoljuk, hogy: (n;l 1) + (;:11) = (rrrll)

. - (N n-1
15.3.7. Igazoljuk, hogy: > i- i =n-2"" ahol n>1

i=1

15.4. Skatulya-elv

15.4.1. Egy tizfés csoport tagjai koziil néhanyan a talalkozasukkor kézfogassal tidvozlik
egymast. Igaz-e az az 4llitds, hogy biztosan van kozottik legalabb két ember, akinek

ugyanannyi kézfogéasa volt? Valaszat indokolja!

15.4.2. Egy tizenhat f6s csoport tagjai koziil néhdnyan ismerik egymast. Igaz-e az az allités,
hogy biztosan van kozottiik legalabb két ember, aki ugyanannyi csoporttarsat ismer? Valaszat
indokolja!

15.4.3. Egy dobozban piros, kék és zold golyok vannak, Osszesen 12. Ha piros golyok
kétszereséhez hozzdadjuk a zo6ld golyok szamat, akkor 11-et kapunk. Ha a kék golydk
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haromszorosabol kivonjuk a zold golyok kétszeresét, akkor kettét kapunk. Hany golyot kell
legalabb kivenni a dobozbdl, hogy biztosan legyen kozottiik:

a) legalabb 2 piros

b) legalabb két kiilonb6z6 szinii

c) legalabb két egyforma szini

d) mindharom szinb6l

15.4.4. Egy fiokban fehér, fekete és sziirke zoknik vannak, 6sszesen 17 par. Mindegyik parbol
megvan a jobbos is, €s balos is. Ha fehér zoknik szdmanak kétszereséhez hozzaadjuk a sziirkék
haromszorosat, akkor 52-6t kapunk. Ha a fehér zoknik haromszorosabol kivonjuk a feketék
darabszamat, akkor 10-et kapunk. Hany darab zoknit kell legalabb kivenni a dobozbdl, hogy

biztosan legyen kozottiik:

a) legalabb 3 fehér

b) legalabb 2 kiilonb6z6 szint
c) legalabb 4 egyforma szinii
d) mindharom szinb6l

15.4.5. Legalabb hany ember lakik azon a telepiilésen, ahol a lakok megkérdezése nélkiil is
biztosan tudjuk, hogy legalabb 8 olyan f6 van, akinek az év ugyanazon napjara esik a
szliletésnapja? (Szokdév is lehetséges!)

15.4.6. Egy varosban az éttermek kétszeresének és a cukraszdak hdromszorosanak a szama
Osszesen 45. Az éttermek és a cukraszdak szamanak négyzetdsszege 193. Hany f0s az a csoport,
amelyben biztosan van legalabb

a) két olyan ember aki ugyanazt az éttermet latogatja rendszeresen (mindenki csak 1 éttermet
latogathat rendszeresen)?

b) 5 olyan ember, aki ugyanazt a cukraszdat latogatja rendszeresen (mindenki csak 1 cukraszdat
latogathat rendszeresen)?

15.5. Grafok

15.5.1. Egy 6 f0s tarsasag tagjai megérkezéskor kézfogéssal tidvozlik egymast. Eddig Andras
5, Béla 4, Csaba 4, Dani 3, Endre és Feri 2-2 emberrel fogott kezet.

a) Rajzold meg egy lehetséges megvaldsulasat ezeknek a kézfogasoknak!

b) Hany kézfogas van még hatra?

c) Hany %-a valosult meg a lehetséges kézfogasoknak?

d) Lehetséges-e, hogy Béla Csabaval nem fogott eddig kezet? Ha igen, akkor rajzold le, ha
nem, indokolj részletesen!

e) Lehetséges-e, hogy Endre és Feri egymassal fogtak kezet? Ha igen, akkor rajzold le, ha nem,
indokolj részletesen!
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15.5.2. Egy ilinnepségen a résztvevoket 3 asztalhoz iiltették le. Minden asztalnal a vendégek
kezet fogtak egymassal megérkezéskor. A masodik asztalnal 2-vel tobb, mint az els6, de
harommal kevesebb vendég iilt, mint harmadik asztalnal. Hiny vendég volt az iinnepségen, ha

Osszesen 76 kézfogas tortént?

15.5.3. Egy teljes grafbol 45 ¢t elhagyva egy fagrafot kapunk. Hany csucsa van a teljes
grafnak?

15.5.4. Egy teljes grafbol 561 ¢élt elhagyva egy fagrafot kapunk. Hany cstcsa van a teljes
grafnak?

15.5.5. Tulajdonsagok: ,,A”: a graf egyszert. ,,B”: a graf dsszefiiggo. ,,C”: a graf tartalmaz
kort. Rajzold példat minden lehetséges megvalositdsra a tulajdonsagokkal kapcsolatban!

(Példaul: Osszefiiggd és tartalmaz kort, de nem egyszerti)
15.5.6. Hany olyan 4 csucst, 3 ¢l graf van, amelynek vannak tobbszords €lei?
15.5.7. Hany olyan 5 csucst, 4 ¢l graf van, amelynek vannak tobbszords €lei?

15.5.8. Adott egy 7 csucsu egyszeru graf, amelynek 15 ¢éle van dsszesen. Igazold, hogy van

olyan cstcs, melynek a fokszama legalabb 5!

15.5.9. Adott egy 10 cstcsu egyszert graf, amelynek 11 éle van 0sszesen. Igazold, hogy van

olyan cstcs, melynek a fokszama legalabb 3!

15.5.10. Egy kilencponta fa graftban 8 csucs fokszamai: 1,1,1,1,2,3,3,3. Hatdrozd meg a
kilencedik csucs fokszamat!

15.5.11. Egy tizenhdrom pontu fa grafban 11 cstcs fokszamai: 1,1,1,1,1,2,2,3,3,3,3. Hatarozd

meg a maradék két csucs fokszdmat!
15.5.12. Van-e olyan 9 cstcsu egyszert graf, melyben minden cstics fokszama kiilonb6z6?
15.5.13. Van-e olyan 12 csucst egyszerti graf, melyben minden csucs fokszama kiilonb6z6?

15.5.14. Egy tinnepségre 10 oktato és 11 hallgato érkezett. Minden hallgaté mas szamu oktatot,
viszont minden oktatd ugyanannyi szamu didkot ismer (az ismertségek kolcsondsek).

Lehetséges-e, hogy minden oktat6 5 hallgatot ismer?
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15.6. Vegyes feladatok

15.6.1. Egy szinhazi eldadasra két (egy fekete és egy fehér) ajton érkezhet be a 4 férfi és 5 n6i
szerepld. Hanyféleképpen johet be a 9 szerepld, ha az alabbi feltételek (a-d) mindegyikének

teljesiilnie kell!

a) Mindkét ajton be kell jonni férfi és n6i szereplonek!

b) Egyik ajton keresztiil sem érkezhet tobb férfi szerepld!

) A fehér ajton keresztiil tobb szinész kell, hogy érkezzen!
d) Négytol kevesebb szinész egyik ajton keresztiil sem johet!

15.6.2. Egy cirkuszi mutatvanynal az allatidomar 8 oroszlant és 4 tigrist vezet ki a porondra.

Hényféleképpen teheti ezt meg,
a) ha 2 tigris nem kovetkezhet egymas utan?
b) ha tigris két oroszlan kozott lesz?

15.6.3. Egy tinnepségen az elsd sorba 4 felndtt és 7 didk iil. Hany féleképpen alakulhat az

iilésrend, ha
a) a felndttek nem iilnek egymas mellett?
b) minden felnétt 2 diak kozott szeretne tilni?

15.6.4. Hany olyan 4 jegyli szam van, melyben a szamjegyek 6sszege paratlan?

15.6.5. Hany olyan 5 jegyli szam van, melyben a szamjegyek Osszege paros €s a szamjegyek

kiilonbozoek?

15.6.6. Zoli elfelejtette 7 jegyl biztonsagi kédjat. Arra emlékszik, hogy, volt benne pontosan
2db 4-es, de nem volt benne 0, valamint 57-el kezd6dott. Hany lehetdséget kell Zolinak végig

probalnia, hogy biztosan ki tudja nyitni a széfjét?

15.6.7. A Real Madrid jatékosai egy meccsen 18 szabadriagast rugtak. A kapus és a két kozépso
hatvad, valamint a cserék nem végeztek el szabadrugast. A riporter felirta a jegyzetébe a

szabadrugast végrehajtok neveit. Hanyféleképpen tehette ezt meg, ha
a) Egymas utan sorba irta fel a neveket?
b) Csak egy statisztikai Osszesitést készitett sorrendre valo tekintet nélkiil?

15.6.8. Egy sakkversenyen az egyik versenyzonek az els¢ 7 fordulé utan 5 pontja van.

Hényféleképpen szerezhette ezt meg (gydzelem 1, dontetlen 0.5, vereség 0 pont)?

15.6.9. Egy bajnoksagban az egyik csapatnak az elsé 8 fordulé utan 12 pontja van.

Hényféleképpen szerezhette ezt meg (gydzelem 3, dontetlen 1, vereség 0 pont)?

15.6.10. Harom z61d és harom kék polos gyerek hanyféleképpen alkothat egy hatszemélyes

kort, ha csak poloik szine alapjan kiilonboztethetjiik meg 6ket?
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15.6.11. Hat zdld és hat kék polos gyerek hanyféleképpen alkothat egy hat fOs kort, ha csak

poloik szine alapjan kiilonboztethetjiik meg dket?

15.6.12. A piros, zold, kék és barna szinek felhasznalasaval hanyféleképpen lehet egy szabalyos

Otoldalu gulat kiszinezni, ha 1 vagy két szint hasznalunk fel?

15.6.13. Egy futéversenyen 8 induld szerepel. Tudjuk az elsé 3 sorrendjét. Ha egy fogadd
elkésziti az Osszes lehetséges tippszelvényét a dobogdsokra vonatkozoan, akkor hany olyan

szelvény van, amely legaldbb egytaldlatos? (Holtverseny nem lehetséges!)

15.6.14. Hat résztvevobdl hanyféleképpen lehet dsszedllitani egy paros asztalitenisz mérkdzést,

ha a térfeleket sem, illetve azok jobb ¢és baloldalat sem kiilonboztetjiik meg?

15.6.15. Nyolc résztvevobol hanyféleképpen lehet 0sszeéllitani egy paros tenisz jatszmat, ha a

térfeleket megkiilonboztetjiik, de azok jobb és baloldalat mar nem?

15.6.16. Egy szabalyos 6 oldalu dobokocka egy oldalara egyest, két oldalara kettest, harom
oldaldra harmast irunk. A dobokockat egymas utan négyszer feldobjuk, és a kapott szamokat
feljegyezziik.

a) Hanyféleképpen végzddhet a dobassorozat?

b) Hany esetben lesz a dobott szamok Osszege 6?

15.6.17. Egy szabalyos 8 oldalu dobokocka 2-2 oldalara 0-t, 2-t, 4-t, 6-t irunk. A dobdkockat
egymas utan négyszer feldobjuk, €s a kapott szamokat feljegyezziik.
a) Hanyféleképpen végzddhet a dobassorozat?

b) Hany esetben lesz a dobott szamok 6sszege 127

15.6.18. Egy matematika dolgozat maximalis pontszama 50 pont. A 12 f&s csoportban
mindenki elért legalabb 30 pontot, a dolgozatok atlaga 38 pont lett. Négyen irtak maximalis
pontszamot, 3-3 tanul6 irt 30, illetve 32 pontos dolgozatot. Hanyféleképpen valdsulhatott ez
meg?

15.6.19. Egy kalapban 3 piros, két kék, és egy zold golyd van.

a) Hanyféleképpen huzhatjuk ki dket, ha nem tessziik vissza a huzas utan, és az egyforma
szinll golydkat nem kiilonbdztetjiik meg?

b) Hany féleképpen huzhatunk hdromszor, ha az egyforma szinti golydkat nem kiilonboztetjiik

meg, €s visszatessziik ket a huzas utan?

15.6.20. Hét fiatal, 3 lany és négy fi munkat szeretnének vallalni. Két szerszamboltba csak
fitkat keresnek, 3 bolcsddébe csak lanyokat, €s négy aruhédzba fiukat és lanyokat is keresnek,

és sehol nincs 1étszamkorlatozas.
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a) Hanyféleképpen helyezkedhet el a hét fiatal?

b) Hanyféleképpen helyezkedhet el a hét fiatal, ha a 3 lany és a 4 fiu koziil egyarant 2-2 6
mindenképpen ugyanazon a munkahelyen (de nem feltétlentil kiilén a tobbitdl) szeretne
dolgozni?

15.6.21.

a) Az 1,2,3,4,5,6,7 szamokat rendezd 3 csoportba ugy, hogy egy csoportban ne szerepeljenek
olyan szamok, melyek koziil a kisebb osztoja valamelyik nagyobbnak!

b) A megadott szamok koziil az elsé hatbdl képezz 2 db szamharmast. Hany ilyen

szamharmas par 1étezik?

15.6.22.

a) Az 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10 szamokat rendezd 4 csoportba ugy, hogy egy csoportban ne
szerepeljenek olyan szamok, melyek koziil a kisebb osztéja valamelyik nagyobbnak!
b) A megadott szamok kozil az elsé nyolcbol képezz 2 db szdmnégyest. Hany ilyen

szamnégyes par 1étezik?

15.6.23. Adott két egyenes. Az egyiken kijeloliink 5, a masikon 6 kiilonbdz6 pontot. Hany
haromszog, négyszog, 6tszog képezheto ezek koziil, ha
a) a két egyenes parhuzamos?

b) a két egyenes nem parhuzamos?

15.6.24. Adott egy szabalytalan, négyszog alapu gula. (Minden lapja kiilonb6z0), és harom
szin: piros, kék, és zold. Hanyféleképpen lehet a gtilat ezekkel a szinekkel kiszinezni, ha a
szinek kozott ott van a

a) piros, vagy kék

b) piros és kék

15.6.25. Adott egy szabalytalan, haromszog alapu gtla. (Minden lapja kiilonb6z6), és hat
szin: piros, kék, zold, barna, sarga, lila. Hanyféleképpen lehet a gtlat ezekkel a szinekkel
kiszinezni, ha minden szin csak egyszer hasznalhat6 fel, és a szinek kozott ott van a

a) piros, vagy kék

b) piros és kék
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16. Valosziniiségszamitas

16.1. Klasszikus modell

16.1.1. Dobjunk fel két kockat egyszerre. Mennyi annak a valosziniisége annak, hogy a dobott

pontok Osszege 87

16.1.2. Dobjunk fel két kockat egyszerre. Mennyi annak a valosziniisége annak, hogy a dobott
pontok Osszege legfeljebb 5?

16.1.3. Dobjunk fel két kockat egyszerre. Mennyi annak a valosziniisége annak, hogy a dobott
pontok dsszege legfeljebb 10?

16.1.4. Dobjunk fel harom kockét egyszerre. Mennyi annak a valoszinlisége annak, hogy a

dobott pontok dsszege legalabb 17?

16.1.5. Dobjunk fel harom kockat egyszerre. Mennyi annak a valdszinlisége annak, hogy a

dobott pontok Osszege legalabb 6?

16.1.6. Egy kockaval addig dobunk, mig a dobott szdm nem 6-0S. Mennyi annak a
valdszinlisége annak, hogy:

a) 3-szor dobtunk

b) legalabb 3-szor dobunk

c) legfeljebb 3-szor dobunk

16.1.7. Egy kockaval addig dobunk, mig a dobott szam nem 6-0S. Mennyi annak a
valdszinilisége annak, hogy:

a) 5-szor dobtunk

b) legalabb 4-szor dobunk

c) legfeljebb 4-szer dobunk

16.1.8. Dobjunk fel két kockat egyszerre. Mennyi annak a valdszintisége annak, hogy a dobott
pontok szorzata O-ra végz6dik?

16.1.9. Dobjunk fel harom kockét egyszerre. Mennyi annak a valdszinlisége annak, hogy a
dobott pontok szorzata 0-ra végzodik?

16.1.10. Az AALGEBR betiiket taldlomra egymas mellé irva, mennyi annak a valdsziniisége,
hogy az ALGEBRA sz6t irjuk le?
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16.1.11. A 32 lapos kartyacsomagbol 4 lapot huzunk ki egymds utan, visszatevés nélkiil.
a) Mennyi annak a valosziniisége, hogy masodikra kiralyt huztunk?

b) Mennyi annak a valoszinlisége, hogy az elsé és utolso kiraly lesz?

16.1.12. A 32 lapos kartyacsomagbdl 5 lapot huizunk ki egymas utan, visszatevés nélkiil.
a) Mennyi annak a valoszintisége, hogy masodikra pirosat huztunk?

b) Mennyi annak a valoszinlisége, hogy az elsd €s utolsd piros lesz?

16.1.13. A 32 lapos magyar kartyacsomagbol kihtizunk 6 lapot. Mennyi annak a valdszintisége,
hogy e hat lap kdzott mindegyik szin eléfordul?

16.1.14. Egy csomag magyar kartyat jol 6sszekeverlink. Mennyi annak a valdsziniisége, hogy

a 4 asz egymas utan helyezkedik el?

16.1.15. Mennyi a valdszinisége, hogy ha valakinek az 52 lapos francia kartyabol 13 lapot
kiosztanak, akkor legfeljebb 3 asza lesz?

16.1.16. Mennyi a valdsziniisége, hogy 7 kockaval dobva pontosan 3 db 1 lesz benne?

16.1.17. Mennyi a valdszintisége, hogy 6 kockaval dobva pontosan 2 db 1-es, és 1 db 2-es lesz
benne?

16.1.18. Egy pénzérmét 10-szer egymas utan feldobunk. Ha fejet kapunk, azt F-fel, ha irast, azt
I-vel jeloljiik. Mennyi annak a valdszintisége, hogy az F és I betliknek ez a 10 elemii sorozata

tartalmaz két azonos betiit egymas utan?

16.1.19. Egy pénzérme egyik oldalan 5-6s, masik oldalan 4-es van. Feldobjuk haromszor.

Milyen 6sszegeket, milyen valoszintiséggel kaphatunk?

16.1.20. Egy pénzérme egyik oldalan 5-6s, masik oldalan 6-os van. Feldobjuk négyszer. Milyen

Osszegeket, milyen valosziniiséggel kaphatunk?

16.1.21. Egy dobozban 12 db piros golyd van és még valamennyi fehér és zold. Annak a
valdszinlisége, hogy pirosat vagy fehéret vesziink ki taldlomra 2/3. Annak, hogy fehéret vagy

zoldet valasztunk ki taldlomra 3/5. Mennyi fehér és mennyi z6ld golyd van a dobozban?

16.1.22. Egy dobozban 18 db piros golyd van és még valamennyi fehér és zold. Annak a
valosziniisége, hogy pirosat vagy fehéret vesziink ki taldlomra 9/11. Annak, hogy fehéret vagy

zoldet valasztunk ki taldlomra 8/11. Mennyi fehér €s mennyi z6ld golyo van a dobozban?
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16.1.23. Egy urnaban 6 piros, tobb fehér és fekete golyd van. Annak a valdszintisége, hogy egy
golyot kihtizva, az fehér vagy fekete lesz: g ; hogy piros vagy fekete szinli lesz: % . Hany fehér

¢s fekete golyd van az urndban?

16.1.24. Legaldbb hanyszor kell két kockat egyszerre feldobni, hogy 0,9-nél nagyobb
valosziniiséggel kapjunk 6-1?

16.1.25. Legalabb hanyszor kell két kockat egyszerre feldobni, hogy 0,98-nél nagyobb
valdszintiséggel kapjunk 5 vagy 6-1?

16.1.26. Két testvér ugyanabba a 27-es 1étszamu osztalyba jar. Egy gyors sorakozonal mindenki

beall valahova.
a) Mennyi a valoszintisége, hogy a két testvér kozott pontosan 10-en allnak?

b) Hogyan valtozik az eredmény, ha kor alakban helyezkednek el?

16.1.27. A 32 lapos magyar kartyabol 4 lapot véletlenszertien kivalasztunk. Mennyi annak a

valosziniisége, hogy a kihuzott lapok kdzott pontosan egy piros és egy asz lesz?

16.2. Mintavétel visszatevéssel és visszatevés nélkiil

16.2.1. Egy domindkészletben a domindk mindkét térfelén elhelyezett pottyok szama 0-9-ig
lehetséges. Kivalasztunk 2 dominét. Mi a valdsziniisége, hogy ezek a dominé szabalyai szerint
Osszeilleszthetdk, azaz az egyik domind valamelyik térfelén 1évd pottyszam megegyezik a

masik domin¢ valamely térfelén 1évo pottyszammal?

16.2.2. Egy dominokészletben a domindk mindkét térfelén elhelyezett pottyok szama 0-8-ig
lehetséges. Kivalasztunk 2 dominot. Mi a valdszinlisége, hogy ezek a domind szabalyai szerint
Osszeilleszthetok, azaz az egyik domind valamelyik térfelén 1évd pottyszam megegyezik a

masik dominé valamely térfelén 1évo pottyszammal?

16.2.3. Nyolc szabalyos pénzérmét feldobunk. a) Mekkora a valdszinlisége, hogy tobb iras lesz,
mint fej? b) Mekkora annak a valdszinlisége, hogy a fejek és irasok kiilonbségének

abszolutértéke 2-nél nagyobb?

16.2.4. Hét szabalyos pénzérmét feldobunk. a) Mekkora a valdszinlisége, hogy tobb iras lesz,

mint fej? b) Mekkora annak a valoszinlisége, hogy a fejek és irdsok kiilonbsége legalabb 2?

16.2.5. 100 alma koziil 10 férges. Mennyi a valoszinlisége, hogy valogatas nélkiil 5 almat

kivéve, kozottiik lesz férges alma?

224



16.2.6. Egy kalapban 3 fekete és 4 fehér golyd van. Egyesével kihtzzuk a golyokat. a) Mi a
valdsziniisége annak, hogy az utols6 golyd fehér lesz? b) Hétszer huzunk most is, de minden
egyes huzas utan visszatessziik a kihuzott golyot. Mi a valdszintisége annak, hogy legfeljebb

egyszer hizunk fehéret?

16.2.7. Egy kalapban 3 fekete és 3 fehér golyo van. Egyesével kihuzzuk a golyokat. a) Mi a
valdsziniisége annak, hogy az utols6 golyd fehér lesz? b) Hétszer huzunk most is, de minden
egyes huzas utan visszatessziik a kihtuzott golyot. Mi a valdszinlisége annak, hogy legfeljebb

kétszer huzunk fehéret?

16.2.8. Egy kalapban 8 fehér és 12 fekete golyd van. Kihuzunk 6 golyot. Adjuk meg a
kovetkezd események valoszintiségét! A kivalasztottak kozott:

a) Mind a 6 fehér

b) 3 fekete

c) legfeljebb 1 fehér

d) legalabb 2 fekete

16.2.9. Egy kalapban 14 golyd van, megszdmozva 1-t6l 14-ig az egész szamokkal. Kihazunk

harmat. Mi a valdszinlisége, hogy a kihuzott szamok
a) Szorzata

b) Osszege

oszthatd harommal?

16.2.10. Egy kalapban 17 goly6 van, megszdmozva 1-t6l 17-ig az egész szamokkal. Kihuzunk

harmat. Mi a valoszinlisége, hogy a kihuzott szamok
a) Szorzata

b) Osszege

oszthatd harommal?

16.2.11. Egy 20 f6s tarsasagban van 6 fiatal, 9 kozépkort, a tobbi nyugdijas. Kivéalasztunk

koziiliik 7 f6t. Adjuk meg a kovetkezd események valoszinliségét! A kivalasztottak kozott:
a) 3 fiatal

b) 2 fiatal, 4 kézépkoru és 1 nyugdijas

c) legfeljebb 1 nyugdijas

d) van koztiik fiatal

16.2.12. Egy lizemben naponta 120 terméket allitanak eld, amibdl atlagosan 5% selejt. Egyik
nap kivalasztunk 8-at az aznap legyartott termékek koziil, gy hogy a kivalasztottakat nem

tessziik vissza. Adjuk meg a kovetkez6 események valosziniiségét! A kivalasztottak kozott:
a) nincs selejtes
b) legalabb 2 selejtes
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16.2.13. Egy iskola didkjainak 2%-a zseni. Kivalasztunk 10 f6t Adjuk meg a kovetkezd

események valdszinliségét! A kivalasztottak kozott:
a) pontosan 3 zseni?

b) legfeljebb 2 zseni

c) legalabb 2 zseni

16.2.14. Egy ilizemben a legyartott termékek koziil 10-et kivalasztva, annak a valoszinlisége,
hogy van selejtes a kivalasztottak kozott 0.40126. Hany %-a selejt a naponta legyartott
termékeknek?

16.2.15. Egy lizemben a legyartott termékek koziil 7-et kivalasztva, annak a valoszinlisége,
hogy van selejtes a kivalasztottak kozott 0.19202. Hany %-a selejt a naponta legyartott
termékeknek?

16.2.16. Egy ilizemben a legyartott termékek koziil atlagosan 4% selejt. Hany darabot

valasszunk ki a termékek koziil, hogy annak a valdsziniisége, hogy van kozottiik selejt 0.2786?

16.2.17. Egy ilizemben a legyartott termékek koziil atlagosan 3% selejt. Hany darabot

valasszunk ki a termékek koziil, hogy annak a valdsziniisége, hogy van kozottiik selejt 0.3062?

16.2.18. Egy kalapban van 6 piros, és 5 kék golyo.

a) Kivalasztunk 4 golydt visszatevés nélkiil. Mi a valoszintisége, hogy kiillonbozo szintiek?

b) Kivalasztunk 4 goly6t visszatevéssel. Mi a valosziniisége, hogy 2 piros és 2 kék lesz a
kivélasztottak kozott?

16.3. Geometriai valészintiség

16.3.1. Egy 20 cm oldalii négyzet alakt céltablara 5 cm sugara kort rajzolunk. Mennyi a

valosziniisége, hogy a talalat ezen a koron kiviil éri a céltablat?

16.3.2. Egy céltabla koncentrikus korokbdl all egy 25 cm oldalu négyzetlapon. A 10 pontot érd
1 cm sugart, a 9 pontot éré 2 cm sugaru, €s igy tovabb, az 1 pontot éré 10 cm sugart. Egy 16vés
utan mennyi a valosziniisége, hogy:

a) Legalabb 8 pontot 16viink

b) Pontosan 5 pontot 16viink

c¢) Nincs érvényes talalatunk?

16.3.3. Egység sugaru kor alaku céltablara 16viink. A talalat valoszinlisége egyenletes eloszlasu.
A céltablat koncentrikus korokkel 10 részre akarjuk osztani ugy, hogy minden részbe egyenld

valoszinliséggel essen a talalat. Mekkorak legyenek a sugarak?

226



16.3.4. Egy szabalyos tizszdg beirhatd korének sugara 5 cm. Kivalasztjuk a sokszdg egy belsd
pontjat. Mekkora a valosziniisége, hogy egy adott harom szomszédos csucs (pl. ABC) altal
meghatarozott haromszog belsd pontjat valasztottuk ki?

16.3.5. Egy szabalyos nyolcszog legrovidebb atloja 10 m. Kivalasztjuk a sokszog egy belsd
pontjat. Mekkora a valosziniisége, hogy egy adott harom szomszédos csucs (pl. ABC) altal
meghatarozott haromszog belsd pontjat valasztottuk ki?

16.3.6. Egy téglalap csucspontjainak koordinatai: A(0,0), B(0,1), C(4,1), D(4,0) Mekkora a
valosziniisége annak, hogy ha az ABCD téglalap egy belsé pontjat kivalasztjuk, akkor az az
S5x+2y=4, illetve 5x+2y=6 egyenesek altal hatarolt sikrészbdl valo?

16.3.7. Egy téglalap csucspontjainak koordinatai: A(0,0), B(0,1), C(2,1), D(2,0) Mekkora a
valdszinlisége annak, hogy ha az ABCD téglalap egy belsé pontjat kivalasztjuk, akkor az
a) a 2x+5y=7 egyenes ,,feletti” sikrészbdl vald?

b) a 2x+5y=>5 egyenes ,,alatti” sikrészbol valo?

c a 2x+5y=7 és a 2x+5y=>5 egyenesek altal hatarolt sikrészbdl vald?

16.3.8. Az X*+y?+4x-6y+9=0 egyenletii kor egy belsd pontjat kivalasztva, mekkora a
valdszinlisége annak, hogy a kivalasztott pont a P(-2,-3) ponttdl 1 egységtol nagyobb tavolsagra
van?

16.3.9. Az x%+y2-8x+10y+25=0 egyenletii kor egy belsé pontjat kivalasztva, mekkora a
valosziniisége annak, hogy a kivalasztott pont a P(4,-5) ponttdl 3 egységtél nem nagyobb

tavolsagra van?

16.3.10. A (0,7) intervallumon véletlenszertien felvesziink egy P pontot. Annak valoszinisége,
hogy ez a 3-nak r sugaru kornyezetébe esik 0,2. Hatarozzuk meg az r értékét!

16.3.11. Egy r sugaru kor keriiletén felvesziink egy P pontot. Ezt kovetden a korlapon

véletlenszerlien valasztunk egy pontot. Mennyi a valoszinlisége, hogy a két pont tavolsaga:
d>V2-1?

16.3.12. Egy egységnyi szakaszon véletlenszertien kijelolink két pontot. Mennyi a
valdszinlisége, hogy az igy keletkezett harom szakaszbol egy haromszog szerkeszthetd?

16.3.13. Egy r sugarti korvonalon véletlenszeriien kijeldliink harom pontot. Mennyi a

valoszinlisége, hogy a harom pont egy hegyesszdgli haromszdget alkot?

16.3.14. Egy egységnyi szakaszt egy tetszoleges ponttal két részre osztunk, majd a nagyobbikat
még egy ponttal szintén két részre. Mennyi a valosziniisége, hogy a kapott harom szakaszbo6l

egy haromszog szerkeszthetd?
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16.3.15. Valasszunk harom szakaszt véletlenszertien a (0, d) intervallumbdl. Mennyi a

valdsziniisége, hogy a szakaszokbdl hdromszog szerkeszthetd?

16.3.16. Véletlenszeriien valasztunk az egységnyinél kisebb ¢lhosszusagu téglatestet. Mennyi

a valoszinlisége, hogy a téglatest testatldja az egységnél kisebb?

16.3.17. Az A és B varost 450 km kabel koti 0ssze. A kabel meghibasodéasa egyenletes eloszlasu
az egész szakaszon. Mennyi a valdsziniisége, hogy az elsé hiba az A varost6l 180 km-nél
tavolabbi helyen kovetkezik be?

16.3.18. Egy egységnyi hosszusagu szakaszon véletlenszertien kijeloliink két pontot. Mennyi a

valdsziniisége, hogy a koztiik 1évé tavolsag kisebb, mint d, ahol 0 < d < 1?

16.3.19. Egy hazaspar megbeszélte, hogy 9 és 10 6ra kozott talalkoznak egy téren. Az érkezés
a megbesz¢lt idon beliil véletlenszerii. Mennyi a valdszinisége, hogy az eldszor érkezének nem

kell 20 percnél tobbet varnia a masikra?

16.3.20. Egy hazaspar megbeszélte, hogy 9 és 10 6ra kozott talalkoznak egy téren. Az érkezés
a megbesz¢Elt idon beliil véletlenszeri. Mennyi a valoszinlisége, hogy nem fognak talalkozni,

ha csak 15 percet varnak a masikra?

16.3.21. . Egy kikotdbe 12 oran beliil véletlenszertien két hajo érkezik. Az elsének érkezo6 hajo
rogton elkezdi a kirakodést. Az egyik hajonak 1 6rat, a masiknak 2 6rat vesz igénybe a rakodas.
Ha valamelyik hajé rakodik, akkor a masiknak varakoznia kell. Mennyi a valdszinlisége, hogy

valamelyik hajonak varakoznia kell a kirakodasra?

16.3.22. Két darab egymas mellett futd 200 m hosszi kabelen szeretnének kijeldlni egy-egy
szakaszt. Milyen hosszu szakaszt kell valasztani, hogy 0,5 valdszintiséggel ne keriiljenek még

részben sem egymas mellé a kivalasztott részek?

16.3.23. Legyen egy n hosszusagu szakasz egyik végpontja P. Ezen a szakaszon valasztunk két
pontot véletlenszerlien. Legyenek ezek Q és R. Mennyi a valdszinlisége, hogy a Q pont
kozelebb van a P-hez, mint az R-hez?

16.3.24. A [0,1] intervallumon felvesziink véletlenszeriien két pontot. Mennyi a valdsziniisége,
hogy ezek a pontok kdzelebb vannak egymdashoz, mint a 0 pont és a hozza kozelebb esé pont

tavolsaga?

16.3.25. Egy egységnyi hosszusagu szakaszon véletlenszeriien valasztunk két pontot. Mennyi

a valoszintlisége, hogy a két pont kdzelebb lesz egymashoz, mint barmelyikiik a végpontokhoz?
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16.3.26. Egy egységnyi hosszusagu szakaszon véletlenszertien valasztunk két pontot. Mennyi

a valosziniisége, hogy a létrejové harom szakasz egyike sem hosszabb, mint egy adott h

hossztsag, ahol é <h<1?

16.4. Feltételes valosziniiség

16.4.1. Harom kockat feldobunk. Feltéve, hogy a dobott szdmok kozott nincs két egyforma,
mennyi a valdszinlisége, hogy legalabb az egyiken 6-0S van?

16.4.2. Ha nagyon sok kétgyerekes csalad koziil kivalasztunk véletlenszerlien egyet, és
megtudjuk, hogy legalabb az egyik gyerek lany, akkor mennyi a valdszintisége, hogy van fit is

a csaladban?

16.4.3. Harom kockaval dobunk. Mekkora a valdszinlisége, hogy az egyik kockaval 6-0st
dobunk, feltéve, hogy a dobott szamok 0sszege 12.

16.4.4. Bizonyitsa be, hogy ha P(A) = 0.7 és P(B) = 08, akkor P(A|B) > 0,625!

16.4.5. Hat azonos alakt doboz koziil az elsé 5-ben 1-1 golyd van, mégpedig fehér és kék. A
hatodik dobozban 4 fehér és 1 kék golyd van. Az egyik talalomra valasztott dobozbdl
véletlenszertien kivesziink egy golyot. A Kivett golyo fehér lett. Mennyi a valosziniisége, hogy
a hatodik dobozbol val6?

16.4.6. Ot kalap koziil az elsdben 1 fehér és 1 fekete, a masodikban 2 fehér és 1 fekete, a
harmadikban 3 fehér és 1 fekete, a negyedikben 4 fehér és 1 fekete, az 6todikben pedig 5 feheér,
¢s 1 fekete golyd van. Az egyik taldlomra valasztott kalapbol véletlenszerlien kivesziink egy
golyot.

a) A kivett goly6 fehér lett. Mennyi a valdsziniisége, hogy az 6todik dobozbol vald?

b) A kivett golyo fekete lett. Mennyi a valosziniisége, hogy az elsé dobozbdl valo?

16.4.7. Kimutattak, hogy egy orszag lakossaganak 20%-a dohanyos, nekik 85%-a szenved egy
bizonyos tipust betegségben, mig a nem dohanyosoknak minddssze 4%-a. Kivalasztunk egy

embert.
a) A kivalasztott beteg. Mennyi a valdszinlisége, hogy dohanyzik?
b) A kivalasztott egészséges. Mennyi a valdsziniisége, hogy nem dohanyzik?

16.4.8. Kimutattak, hogy egy iskola didkjainak 5%-a nagyon magas I1Q-val rendelkezik.

Koziiliik 95%-a kitlind, mig a tobbieknek minddssze 45%-a. Kivélasztunk egy didkot.
a) A kivalasztott nem kitiind. Mennyi a valdsziniisége, hogy magas 1Q-val rendelkezik?
b) A kivalasztott kitliné. Mennyi a valdsziniisége, hogy nem rendelkezik magas 1Q-val?
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16.4.9. Van egy-egy szabalyos ,,dobotetraé¢deriink”, és dobokockank. Mindegyik test lapjaira
egytdl kezdve felirtuk az elsé néhdny pozitiv egészet, tehat a tetraéderre 1-tdl 4-ig, a kockara
1-t61 6-ig. Feldobunk két szabalyos érmét. Ha mindkettd fej, akkor a kockaval, egyébként a
tetraéderrel dobunk. 1-est dobtunk. Mennyi az esélye, hogy pontosan egy fejet dobtunk?

16.4.10. Van egy-egy szabalyos ,,dobotetraéderiink”, és dobokockank. Mindegyik test lapjaira
egytdl kezdve felirtuk az elsé néhany pozitiv egészet, tehat a tetraéderre 1-tdl 4-ig, a kockara
1-t61 6-ig. Feldobunk két szabalyos érmét. Ha van kozottiik fej, akkor a kockaval, egyébként a
tetraéderrel dobunk. 1-est dobtunk. Mennyi az esélye, hogy nem dobtunk fejet?

16.5. Valodsziniiségi valtozd, eloszlas, varhaté érték

16.5.1. Szabalyos dobokockaval dobunk. A { valésziniiségi valtozo jelentse a dobott értéket.

Adjuk meg C eloszlasat és varhato értékét!

16.5.2. Két szabalyos dobokockaval dobunk. A { valdsziniségi valtozéd jelentse a dobott

szamok Osszegét. Adjuk meg ( eloszlasat és varhato értékét!

16.5.3. Egy dobokocka egy oldalan 1-es, két oldalan 2-es, és harom oldalan 3-as szerepel.
Egyszer dobunk a kockaval. A { valdszinliségi valtozo jelentse a dobott értéket. Adjuk meg

eloszlasat és varhato értékét!

16.5.4. Egy 20 f0s tarsasadgban 12 n6 van. Kivalasztunk 4 embert. A { valdszintiségi valtozo

jelentse a kivalasztott n0k szamat. Adjuk meg C eloszlasat és varhat6 értékét!

16.5.5. Egy kalapban 6 fekete és 4 fehér golyd van. Kivalasztunk harom golyot. A (
valoszinliségi valtozo jelentse a kivalasztott fehérek szamat. Adjuk meg C eloszlasat €s varhato
értékét!

16.5.6. Egy célra 16véskor 0.2 a taldlat valdszinlisége. Haromszor loviink a célra. A {

valoszinliségi valtozo jelentse a talalatok szamat. Adjuk meg C eloszlasat €s varhato értékeét!

16.5.7. Influenzajarvany idején gyakran eléfordul, hogy minden 10.-ik ember megfertézédik az
influenza virussal. Kivélasztunk két embert véletlenszeriien a jarvanyos idészakban. A {
valoszinliségi valtozo jelentse a kivalasztottak kozott a megbetegedett emberek szamat. Adjuk

meg ( eloszlasat és varhato értékeét!

16.5.8. Profi focistak 85%-a értékesiti az altaluk végrehajtott biintetoket. Egy profi focista az
edzésen 4 biintetdt 10 gyakorlasképpen. A ( valdsziniiségi valtozo jelentse a sikerrel végrehajtott

bilintetok szamat. Adjuk meg ( eloszléasat és varhato értékét!
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16.6. Vegyes feladatok

16.6.1. A lottoban legyen minden szelvény telitalalatanak valoszintisége k (0<k<1).

a) Mekkora a valoszinlisége annak, hogy valaki egy szelvénnyel jatszva legalabb egy telitalalata
lesz, ha egy nap két huizas van, és egy adott szelvénnyel mindkét huzasnal nyerhet?

b) Mekkora a valdszintisége annak, hogy valaki két szelvénnyel jatszva telitalalatot ér el, ha
egy nap egy huzas van, €s valaki két (lehet egyforma is) szelvénnyel nyer?

c) Egy jatékos szamara az a) vagy a b) verzi6 az eldnydsebb?

16.6.2. Egy rendezvényen lottohuzast szerveznek. Egy szelvényen 20 szam (az els6 20 pozitiv
egész) talalhatod, ebbdl kell 4-et megjeldlni. Csak a telitalalat, vagy a harom talalat nyer. Egy
szelvény ara 500 Ft. A telitalalat értéke 10.000 Ft, a harom talalaté 2.000 Ft. Hatarozzuk meg a
kovetkezd események valoszinliségét!

a) Egy szabalyosan kit6ltott szelvény nyer.

b) A legkisebb kihtzott szdm az 5-0s, illetve a legnagyobb kihuzott szdmok a 11 és 15.

c) A kihuzott szamok a huzas sorrendjében csokkend, vagy novekvoleg kovetik egymast.

d) 10 véletlenszeriien (nem feltétleniil kiilonbdzden kitoltott szelvény koziil legfeljebb 1 lesz
telitalalatos.

e) 1000 eladott szelvény esetén mekkora lesz a szervezdk lottohtizasbol szarmazo bevétele?

16.6.3. Egy metroszerelvény egy ajtajanak esetén a kinyilas valoszintisége k. Ez minden ajté
esetén egyforma. Mi a valdszinlisége annak, hogy:

a) Egy megalloban a 10 ajt6 koziil legalabb egy kinyilik?

b) Egy megalloban a 10 ajto koziil legfeljebb kettd nyilik ki?

c¢) Mekkora k értektdl fog az ajtok koziil mind kinyilni legaldbb 90%-o0s valoszinliséggel?

16.6.4. Andrés és Béla évek oOta teniszeznek. Tapasztalatok alapjan elmondhato, hogy Andras
nyerésének valoszinlisége k.

a) Mi a valosziniisége annak, hogy 5 lejatszott meccsbol legalabb 1-et Andras nyer?

b) Mekkora k értéktdl lesz annak a valosziniisége legalabb 0.8, hogy Béla legfeljebb 1 meccset
nyer, ha kétszer jatszanak?

c) Harom lejatszott meccs esetén mekkora k érték esetén lesz Andras gydztes meccseinek
varhat6 értéke 2?

16.6.5. 4 lany és 4 fil moziba megy.

a) Leiilnek egymas mellé egy sorban. Mi a valdsziniisége, hogy fitik és lanyok felvaltva iilnek?
b) Amikor vége az eléadasnak, egymas utan sorban jonnek ki az ajton. Mi a valosziniiége annak,
hogy az elsd 4 kozott két fia és két lany lesz?

c) Mind a 8-an felirjak a neviiket egy cédulara, és belerakjak egy kalapba. Ezutan sorban
kihuzzak a céduldkat Ggy, hogy minden hizas utdn visszateszik a kihtzott nevet. Mi a
valosziniisége, hogy az elsé 5 hiizas utan egy adott nevet kétszer is kihtiztak?
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17. Analizis

17.1. Sorozatok tulajdonsagai, mértani sor

17.1.1. Jellemezziik az a, = 3n+l sorozatot monotonitds szempontjabol!

n+2

. —4n o o
17.1.2. Jellemezziik az a, = 3 sorozatot monotonitds szempontjabol!

3n+1
. 2n+3 o iy
17.1.3. Jellemezziik az a, = 3 sorozatot monotonitds szempontjabol!
n —
.. o5n+1 " 21
17.1.4. Jellemezziik az a, = 5 sorozatot monotonitas szempontjabol!
n —_
17.1.5. Jellemezzik az a, = = _4 sorozatot monotonitds szempontjabol!
n+
.. 4n+3 iy o1
17.1.6. Jellemezziik az a, = 2 sorozatot monotonitas szempontjabol!
n —
5n° +9n -3
17.1.7. Hatarozzuk meg az a, = —————— sorozat hatarértéket!
m —-2n+1
2n* —5n+9
17.1.8. Hatarozzuk meg az a, = —————— sorozat hatarértékét!
n+1
. 9n®-8n+7n? e
17.1.9. Hatarozzuk megaz a, = B sorozat hatarértékét!
—on
4n* -2n+7
17.1.10. Hatarozzuk meg az @, = —————— sorozat hatarértekét!
5-3n-n
) 8n*—-2n+7 i
17.1.11. Hatarozzuk meg az a, = ———————, sorozat hatarertekét!
5+3n —=7n
4n* -2n+7
17.1.12. Hatarozzuk meg az a, = 5 an sorozat hatarértékét!
n"—o—on

17.1.13. Jellemezziik az a, = 1"/

sorozatot korlatossag szempontjabol!
2n+4
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17.1.14. Jellemezziik az a, = 212

sorozatot korlatossag szempontjabol!
3n+5

17.1.15. Jellemezziik az a, = n+2

o3 sorozatot korlatossag szempontjabol!
n —

17.1.16. Jellemezziik az a, = 1+ 2

5 sorozatot korlatossag szempontjabol!
—Nn

17.1.17. Jellemezziik az a, = 2n+5

an 7 sorozatot korlatossag szempontjabol!
n j—

sorozatot korlatossag szempontjabol!

17.1.18. Jellemezziik az a, =

5-3n

17.119. Az a, = :Zn ki i sorozat tagjai hanyadik tagtél kezdve esnek a hatarérték £=1072 sugarti
n —

kornyezetébe?

17.1.20. Az a, = n_+i|.1 sorozat tagjai hanyadik tagtol kezdve esnek a hatarérték =107 sugara

n-+

kdrnyezetébe?

17121. Az a, = 1n +23 sorozat tagjai hanyadik tagtél kezdve esnek a hatarérték £=1072 sugarti
-2n

kdrnyezetébe?

17.1.22. Az a, = on sorozat tagjai hanyadik tagtol kezdve esnek a hatarérték =10 sugara

3n—

kornyezetébe?

17.1.23. Az a, = 3n+2 sorozat tagjai hanyadik tagtol kezdve esnek a hatarérték =102 sugara
—-2n

kornyezetébe?

17.1.24. Az a, = 2n _54 sorozat tagjai hanyadik tagtol kezdve esnek a hatarérték =102 sugara
—5n

kornyezetébe?

17.1.25. Jellemezziik az a, = sorozatot monotonitas €s korlatossag szempontjabol.

n+4
Tagjai hanyadik tagtol kezdve esnek a hatarérték e=10" sugaru kérnyezetébe?

17.1.26. Jellemezzik az a, = 20>

" sorozatot monotonitas €s korlatossag szempontjabol.
n-+

Tagjai hanyadik tagtol kezdve esnek a hatarérték e=10 sugaru kdrnyezetébe?
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17.1.27. Jellemezzik az a, ="

3 sorozatot monotonitds ¢s korlatossag szempontjabol.
n j—

Tagjai hanyadik tagtol kezdve esnek a hatarérték e=10"° sugart kornyezetébe?

17.1.28. Jellemezzik az a, = sorozatot monotonitas €s korldtossag szempontjabol.

6-2n
Tagjai hanyadik tagtol kezdve esnek a hatarérték e=10" sugaru kérnyezetébe?

3n-

17.1.29. Jellemezzik az a, =
2n-5

sorozatot monotonitas ¢és korlatossdg szempontjabol.

Tagjai hanyadik tagtol kezdve esnek a hatarérték e=10"° sugart kdrnyezetébe?

17.1.30. Adott egy 2 cm oldali négyzet. Kdzépvonalaival bontsuk 4 egybevagd négyzetre.
Vilasszuk ki a bal felsd¢ sarokban 1évé négyzetet, és ezt is bontsuk a kozépvonalaival 4
egybevago részre. Ezt az eljarast folytassuk a végtelenségig. Hatarozzuk meg a szoban forgo

négyzetek keriileteinek és teriileteinek az 6sszegét! (Beleértve a kiindulasi négyzetet is!)

17.1.31. Adott egy 6 cm oldalu négyzet. Oldalaival parhuzamos harmadolé vonalaival bontsuk
9 egybevag6 négyzetre. Valasszuk ki a bal fels sarokban 1évé négyzetet, €és ezt is bontsuk az
el6z6hoz hasonldan 9 egybevag6 részre. Ezt az eljarast folytassuk a végtelenségig. Hatarozzuk
meg a szoban forgo négyzetek keriileteinek és teriileteinek az 6sszegét! (Beleértve a kiindulési

négyzetet is!)

17.1.32. Adott egy 3 cm oldalti négyzet. Szomszédos felezépontjait sszekotve Gjabb négyzetet
kapunk. Ennek szomszédos felez6pontjait 6sszekdtve megint négyzet keletkezik. Ezt az eljarast
folytassuk a végtelenségig. Hatarozzuk meg az eredeti négyzettdl eltekintve a kapottak

kertileteinek és tertileteinek az 0sszegét!

17.1.33. Egy szabalyos haromszdg oldala 4 cm. A felez6pontjait 6sszekotve tjabb haromszoget
kapunk. Ennek a felezOpontjait is kossilik Ossze, €s ezt az eljarast folytassuk a végtelenségig.
Hatarozzuk meg a kapott haromszogek kertiileteinek és teriileteinek az 6sszegét! (Beleértve az

eredeti haromszoget is!)
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17.1.34. Egy egyenld szaru derékszogl haromszog atfogdja 10 cm. A derékszogli csticsdhoz
tartozd magassag mentén bontsuk két haromszogre. Ezek koziil tekintsiik a bal oldalit. Ezt az
eljarast folytassuk a végtelenségig. Hatarozzuk meg a kapott hdromszogek keriileteinek és

teriileteinek az dsszegét! (Beleértve az eredeti haromszoget is!)

17.1.35. Adott az Ai1BC: derékszogli haromszog,
melynek atfogoja 2 egység, a B csuccsal szemkozti
befogd 1 egység. A CiB befogd felezOpontja As.
Rajzoljunk az eredetivel hasonld  derékszogl
haromszoget az 4bra alapjan a C1B befogora, melynek
atfogdja A2B.Ezt az eljarast folytassuk a végtelenségig!

Hatarozzuk meg a feladatban szereplé haromszogek

terliletének és keriiletének Osszegét!

Y N

17.1.36. Adott az Ai1B1Ci derékszogii haromszog,
melynek atfogoja 2 egység, a B1 csticesal szemkozti befogd
1 egység. A BiA:1 atfogo felezépontja B2. Rajzoljunk az
eredetivel hasonld haromszdgeket az dbran lathaté mddon,
¢s az eljarast a végtelenségig folytassuk. Hatarozzuk meg -
az igy kapott C1A1A2As.... tordtt vonal hosszat, illetve a

haromszogek teriiletének és kertiletének dsszegét!

17.1.37. Adott egy 12 cm oldalu négyzet. Egyik csticsabol
kiindulva bontsuk az oldalakat 5:7 ardnyban. A kapott osztopontokat kdssiik 0ssze, €s igy egy
ujabb négyzetet kapunk. Az eldbbi eljarast folytassuk a végtelenségig. Hatarozzuk meg a kapott

négyzetek kertileteinek és teriileteinek az 6sszegét!

17.1.38. Adott egy 1 cm oldalu négyzet. Egyik csucsabol kiindulva bontsuk az oldalakat 3:4
aranyban. A kapott osztopontokat kossiik 0ssze, €s igy egy ujabb négyzetet kapunk. Az eldbbi
eljarast folytassuk a végtelenségig. Hatarozzuk meg a kapott négyzetek keriileteinek és

teriileteinek az 0sszegét!

17.1.39. Egy szabalyos otszognek a keriiletét jeloljiik ki-el, tertiletét ti-el. Kicsinyitsiink a
harmadara, és az igy kapott 6tszog keriiletét ko-vel, teriiletét ts-al. Folytassuk ezt az eljarast a
végtelenségig. Hatdrozzuk meg, hogy a kiinduldsi o0tszog keriilete hany %-a a

lim(k, +Kk, +Ky +...K, +...)  hatérértéknek, illetve a teriilete hany %-a a
n—o

lim(t, +t, +t, +...1, +....) hatarértékeknek!

n—o
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17.1.40. Egy szabalyos hatszog oldalainak hossza 3 cm. Tekintsiik az oldalfelezOpontok
segitségével kapott hatszoget, majd ennek az oldalfelezd pontjaival kapott hatszoget is. Ezt
folytassuk a végtelenségig. Hatarozzuk meg a kapott hatszogek keriileteinek és teriileteinek az

Osszegét! (beleértve a kiindulési hatszoget is!).

17.2. Fiiggvények hatarértéke

Hatarozzuk meg a kovetkezo hatarértékeket!

2 2 2
17.2.1. a) lim 2= b) lim*=X o) lim2=X
x>2 X+2 x>2 X+ 2 x>n X + 2
2 2
17.2.2.a) lim —“1 b) lim X XF Ly i X X
o1 X2 4+ X+1 x>-1X°+X+1 x>0 X2 4+ X +1
3_ 3 3
1723.8) lim——>—  b)lim———"— ¢ lim———
>1x +x% +1 -0 XT 4+ X +1 o1 X+ x2+1
2 2 9 2_9
17.2.4.3) I|m b) I|m c) lim
x—>3)( x—>0X —3X x—>ooX —3x
17.2.5.2) lim 2> b) lim X+> ¢) lim <>
x>-5 25— X x-5 25 — X xo® 25 — X
2 _ 2 _
1726, lim 223 gy i X X8y iy X 2X =3
-1 x> —8x+7 x>3 X" —8X+7 x->T X° —8X+7
2
3 X* —5X+6 a x* —5x+6 x5 x* —5X+6
17.28.9)lim 2x* —7x+5 b) lim 2x* —7x+5 o lim x> —7x+10
-1 3% —5X+2 H§3x —5x+2 x> X* ~5X +6
2_ 2 2
17.2.9. a)hm# b) lim X~ X+ 4y fip X ZOXF4
-0 x° —7x* +12x >4 X7 —TX"+12X 7 xoe X7 =TX" +12X
3 pay? 2
=0 X% —7x+10 x5 X°—-7x+10 n X2 —Tx+10
X3 N 3
17.2.11. a)llm -8 b) lim X=8 o limX =8
=2 X —2 x—>-0 X —2 x>0 X —2
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2 2 2
17.2.12. a) lim =% im X 3% im X 3%
x-0 X" + 27X x>-3 X" + 27X x>0 X" 4 27X

17.3. Fiiggvények derivalasa, a derivalt fiiggvény alkalmazasai
Derivaljuk a kovetkezo fiiggvényeket!

17.3.1.a) f(x)=x3—%+x—l b) f(x)=x5—%—x+5 c) f(X)=X7—%—ﬂ'

17.3.2.a) f(x):5x4—xl+6x—3 b) f(x):ZXS—%—9X c) f(><)=4><3—§(—§—e2

1 6 5
17.3.3.2) f(x)=‘{/?—w+\/§ b) f(x)zi/x_—wuﬁ 0) f(x):5§/F_W
3 4 ) N
1734.2) 1()=X% ) £ =X 9 f(x)\/? Jx

: 2x ¥
2 3 3 a2
17.35.8) ()= b) f(x)= X" g g XX
X+1 X+2 X—3
17.3.6 a)f(x)—x3_8 b) f(x)= X* +125 0 f(x)_x4—16
o X2 X2 —5x+25 T x=2

17.3.7.a) f(x)=Inx-cosx b) f(x)= (4x3 —3X+ 2)-(x2 +12)
c) f(x)= (— x* +5x —3)-sin X

1738, f()=2Inx-e* by [00=3mx-2x=e) o f()=5cosx-(~7x+1)

3 _ 3 _
f(x)=w f(x):z)(;lz f(X)ZM
17.3.9.2) X“=2X p) X°—15x+23 c) X—2
17.310.8) f(x) = M X by f(x)=_—2COSX ¢) f(x)=—2mX
3x-2 3x? —5x+2 X* —2x+1
17.3.11. a) f (x) =2 b) (x)=In(5x* —3x+1)
c) f(x):cos(7x—x2)
17.3.12. a) f (x) =In(3x* —~2x+5)  b) f(x)=sin(5x—6) ¢) f(x)=cos?x
17.3.13. a) f (x) =3In* x b) f(x)=e>" c) f(x)=cos(sin(x))
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Hatarozzuk meg a kovetkezo fiiggvények P pontbeli érintéjének egyenletét!

17.3.14. a) f () =x* —x+2 , P(1,2) b) f(x) =—2x*+3x-5, P(0,-5)

17.3.15. @) f(x)=4x*—x*+x, P(-1-6) h) f(x)=—2x*+3x*—4,P(2,-8)

17.3.16. a) f (x) =2x* —5x* +1, P(1,2)  b) f(x)=x*-5x*-2x+1, P(1-5)

Hatarozzuk meg a kovetkezo fiiggvények xo abszcisszajia pontbeli érintéjének egyenletét!
17.3.17. @) f (X) =x* =5x+6, X, =2 b) f(X) =—-3x*+7x—6, X, =—1

17.3.18. @) f (X) =X* —=5Xx+6, X, =—2 b) f (x) =5x>—2x-1, x, =0

17.3.19. ) f(X) =x* —~7x2 +2, X, =1 p) F(¥)=3x"-4x"+12x-3 ', _3
Hatarozzuk meg a kovetkezo fiiggvények monotonitasat, szélséértékét, konvexitasat,

inflexiés pontjat! 17.3.20-24.

17.3.20. a) f (X) =—3x* +12x+7 b) f(x)=4x*—-24x+13
17.3.21. a) f (x) =2x° —12x* 10 b) f(x)=x>-6x*+4x-1,xe]-10,10[
17.3.22. a) f(x) =3x* — 24x* b) f(x)=-3x"-8x*,xe]-6,6]
17.3.23. 8) f (x) = —— b) f(x)=X"2

X+1 X
17.3.24. 8) f () = —~ b) f(x)=*+1

X“+1 X

17.3.25. Adott a valds szamok halmazan értelmezett ¢(X)= x>+ px® +3x fiiggvény. a)
Mekkora p érték esetén lesz a x = -3 lokalis szélséérték-hely? Maximuma, vagy minimuma van
a fiiggvénynek ezen a helyen? b) Az a) pontban kiszadmitott p érték esetén van-e még az
X = -3-t61 kiilonb6z6 széls6érték-hely?

17.3.26. Adott a valds szamok halmazan értelmezett f(X)=2x>+ px* —30x fiiggvény. a)
Mekkora p érték esetén lesz a x = 6 lokalis szélséérték-hely? Maximuma, vagy minimuma van
a fiiggvénynek ezen a helyen? b) Az a) pontban kiszadmitott p érték esetén van-e még az
X = 6-t6l kiilonbozo szélsdérték-hely?

17.3.27. Egy iizemben egy termék darabszama é&s Onkoltsége kozotti Osszefiiggés:
f(x)=444,6-42,2x+1,5x?-0,015x%. Ebben x a darabszamot jelenti, f(x) pedig az nkoltséget Ft-
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ban. Mekkora darabszamhoz tartozik a minimalis O6nkoltség? Mekkora ez a minimalis
onkoltség?

17.3.28. Egy iizemben egy termék darabszdma ¢&s Onkoltsége kozotti Osszefiiggés:
f(x)= 0.1x3-21x?+1470x+ 4169, ahol x €[0,250]. Ebben x a darabszamot jelenti, f(x) pedig az
onkoltséget Ft-ban. Mekkora darabszamhoz tartozik a minimalis 6nkoltség? Mekkora ez a

minimalis 6nkoltség?

17.3.29. Egy termék kg-ban kifejezett kereslete és annak p forintos egységara kozott az
f(p)=-4p+280 0Osszefiiggés all fent. Hany forintos egységar mellett lenne az arbevétel

maximalis, és hany Ft ez a maximum? Mekkora kereslet tartozik ehhez az egységarhoz?

17.3.30. Egy termék kg-ban kifejezett kereslete és annak p forintos egységara kozott az
f(p)=-5p+420 Osszefiiggés all fent. Hany forintos egységar mellett lenne az arbevétel

maximalis, és hany Ft ez a maximum? Mekkora kereslet tartozik ehhez az egységarhoz?

17.3.31. Valamely termék nyereségfiiggvénye: N(x)=-2x?+250x-270. Koltségfiiggvénye:
K(x)=70x+2. Milyen x mellett vesz fel maximalis értéket az arbevétel fliggvénye? (x az eladott

mennyiséget jelenti).

17.3.32. Valamely termék nyereségfiiggvénye: N(x)=-3x?+210x-240. Koltségfiiggvénye:
K(x)=60x+3. Milyen x mellett vesz fel maximalis értéket az arbevétel fliggvénye? (x az eladott

mennyiséget jelenti).

17.3.33. Egy repiil6 koltségeit a kerozinfogyasztas és egyéb koltségek jelentik. Az 6ranként
felhasznalt kerozin K értéke fiigg a sebességtdl, ezt a K(x)=0.03x3 irja le, ahol x (100km/h) a
sebesség. Az egyéb kiadasok 480 eurot tesznek ki oranként. Mekkora sebesség esetén lesz

kilométerenkénti koltség minimalis?

17.3.34. Régebben a gbézmozdonyok iizemeltetési koltségeit a flitdanyagfogyasztds, a
mozdonyvezetd orankénti dija, és egyéb koltségek hataroztdk meg. Az oranként felhasznalt
fiitGanyag F értéke F(X)=0.005X3 moédon  fiiggott x  (km/h) sebesség esetén. A
mozdonyvezetdk dija éranként 250 Ft. Az egyéb koltségek 1000 Ft-t tettek ki oranként.

17.3.35. Két eurdpai Duna menti nagyvaros kozott hajojaratokat lizemeltet egy cég. Egy jarat
legalabb 30 utas esetén indul, és maximum 210 {6t képes elszallitani. Az utasonkénti részvételi
dijat a kovetkezd modszer szerint alakitjak: 50 {6 alatt fix 400 eur6 a koltség fejenként. 50 vagy
attol tobb utas esetén annyiszor 1.15 eurdval csokken a 400 eurd, amennyivel tobb utas van,

mint 50. Hany utas esetén lesz a tarsasag bevétele egy jaraton a legtobb? Mekkora ez a bevétel?
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17.3.36. Két nagyvaros kozott repiildjaratokat lizemeltet egy cég. Egy jarat legalabb 10 utas
esetén indul, és maximum 36 6t képes elszallitani. Az utasonkénti részvételi dijat a kovetkezd
madszer szerint alakitjak: 20, vagy annél kevesebb utasszdm alatt fejenként 16.000 Ft a koltség.
20-t61 tobb utas esetén annyiszor 400 Ft-al csokken a 16.000 Ft-os viteldij, amennyivel tobb
utas van, mint 20. Hany utas esetén lesz a tarsasag bevétele egy jaraton a legtobb? Mekkora ez

a bevétel?
17.4. Integralas, és alkalmazasai
Hatarozzuk meg a kovetkez6 fiiggvények hatarozatlan integraljait!

17.4.1. a) f(x)=x3—i2+x—1 b) f(x)=x5—%—3x+5 c) f(x)=5x7—%—27r
X

x> —64 x3+125
b) f(X)=—5———=
X—4 X —=5x+25

17.4.2.a) f(x) =

17.4.3.a)f(x)=2cosx+§—3e b) f(X)zZEX—§+47z
X X

x*—16

17.4.4.a) f(x)= b) f(x) :(4x3—3x+2)-(x2 +12)

Szamitsuk ki a kovetkezo hatarozott integralokat!

17.4.5. ) Jl‘(4x2 —3x)dx b) JZ.(— 3x° +4x)dx c) j’.(2x4 —3x? +5x)dx
0

1

o

3z

2

(-2cosx)dx  ¢) j(25in X +3c0s X —1)dx

a

—ro |y

17.46.8) [(sinx+1)dx  b)
0

NN

17.4.7.9) j(é—sj dx b) Jl‘(SeX +2x)dx c?(%—zerdx
1 e

0
17.4.8. Hatarozzuk meg a ’p’ valds paraméter értékét, ha
1

a) .T(Zx —6)dx=-9 b) j.(x3+x)dx:336 c) E(ZX +p)dx =14
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17.4.9. Hatarozzuk meg az 'm’ valos paraméter értékét, ha me[0,2x] és

P 1
a) |(2sin x)dx =2 b) || —=cosx [dx =1
) [(2sinx ) [[(~3e0sy]
2 2
17.4.10. Hatarozzuk meg az ’¢’ valos paraméter értékét, ha c€]0,2x] és
a) .[(\/Esin x—\/Ecosx)dx=0 b) I(\/gcosx—sin x)dx=0
0 0
17.4.11. Hatarozzuk meg a 'p’ valos paraméter értékét, ha
p p
a) Igdx:Z b) jede=e2—1
1 X 0

17.4.12. Hatarozzuk meg mekkora az f(x) fiiggvény és az x tengely altal hatarolt zart sikidom

tertilete?
a) f(x)=x*-3x+2 b) f(x)=-x*+6x-5 c) f(x)=2x*-2x-12

17.4.13. Hatarozzuk meg mekkora az f(x) fiiggvény és az x tengely altal hatarolt sikidom

terlilete az adott intervallumon?
a) f(x)=x*-4x+3,xe[0,5] b) f(x)=x®-5x*+6x, xe[0,3]

17.4.14. Hatarozzuk meg mekkora az f(x) fliggvény €s az x tengely altal hatarolt sikidom

teriilete az adott intervallumon?

) f(x):%x2—2x—8, xe[1,4] b) F(X)=x* —x°+X, xe[-1,1]

17.4.15. Hatarozzuk meg mekkora az f(x) fliggvény és az x tengely altal hatarolt sikidom

teriilete az adott intervallumon?
a) f(x)=2x>—-8x*+6x, xe[-1,5] b) f(x)=3x"-6x*-9x*, xe[-2,4]

17.4.16. Hatarozzuk meg mekkora az f(x) fliggvény és az x tengely altal hatarolt sikidom

tertilete?
a) f(x)=sinx, xe]0,2x] b)  f(x)=2cosx, XEE;%’”}

17.4.17. Hatarozzuk meg mekkora az f(x) fiiggvény és az x tengely altal hatarolt sikidom

terilete?

a) f(x)=%sin X, Xe[z'ﬁ}

; b) f(x) =1.5cos x XE|:£;5—7Z:|
4 6 4

3
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17.4.18. Hatarozzuk meg mekkora a fliggvények altal hatarolt zart sikidom teriilete?
a) f(x)=x>-5x+6, g(x)=2x—4 b) h(x) =-2x, i(X) = x> +2x+3

17.4.19. Hatarozzuk meg mekkora a fliggvények altal hatarolt zart sikidom teriilete?
a) f(x)=x-0.5x%, g(x)=2x—x" b) h(x)=-x+3, i(x)=x>+1

17.4.20. Hatarozzuk meg mekkora a fliggvények altal hatarolt zart sikidom teriilete?
a) f(X)=x*-2x-3, g(x)=1-x* b) h(x) =x*—5x* +6x+1i(x) = (x—1)°

17.4.21. Hatarozzuk meg mekkora a fliggvények altal hatarolt zart sikidom teriilete?
a) f(x)=sinx, g(x)=cosx, Xe [0,27z] b) f(x)=sinx, g(x)=+3cosX, X€ [0,272']

17.4.22. Hatarozzuk meg mekkora a fliggvények altal hatarolt zart sikidom teriilete?

a) f(x)=05sinx, g(x) = 2% xe[01.57]

2.3

b) f (x) =gsin X, g(x) =+/3cosx, xe[0,37]

17.4.23. Hatarozzuk meg mekkora a fliggvények altal hatarolt zart sikidom teriilete?
f (x) =0.5sin 2x, g(x) = %(ZSin x+sin 2x), x [0, 7]

17.4.24. Hatarozzuk meg a p valos paraméter értékét ugy, hogy az f(x) =—4x> + p* fiiggvény
pz A2

¢és az X tengely altal bezart teriilet haromszorosa legyen a g(x) = 5

fliggvény és az X
tengely altal bezart teriiletnek!

17.4.25. Hatarozzuk meg az m (m>1) valos paraméter értékét Ggy, hogy az f (X) = x> +3x+4m

fliggvény és a g(X) = mx* +3x+4 fiiggvények altal bezart teriilet nagysaga % legyen!

17.4.26. Hatarozzuk meg a, b, ¢ értékét, az f(X)=ax’ +bx+c fiiggvény az 1 abszcisszaju
pontban érinti a g(X) =3x” fiiggvényt, és az y tengelyt a -10-ben metszi! Hatarozzuk meg a két
fliggvény és az x tengely altal bezart teriilet nagysagat!

17.4.27. Hatarozzuk meg a, b, ¢ értékét, az f(X)=ax’ +bx+c fiiggvény az 2 abszcisszaju
pontban érinti a g(x) = x*fiiggvényt, és az y tengelyt a -8-ban metszi! Hatarozzuk meg a két
fliggvény és az x tengely altal bezart teriilet nagysagat!

242



18. Bizonyitasi modszerek

18.1. Direkt bizonyitas

18.1.1. Bizonyitsuk be, hogy ha A ¢és B két tetszéleges véges halmaz, akkor
|Al = |A\ B| = |An B]
18.1.2. Bizonyitsuk be, hogy ha A és B két tetszéleges véges nem iires halmaz, akkor
|(AxB) \ (BxA)| = |(BxA) \ (AxB)|
18.1.3. Bizonyitsuk be a kovetkezd egyenldséget!
(A->B)és(nA—->-B)=AoB

18.1.4. Bizonyitsuk be a kdvetkezd egyenldséget!

(A - B)kizvagy(B — A) = (ﬂ(AvagyB)) o (AésB)
18.1.5. Bizonyitsuk be, hogy egy paratlan szam négyzete 4-gyel osztva 1 maradékot ad!
18.1.6. Bizonyitsuk be, hogy harom egymast kdveté szam kobének dsszege oszthato 9-cel!

18.1.7. Legyen (a + b)(b + ¢) = 0 és abc # 0. Bizonyitsuk be az alabbi egyenldséget!

18.1.8. Legyena + b + ¢ = 0 és a® + b3 + ¢ = 0! Bizonyitsuk be az alabbi egyenléséget!
a4+ b" + c™" = 0,ahol n > 0 paratlan szam
18.1.9. Bizonyitsuk be az alabbi egyenldtlenséget, ahol X tetszdleges valos szam!

2x2+6x+6<
T x24+4x+5 ~

18.1.10. Bizonyitsuk be, hogy az alabbi egyenletnek mindig van pozitiv egész megoldésa!

x?2 —y? =p?,ahol p > 2 egész szam
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18.1.11. Bizonyitsuk be a kdvetkez6 egyenldtlenséget!
12 < (log, 7)% + 36(log; 2)? < 13

18.1.12. Bizonyitsuk be, hogy barmely valos X esetén igaz a kovetkezd egyenlotlenség!
2

2 b
x%log, 4b +2xlogaE+loga (E) >0,ahola>1ésb>?2

18.1.13. Bizonyitsuk be a kovetkez6 egyenldséget, ha a # E(Zk + 1), ahol k egész szam!

cosa + sina
——— =tan2a +
cosa —sina cos 2a

18.1.14. Bizonyitsuk be a kovetkezd egyenldséget tetszdleges a esetén!

Zsin(%—a)cos(%+a)=1—sin2a

18.1.15. Bizonyitsuk be, hogy minden haromszdgben van olyan oldal, amely nem nagyobb a

masik két oldal szamtani kdzepénél!

18.1.16. Bizonyitsuk be, hogy hogy egy konvex sokszog kiilsd szogeinek 6sszege nem fligg a

sokszdg oldalszamatol!

18.1.17. Bizonyitsuk be, hogy ha egy téglatest egy csuicsba futé éleinek ardnya 2:5:14, akkor a

testatlo és az €lek hosszanak aranya racionalis szam.
18.1.18. Bizonyitsuk be, hogy az n oldalu ferde hasabban az oldallapok lapszdgeinek dsszege:
(n—2)-180°

18.1.19. Bizonyitsuk be a kovetkez6 egyenldséget!

(Zii):(ki1)+2(z)+(k:1)

18.1.20. Bizonyitsuk be a kovetkezd egyenldséget!

) =@+ )+ () () + Q)
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18.2. Indirekt bizonyitas

Bizonyitsuk be az aldbbi szdmokrol, hogy irracionalisak!

18.2.1. A+/2 irracionalis szam.

18.2.2. A3 irracionalis szam.

18.2.3. A+/5 irracionalis szam.

18.2.4. A V6 irracionalis szam.

18.2.5. A V17 irracionalis sz4m.

18.2.6. A5 + V2 irracionalis szdm.

18.2.7. A +a irracionalis szam, ahol a > 0 egész és nem négyzetszam.

18.2.8. A /72 irracionalis szam.

18.2.9. A %/2 irracionalis szam.

18.2.10. Az V4 irracionalis szam.

18.2.11. A 'Y/10 irracionalis szam.

18.2.12. Az /200 irracionalis szam.

18.2.13. A ¥/a irracionalis szam, ahol az a nem k-adik hatvanya egy természetes szamnak.
18.2.14. A log, 5 irracionalis szam.

18.2.15. Az logs 10 irracionalis szam.

18.2.16. A log 15 irraciondlis szam.

18.2.17. Allog(2™ - 5™) irracionalis szam, ha m és n kiillonb6z6 nem negativ egész szamok.
18.2.18. A tan 5° irracionalis szam.

18.2.19. A sin 15° irracionalis szam.
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18.2.20. Bizonyitsuk be, hogy az log,(n + 1) irracionalis szam, minden n pozitiv egész

szamra!

18.2.21. Bizonyitsuk be, hogy minden n pozitiv egész szam esetén a logn és log(n+ 1)

szamok koziil legalabb az egyik irracionalis.
18.2.22. Bizonyitsuk be a kdvetkezo allitdsokat!

Minden irracionalis szam tizedes tort alakjaban legalabb egy szamjegy végtelen sokszor

szerepel.

Minden irracionalis szam tizedes tort alakjaban legalabb két szadmjegy végtelen sokszor

szerepel.

18.2.23. Bizonyitsuk be, hogy végtelen sok primszam létezik.

18.3. Teljes indukcidés bizonyitas

18.3.1. Bizonyitsuk be a kdvetkezd oszthatosagot!
A 3 osztéja a n® + 2n szdmnak.
18.3.2. Bizonyitsuk be a kdvetkezd oszthatosagot!
A 4 osztbja az n* — 2n3 + n? kifejezésnek.
18.3.3. Bizonyitsuk be a kdvetkezd oszthatdsagot!
Az 5 osztbja a 2*"*+1 + 3 kifejezésnek.
18.3.4. Bizonyitsuk be a kdvetkezd oszthatdsagot!
A 6 osztoja az n3 + 5n kifejezésnek.
18.3.5. Bizonyitsuk be a kdvetkezd oszthatdsagot!
A 7 osztdja a 320*1 + 202 kifejezésnek.
18.3.6. Bizonyitsuk be a kdvetkezd oszthatdsagot!

A 8 osztbja az 5" + 2 - 371 + 1 kifejezésnek.
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18.3.7. Bizonyitsuk be a kovetkezd oszthatosagot!
A 9 osztdja az 7" + 3n — 1 kifejezésnek.
18.3.8. Bizonyitsuk be a kdvetkezd oszthatdsagot!
A 11 oszt6ja a 32"*2 4 2601 kifejezésnek.
18.3.9. Bizonyitsuk be a kdvetkezd oszthatdsagot!
A 13 osztbja a 421 + 302 kifejezésnek.
18.3.10. Bizonyitsuk be a kdvetkezd oszthatdsagot!
16 osztdjaa 32"*2 + 8n — 9 kifejezésnek.
18.3.11. Bizonyitsuk be a kdvetkezd oszthatosagot!
A 17 osztéjaa 72" + 2574 kifejezésnek.
18.3.12. Bizonyitsuk be a kovetkezd oszthatdsagot!
A 18 osztbja a 22" + 24n — 10 kifejezésnek.

18.3.13. Bizonyitsuk be a kovetkezd oszthatdsagot!

A 19 osztbja az 521~1 . 20+l 4 3n+l. 2201 kifejezésnek.

18.3.14. Bizonyitsuk be a kovetkezd oszthatosagot!
A 21 osztbja az 521t + 40+2 kifejezésnek.

18.3.15. Bizonyitsuk be a kovetkezd oszthatdsagot!

A 23 osztdja a 27"*3 + 32nt1. gt kifejezésnek.

18.3.16. Bizonyitsuk be a kovetkezd oszthatdsagot!
A 27 osztdjaa 10™ + 18n — 1 kifejezésnek.
18.3.17. Bizonyitsuk be a kovetkezd oszthatdsagot!

A 57 osztéjaa 772 + 771 + 7" kifejezésnek.
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18.3.18.

18.3.19.

18.3.20.

18.3.21.

18.3.22.

18.3.23.

18.3.24.

18.3.25.

18.3.26.

18.3.27.

Bizonyitsuk be a kdvetkezd oszthatdsagot!
A 64 osztbja a 32"+2 — 8n — 9 kifejezésnek.

Bizonyitsuk be a kdvetkezd oszthatdsagot!

A 81 osztdjaa 10" - (9n — 1) + 1 kifejezésnek.
Bizonyitsuk be a kdvetkezd oszthatdsagot!

A 99 osztodja a 303 - 220%2 — 108 kifejezésnek.
Bizonyitsuk be a kdvetkezd oszthatdsagot!

A 120 osztbja az n® — 5n° + 4n kifejezésnek.
Bizonyitsuk be a kdvetkezd oszthatdsagot!

A 133 osztéjaa 112 + 1220+1 kifejezésnek.
Bizonyitsuk be a kdvetkezd oszthatdsagot!

A 144 osztéjaan- 13" — (n+ 1) - 13" + 1 kifejezésnek.
Bizonyitsuk be a kdvetkezd oszthatdsagot!
A 2" osztéjaaz (n+ 1)(n + 2) - ---- (2n) kifejezésnek.

Bizonyitsuk be a kovetkez6 egyenldséget!

nn+1)2n+1
12422432+ 4n%= ( ) )

6
Bizonyitsuk be a kdvetkezd egyenldséget!
n(n+1) 2
13423433 +.-4n°= [Tl

Bizonyitsuk be a kovetkez6 egyenldséget!

n(n+1)

12 _ 22 + 32 — (_1)n—1 . n2 — (_1)n—1 . 5
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18.3.28. Bizonyitsuk be a kdvetkezd egyenldséget!

n(4n? —1)

12+324+524+..+(2n—-1)* = 3

18.3.29. Bizonyitsuk be a kdvetkezd egyenldséget!

n(n+ 1)(n+ 2)

124234344 +n-(n+1)= :

18.3.30. Bizonyitsuk be a kdvetkezd egyenldséget!

nn+ 1+ 2)(n+ 3)

1-2-34+2-34+3-4-5+--+n-(n+1)-(n+2)= 2

18.3.31. Bizonyitsuk be a kdvetkezd egyenldséget!
14427+ --+n-(3n+1)=n-(n+1)>?

18.3.32. Bizonyitsuk be a kdvetkezd egyenldséget!

(1+1)(1+%)(1+%)---(1+%)=n+1

18.3.33. Bizonyitsuk be a kdvetkezd egyenldséget!

18.3.34. Bizonyitsuk be a kdvetkezo egyenloséget!
143+5++(2n—-1)=n?

18.3.35. Bizonyitsuk be a kdvetkezo egyenldséget!

n-(n+1)
1+2+3++I’1=T
18.3.36. Bizonyitsuk be a kdvetkezo egyenloséget!
1 1 1 1 n

12 23 3t Ty Tndd
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18.3.37.

18.3.38.

18.3.39.

18.3.40.

18.3.41.

18.3.42.

18.3.43.

18.3.44.

18.3.45.

Bizonyitsuk be a kdvetkezd egyenldséget!

1 N 1 N 1 . 1 . n
1-3 3:5 5-7 2n—1)(2n+1) 2n+1

Bizonyitsuk be a kovetkezd egyenldséget!

1 N 1 N 1 - 1 . n
1-4 4-7 7-10 (3n—2)(3n+1) 3n+1

Bizonyitsuk be a kovetkez6 egyenldséget!

1+1+1++1_1+1+1+1
1-2 3-4 5-6 (2n—1)2n n+1 n+2 n+3 2n

Bizonyitsuk be a kovetkez6 egyenldséget!

1 1 1 o
2@+D) G+D@+2) T Gen—D@+n) a@+n

Bizonyitsuk be a kovetkez6 egyenldséget!
12 22 n? n(n+1)
1-3 35 2n—1)2n+1) 22n+1)

Bizonyitsuk be a kovetkezd egyenldséget!
20421422423 420 =2n 1
Bizonyitsuk be a kdvetkezd egyenldséget!

Q+1D2+1)- (22" +1)=22"" —1

Bizonyitsuk be a kdvetkezd egyenldséget!
1-2! 2-3! +n-(n+1)!_(n+2)! )
2 22 2n2n

Bizonyitsuk be a kdvetkez6 egyenldséget, (han > 1)!

(1-2)(-5)(-5)- (1) ="
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18.3.46. Bizonyitsuk be a kdvetkezd egyenldtlenséget!

2n—1 1
- >—— ,aholn>1

2n 2v/n

1 35
2 46

18.3.47. Bizonyitsuk be a kdvetkezd egyenldtlenséget!

2n—1< 1
2n V3n+1

135 holn>1
5’1 % ,aholn .

18.3.48. Bizonyitsuk be a kdvetkezd egyenldtlenséget!

1 1 1

e — >1
n+1+n+2+ +3n+

3n+1

18.3.49. Bizonyitsuk be a kdvetkezd egyenldtlenséget!

D 4ty
2 23 2n-1

<n

18.3.50. Bizonyitsuk be a kdvetkezo egyenl6tlenséget!

(2n)!
(n1)?

< 41 ‘gholn > 4.

18.3.51. Bizonyitsuk be a kdvetkezo egyenl6tlenséget!
2" >n?,aholn > 4 ésnegész.
18.3.52. Bizonyitsuk be a kdvetkezo egyenl6tlenséget!

3" >n3,aholn > 3 ésnegész.

n?+n+2
2

18.3.53. Bizonyitsuk be, hogy n darab egyenes a sikot legfeljebb részre osztja!

18.3.54. Bizonyitsuk be, hogy n darab kor a sikot legfeljebb n? — n + 2 részre osztja!
18.3.55. Legyen a + b = 2 és a? + b? = 4. Bizonyitsuk be, hogy
a™ 4+ b" = 2" ,aholn > 2 egész szam.
18.3.56. Tegyiik fel, hogy a +§ egész szam. Bizonyitsuk be, hogy a™ + ain is egeész, ahol n

pozitiv egész!
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18.3.57. Bizonyitsuk be a kdvetkezd egyenldséget!

. sin 2" 1x _ ) ) )
CoSXx - coS2x - cosdx----cos2"x = T sinx ,ahol sinx # 0 és n természetes szam.
-sinx

18.3.58. Egy sorozatra teljesiil, hogy a; = 1, és a,, = 2a,_, + 1. Bizonyitsuk be, hogy
a, =2"—1.

18.3.59. Egy sorozatra teljesiilnek az alabbiak:

1 1, An " Ant1
R T i PR P,
Bizonyitsuk be, hogy
1
=11

18.3.60. Egy sorozatra teljesiil, hogy a; = 2, és a, 1 = 3a, — 2. Bizonyitsuk be, hogy
a, =3""1+1.

18.3.61. Hol a hiba az alébbi bizonyitasban?
Allitas: Minden fitinak ugyanolyan szinii a szeme.

Bizonyités: Teljes indukcioval. A fiuk szdma legyen n. Az n = 1 esetre nyilvan igaz. Mar csak
azn —r6l, (n + 1) — re vald atmenetet kell igazolni. Besz¢éljiik meg a 3-r6l 4-re torténd 1épést,
az altalanos eset ehhez hasonld. Legyen a négy fia K, L, M, N. Allitolag K, L és M (n = 3)
szeme szine ugyanolyan. Az L, M és N szeme szintén ugyanolyan, (n = 3) miatt. Tehat mind

a négy fitinak ugyanolyan szinli a szeme.
18.3.62. Hol a hiba az aldbbi bizonyitasban?
Allitas:

1 N 1 o 1 31
12 1-2 mn—1)n 2 n

Bizonyités: Teljes indukcidval.

3 1 ]
1.Han = 1, akkor 13- E—I,ez igaz.
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2. Tegylik fel, hogy n = k esetén igaz, vagyis:

1 N 1 s 1 31
1:2 1-2 (k—1-k 2 k
Bizonyitando, hogy n = k + 1 esetén is igaz:
1 N 1 oy 1 N 1 3 1+ 1 B
1-2 1-2 (k—1)-k k-(k+1) 2 k k-(k+1)
3 1+(1 1 )_3 1
2 k \k k+1) 2 k+1

Tehat igaz az allitas.

18.3.63. Hol a hiba az alabbi bizonyitasban?

Allitas: Barmely pozitiv n természetes szamra igaz, hogy a™ ! = 1,ahol a > 0 tetsz6leges
szam.

Bizonyités: Teljes indukcidval.

1.Han = 1,akkora™® ! =a'"1 =a° = 1,ezigaz.

2. Tegyiik fel, hogy n = k esetén igaz, vagyis:
ak"l=1

Bizonyitando, hogy n = k + 1 esetén is igaz:

a(k+1)—1 — ak — — =1

Tehat igaz az allitas.

18.3.64. Hol a hiba az alabbi bizonyitasban?
Allitas: A 3 osztdja a 2™ + 3™ + 5" kifejezésnek, ahol n természetes szam.
Bizonyitas: Teljes indukcioval.

1. Az allitas n = 0 esetén igaz, mert 2° + 3% + 59 = 1 + 1 + 1 = 3, ami oszthat6 3-mal.
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2. Tegylik fel, hogy n = k esetén igaz, vagyis:

A 3 osztoja a 2% + 3% + 5 kifejezésnek, ahol k természetes szam.

Bizonyitando, hogy n = k + 1 esetén is igaz:
A 3 osztoja a 2%+ + 3k+1 4 5K+1 kifejezésnek, ahol K természetes szam.
Alkalmazzuk a kovetkezd atalakitasokat:
2k+1 4 3k+1 4 gktl — 2.2k + 3.3k 4+ 5.5k = 2. (2F 4+ 3% 4+ 5%) + 3k 4 3.5k

Az indukciés feltevés miatt 28 + 3% + 5% oszthatd 3-mal (igy ennek 2-szerese is), mig 3% és
3 - 5% tobbszordsei 3-nak, igy ezek is oszthatok 3-mal, s ezért a hirom tag dsszege is oszthato

3-mal. Ezzel az allitast belattuk.
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